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$\mathcal{D}$-Module Structures in Multi-Dimensional

Nonlinear Integrable Systems

数理解析研究所 高崎金久 (TAKASAKI, Kanehisa)

1. 序文

$KP$ hierarchy と無隙\chi - Grassmann 多様体との対応関係を見るのに

はいろいろなやり方があるが,

見通しがよくなる. の上の $D$加

群である. このことから,

積分@能系を扱えるだろうと考えるのは自然なことだ. 実はそのような拡

張は思ったほどストレートには出来ないのであるが, 多\sim h\pi -vH\wp $J$ 責分

用有旨\kappa として既に知られている例 (gauge場や重力場に由来する) につい

てはそのような $D$加群の構造を見いだすことが出来る. 以上のことについ

$C$?t既に解説記事を書いているが (数理研 7oレプリント RIMS-601), 以

下では多次元の場合を中心にして改めて解説を試みる.

なお,

興味ある研究をされている. また,
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重要な材料として代数多様体上の直線束の moduli (つまり Picard または

Albanese 多様体) があるが, それについては中屋敷厚氏が Abel多様体に

関係する場合について詳細に研究している. 関連する話題については 19

87年の数理\omega ‘0井挟「-DB究 ‘ $D$加群と非線型川積分系’ の講究録も参照

されたい. 1次元多次元を問わず非線型積分可能系をD加群の亥罪州題詠乃

礼 R\phi \supset ら眺める,

ものであり, これらの研究に先立って京大で行われた H\Delta$\ovalbox{\tt\small REJECT}$まこの方面

の研究にとってまさにアイディアの宝庫といえる. 以下に紹介することも

こうした 果から多くの影響をうけており, 特\iota ’$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ‘rPi3\beta �分はこれらの

方々との|共同研究 (1986–87) に基づくものである.

2.

次のような微分作用素および捌数分作用素の環を用意する :

$\mathcal{D}^{d}=^{ef}\{P;\exists m, P=\sum_{n=0}^{m}p_{n}\partial^{n}, p_{n}\in \mathcal{A}\}$, (1)

$\mathcal{E}^{d}=^{ef}\{P;\exists m, P=\sum_{n=-\infty}^{m}p_{n}\partial^{n}, p_{n}\in \mathcal{A}\}$ , (2)

ここで Aは 1{mf紋分\partial をもつ働》環で, 例えば形式的巾級諏環$\mathbb{C}[[x]](\partial=$

$d/dx)$ を念頭におけは充分である. (この様な具体的な函数を考えるかわり

る; これは $KP$ hierarchy を解のレベルで考えるか方程式のレベルで考え
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るかの違いである) 次の明らかな関係に注意する :

$\mathcal{E}=\mathcal{D}\oplus \mathcal{E}^{(-1)}$ ( $\mathcal{A}$加群としての直和). ここで (3)

$\mathcal{E}^{(-1)^{d}}=^{ef}\{P;P=\sum_{n=-\infty}^{-1}p_{n}\partial^{n}, p_{n}\in A\}$

この閲系式の右辺の Dをもっと一般の左D加群 $\mathcal{M}$ に置き換えて

$\mathcal{E}=\mathcal{M}\oplus \mathcal{E}^{(-1)}$ (4)

を考える. Eのこのような左っ部分加群は次のような簡単な構造をもつ :

命題. 1) 次のような $W;(i\geq 0)$ がある.

$\mathcal{M}=\bigoplus_{i\geq 0}\mathcal{A}W_{i}$
,

$W_{i}= \partial^{i}-\sum_{j<0}w_{ij}\partial^{j},$

$w_{ij}\in \mathcal{A}$ . (5)

2) $W_{i}$は次\not\subset 耶事股成を満たす.

$W_{i+1}=\partial\cdot W;+w_{i,-1}W_{0}$ . (6)

3) 従って左 D加群として $\mathcal{M}$ は $W^{d}=^{ef}W_{0}$によって生成される.

$\mathcal{M}=\mathcal{D}W$. (7)

4) この $W$を使うと $W$;は次のように書ける.

$W;=(\partial^{i}\cdot W^{-1})_{+}W$. (8)
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ここで $(\ldots)_{+}$は擬微分作用素から微分作用素の部分を切り出すこと (つま

である.

5) 逆に

$W=1+ \sum_{n=1}^{\infty}w_{n}\partial^{-n},$ $w_{n}\in \mathcal{A}$, (9)

という形の擬微分作用素で生成される左 D加群 DW\subset Eは以上のような

造をもっ.

A=C[[x]]のときにはこのような左 D加群

限次元グラスマン多様体開部分集合 (のアフィン空間と同型な) と 1対 1

対応する. 上の命題で現れた係数 $w$りはそこでのアフィン座標系そのもの
である. (正確にはこれらは $x$ の函数であるから, グラスマン多様体の中で

1次-の軌道を描く)

KP hierarchy は次の発展方程式系で定義され, このような $W$に対す

る時措溌琵 $W\mapsto W(t),$ $t=(t_{1},t_{2}, \ldots)$ , を記述する.

$\frac{\partial W(t)}{\partial t_{n}}=B_{n}(t)W(t)-W(t)\partial^{n}$

$=-(W(t)\cdot\partial^{n}\cdot W(t)^{-1})_{-}$ $(n\geq 1)$ (10)

ここで

$B_{n}(t)^{d}=^{ef}(W(t)\cdot\partial^{n}\cdot W(t)^{-1})_{+}$ . (11)

また, $($ ... $)$ -は (3) の第 2因子への射影を表す.

の w\iota Jで書き換えることが出来る :
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命題. 方程式系 (10) は次に同値である.

$\frac{\partial w_{ij}}{\partial t_{n}}=w_{i+n,j}-w_{i,j-n}-\sum_{k=-n}^{-1}w_{ik}w_{k+n,j}$ . (12)

が出来る. (このことについてはいろいろな機会に何度も説明したのでもう

繰り返さない)

が問題になるが, ここでは追求しない) 群作用が $W$の言葉で書けるはず

である. KP hierarchyはそのような群作用の引き起こす変換のうちで互い

\iota ご用奥なものを--*組選んでその作用を無限 J\searrow つまり微分方程式\not\subset R@3井

き下したものに他ならない. 実は任 i鋲制可政分作用素 P\in Eがそのような

(無限/J\) 変換を引き起こすことが判る. $P$が引き起こす $W$のWI/J‘5811

を\delta P $W$と書くことにすると, それは具体的に次で与えられる.

$\delta_{P}W=-(W\cdot P\cdot W^{-1})_{-}$ . (13)

容易に判ることだが, この無限 J‘*\acute 昭負は次の交換関係に従う.

$[\delta_{P}, \delta_{Q}]=\delta_{[Q,P]}$ $(P,Q\in \mathcal{E})$ . (14)

$\delta_{P}W(t)$ は (13) で $P$を $P(t)def=\exp(\Sigma_{n=1}^{\infty}t_{n}\partial^{n})$ . $P$ . $\exp(-\Sigma_{n=1}^{\infty}t_{n}\partial^{n})$
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で置き換えたものによって与えられる.) $\delta_{P}W$を $w_{ij}$を使って表現すること

もできる :

命題. (13) は次と同値である.

$\delta_{P}w;;=p_{ij}+\sum_{k\geq 0}p_{ik}w_{kj}-\sum_{1<0}w_{il}(p_{lj}+\sum_{k\geq 0}p_{lk}w_{kj})$
, (15)

ここで

$p_{ij}^{d}=^{ef}res_{\partial}(\partial^{i}\cdot P\cdot\partial^{-j-1})(i,j\in Z)$ , (16)

但し $res_{\partial}$ は衡凝汗作ffl素の\partial -l の係数を表す.

$\delta_{P}$が生成する有限変換は雑にいえば左 D加群 $\mathcal{D}W$に対して右から

$\exp\epsilon P$のような 1パラメータ群 (正確には $\epsilon$ を形式的パラメータとする形

$\pi_{x^{\backslash }}\backslash \neq)$ を

$\mathcal{D}Warrow\succ \mathcal{D}W\exp(-\epsilon P)$

というように作用させることに他ならない. ただし $DW\exp(-\epsilon)$ は Eの中

にとどまらないので, このままでは意味をなさない. きちんと意味付けする

のような無限階の作用素を含むように拡大しておくことで, 例えは素朴に

やるには E[[\epsilon ]]の中で

$\mathcal{D}[[\epsilon]]W_{\epsilon}=\mathcal{D}[[\epsilon]]W\exp(-\epsilon P)$ (17)
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という関係式によって変換 $W \vdasharrow W_{\epsilon}=1+\sum_{n}^{\infty_{=1}}w_{\epsilon,n}\partial^{-n}$を定義する. こ

れは次のように $W_{\epsilon}$を決めることと同じである.

$W\exp(-\epsilon P)=B_{\epsilon}W_{\epsilon}$ , $B_{\epsilon}\in \mathcal{D}[[\epsilon]]$ . (18)

実際にそのような $W_{\epsilon}$ , B\epsilon の存在を示すことが出来る.

多次元 j澗饅汁目fflP素の環は 1次元と同様であるが, 擬M改団 阻除ケ方

(1次元の場合にはそれがつし

かなかったので気にしなくてよかった)

を考える. これから考えるのは $s+1$ 個の変数 $x=(x_{0)}x_{1)}\ldots,x_{s})$ をもち,

その $0$番目の変数の方向 $dx_{0}$に超局所化することにあたる状況である.

このことを代数的に定式化するために $s+1$ 個の微分\partial $=(\partial_{0}, \ldots,\partial_{s})$ を

もつ微分環 $\mathcal{A}$から出発する.(具体的には $A=\mathbb{C}[[x]],$ $\partial_{0}=\partial/\partial x_{0},$
$\ldots,$

$\partial_{s}=$

\partial /\partial xsという場合を思% $\backslash \grave{\backslash }i^{s}r\omega E$ま充分である.) このとき微分作用素およ

び擬微分作用素の環を次のように定義する.

$\mathcal{D}=\{P;P=\sum_{\alpha\geq 0}p_{\alpha}\partial^{\alpha},$

$p_{\alpha}\in \mathcal{A}$ ,

$\exists m,$ $p_{\alpha}=0$ for $|\alpha|>m$}, (19)

$\mathcal{E}=\{P;P=\sum_{\alpha\in Z,\alpha’\geq 0}p_{\alpha}\partial^{\alpha},$

$p_{\alpha}\in \mathcal{A}$ ,

$\exists m,$ $p_{\alpha}=0$ for $|\alpha|>m$}. (20)
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ただし\alpha は多重添字\alpha $=$ $(\alpha_{0}, \ldots ; \alpha_{s})$ であり, $\alpha\geq 0$ は\alpha o $\geq 0,$
$\ldots,$

$\alpha_{s}\geq 0$

の意味, また\alpha ’は\alpha ’ $=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{s})$ , それに対する $\alpha’\geq 0$ も $I441$ , さらに

$\partial^{\alpha},$ $|\alpha|$ はそれぞ 9\alpha $=\partial_{0^{\alpha_{0}}}\ldots\partial_{s}^{\alpha_{s}},$ $|\alpha|=\alpha_{0}+\ldots+\alpha_{s}$ という意味で

ある.

た. それに対応するものは今の場合には手で入れてやらねばならない. こ

え aま E\iota ご\Downarrow bれる $\partial$ の巾の全体 (I $def=Z\cross \mathbb{N}^{s}$ , IN $=\{n\in Z;n\geq 0\}$ , IN $c=$

$\{n\in Z;n<0\})$ を 2つの部分に分けるやり方

$I=Z\cross \mathbb{N}^{s}=I_{-u}I_{+}$ (21)

を一っ指定する毎に

$\mathcal{E}=\mathcal{E}(I_{-})\oplus \mathcal{E}(I_{+})$ , 但し

$\mathcal{E}_{\pm}=\{P;P=\sum p_{\alpha}\partial^{\alpha}, p_{\alpha}=0 (\alpha\in I_{\mp})\}$ . (22)

というように与えることが出来る. このような分解の仕方は 1次元の場合

よりもはるかに多様 Iだから, 素朴に考えれば多\sim \mbox{\boldmath $\sigma$}\prec 1は 1次元以上に多く

$\not\subset]\Omega V)|i]$能性があるように見えるのだが少なくとも 1987年のある時

期まではそのように思われていた), 実際には回力泌然性をもった (I-, $I_{+}$ )

の組に対してのみまともな理論が存在し得るようである. 実際, あとで示

す gauge場と重力場に関連した例では $I_{-}=\mathbb{N}^{c}\cross \mathbb{N}^{s},$ $I_{+}=\mathbb{N}^{s+1}$という

1次元の場合によく似たものを採る. 一般にどういう分解の仕方を e&f

良い理論が出来るのかまだよく判らない.
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さて, 考察の対象となるのは上の設定において

$\mathcal{E}=\mathcal{M}\oplus \mathcal{E}(I_{-})$ (23)

という条件を満たす左D部分加群M\subset Eである. このようなものについて

もその構造を少なくとも形式的には前節で説明した 1次元の場合にならっ

て決めることが出来る. (少なくとも形式的には, と言ったのは実はここに

後で述べるような問題点か膳んでいるからである) 即ち :

1)

$\mathcal{M}=\bigoplus_{\alpha\in I_{+}}\mathcal{A}W_{\alpha}$

,

$W_{\alpha}= \partial^{\alpha}-\sum_{\beta\in I-}w_{\alpha\beta}\partial^{\beta}$
. (24)

2) 各W\alpha は次の関係式を満たす.

$W_{\alpha+1_{\sigma}}- \partial_{\sigma}\cdot W_{\alpha}-\sum_{\beta\in I_{+}\cap(I-+1_{\sigma})}w_{\alpha\beta}W_{\beta}=0$

$(\sigma=0,\ldots,s)$ . (25)

ここで $1_{\sigma}^{d}=^{ef}$ ( $0,$ $\ldots,0$ , ; 1(\mbox{\boldmath $\sigma$}番目の成分), $0,$ $\ldots,0$), また I-+l\mbox{\boldmath $\sigma$}は $I_{-}$

を 1\mbox{\boldmath $\sigma$}方向に判#移動したもの (つまりヴェクトル和) である. (この関係式

を展開すれば w\alpha \beta についての 連の方程式系を得る.)

fflG功�喜よ\mbox{\boldmath $\zeta$} D加群になる.

4) $\Lambda 4$ は門般には D上単項生成ではない.
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‘問題点’ というのは (25) を展開して得られる係数の間の関併 d\sim 房蝿恨

和を含む (その意味で代数的でない) ということにある.

は (25) 右辺の総湘わ撫限集合にわたるものであることによる. 従って考え

る微M iff代系を ‘代数的微分方程式系’ に限定する (これは極めて自然な

要評臥勿’) ならば, W\alpha \beta の間に適当な関係式 (代数的なものにせよ微分を

含むものにせよ) を置いて (25) から生じる関係\mbox{\boldmath $\sigma$}\mbox{\boldmath $\tau$}‘が 11\triangle \Re h‘(\leftarrow ^IJ!R川しか含

まないように調節してやる必$\ovalbox{\tt\small REJECT}$がある. しかも, (24) における W\alpha の定義

式の右辺における総和も勝手ではいけない :W\alpha は有限階の擬微分作用素

(つまり $|\beta|$ ct^-rpがあるもの) でなければならない. 添字集合 $I_{-}$ の採

り方によってはこれも考慮に入れなければなちない条件になる.

しかも, このあとこういう Dを ‘動かす’ (変形する) ことでffl#fW

式系を導くという議論が続くわけだが, そこでも同じような無限和の出現

閤 By猷皓やもっとー邦 \chi 昭奥を構成する方針

は 1次元と同様で, 大雑把に言えば生成子となる翻散分作用素 P\in Eを一

つとって $\mathcal{M}(\epsilon)=\mathcal{M}\exp(-\epsilon P)$ (これが文字どおりの意味では成り立たな

くて少し修正しなければならないのは 1次元の場 i合と同じ) というように

崩刊 5目奥を定義し,

換の形で考える. そのような考察から $P$が引き起こ寸真咽, $;j\backslash 7\wedge^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}\delta_{P}$は

$\delta_{P}w_{\alpha\beta}=p_{\alpha\beta}+\sum_{\mu\in I_{+}}p_{\alpha\mu}w_{\mu\beta}-\sum_{\nu\in I-}w_{\alpha\nu}(p_{\nu\beta}+\sum_{\mu\in I_{+}}p_{\nu\mu}w_{\mu\beta})$
(26)

というように $w_{\alpha\beta}$に作用することが判る. P\alpha \beta は $P$ から前と同様にして作
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られる函数の組である. 問題はこの式の右辺が一般に (25) と同様に無限

和を含むことである. ここでも無限和を実質的に有限和にするようななん

らかのメカニズムか泌$\ovalbox{\tt\small REJECT}$になる. 逆に言えば (26) の右辺が有限和になるよ

うなもののみが無限小変 として許されることになる.

要するに, なんらかの付加条件を設定して $\mathcal{M}$ または $W_{\alpha}$ として現れ

るものを限定してやらないと意味のある理論が作れない. また, そのとき

にもあらゆる時間発展や変換が許されるわけではなくて, 1にはそのよ

うに限定された $\mathcal{M}$ の族にはそれに固有の限定された時間 $ffi\ovalbox{\tt\small REJECT}_{Jl\backslash \backslash }R\prime J\backslash 7\overline{\mathscr{J}}^{1\backslash }$

換! 群が決まっているらしいと言うことが想像される.

この様な事情は 1次元のときには無かったことで, ここに多次元を扱

う際の難しさがある. この様なプログラムが実際に遂行できる例としては

冒頭に掲げたいくつかの場合しか今のところ知られていない. これらの例

を眺めていると, うまく行く例はどれもそれ自身が (D加群の論理とは別

KP hierarchy の場合にはこういうものはむしろ特殊解 (の族) として現れ

ることに注意されたい. この枠を乗り越えて KP hierarchy それ自体のよ

今の所決定的な手掛

りが欠けている. そのような方向へ進むためにも, うまく行く例について

もっと学ぶべきであろう.
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4.

equations) である. この方程:i式はいろいろな意味で有名になっているが (例

えば instanton解を通じて代数幾何学と結び付く), 積分可能系の立場か

らすれば 4次元ということは重要ではなく, その本質はもっとー $BJ)_{\vee}\overline{>}$つ

柑瘍狼 ‘ \alpha 形で定\not\supset Ubぐきる.

鍵となるのは, 殆どの ‘ソリトン方程式’ と同様, こういう gauge場に

対する積分可能系もある線型系の Frobenius の意味の積分可能条件として

書けるということにある. ただ, 典型的なソリト

ン方程式 (それらは KP hierarchy とかその多成分版からの特殊化として

得られる) ではそういう線型系は

$( \frac{\partial}{\partial t_{i}}-B_{i}(t,\lambda))W(t,\lambda)=0$ $(i=1,2,\ldots)$ (27)

というような形をしている. ここで $t_{i}$は KP hierarchy と同様の時間変 i\llcorner \tilde 数

であり, $B_{i}(t, \lambda)$ は有限サイズの行列で, 各成分は\mbox{\boldmath $\lambda$}というパラメータ (ス

ペクトルパラメータと呼はれる) のある決められた形の多項式である. そ

$\not\subset)ffi$ 鄙席敗を未知函数として

$[ \frac{\partial}{\partial t_{i}}-B_{i}(t,\lambda), \frac{\partial}{\partial t_{j}}-B_{j}(t,\lambda)]=0$ (28)

ている) を考えると, いろいろなソリトン方程式が出て来る. 一方 gauge

12
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場 I )場合には (27), (28) の代わりに

$( \frac{\partial}{\partial t_{i}}-a_{i}(\lambda, \frac{\partial}{\partial x’})-B_{i}(t,x’,\lambda))W(t,x,\lambda)=0$ $(i=1,2, \ldots)$ , (29)

$[ \frac{\partial}{\partial t_{i}}-a;(\lambda, \frac{\partial}{\partial x})-B_{i}(t,x’,\lambda), \frac{\partial}{\partial t_{j}}-a_{j}(\lambda, \frac{\partial}{\partial x})-B_{j}(t,x’,\lambda)]=0(30)$

というものが現れる. ここで $x’=(x_{1)}$

$a_{i}( \lambda, \frac{\partial}{\partial x})$ は\mbox{\boldmath $\lambda$}のある与えられた多項式を係数とする--\partial x\partial \mbox{\boldmath $\sigma$} $(\sigma=1, \ldots,s)$ の

1次結合である.

実際には KP hierarchy における $W$の方程式に該当するものが (27),

(29) である. (28), (30) はその意味では第-$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ r\’i夕打釘 Gまない. (27), (29)

そうだし, それ故に通常は線型系と呼び慣わされているが), $B$ ;と $W$は本

来どちらも未知なのだから実は JH彩 $J$ 桐呆成とみなすべきなのである. よ

り正確にいえば, 我々は $W$として次の形のものを考える.

$W(t,x’, \lambda)=1+\sum_{n=1}^{\infty}w_{n}(t,x’)\lambda^{-n}$ . (31)

この様な瑚こ $W$を設定すると (但し wn $(t,x’)$ (よ行列直函数), (27)や (29)

を\mbox{\boldmath $\lambda$}で展開して得られる方程式を調べればすぐ判るように, $B_{i}$は (考えて

いる方程式毎に形は違うが) $w_{n}$の微力づ \iota 此代として一意的に決まる. 従っ

hierarchyの $B_{n}$という部分も基本的には同じ論法で導き出されたものであ

る. 我々が gauge 場から由来する非線型積分可能系と称して考察\mbox{\boldmath $\tau$}るのは,
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もっぱらこの様にして得られる方程式系の方であり, 交換子$=0$ という方

程式はその影のようなものに過ぎない.

この様にして gauge場もソリトン方院式やKP hierarchy と同じ様な

形の定式化できる この様な形に書き直して始めて KP hierarchy との比

較も出来る. そこでいよいよ前節のような $D$加群の構造をここから引き出

す問題に進む.

D加群はまず時間変数のないレベルで現れるべきだから, D加群に

翻訳されるべきデータは $W(x’, \lambda)=1+\sum_{n=1}^{\infty}w_{n}(x’)\lambda^{-n}$ という形式的

Laurent級数 (係数は dFfil\llcorner g) である. ここで x’が無けれは上で此較のた

めに説明したソリトン方程式と同じになる. ところで, そのようなソリト

ン方程式を KP hierarchy の特殊化として導出するためには\mbox{\boldmath $\lambda$}\rightarrow \partial $= \frac{\partial}{\partial x}$

という置き換えをしてやれば良いことが判っている. gauge場の場合には

さらに $x’=(x_{1}, \ldots,x_{s})$ という変数が加わるのだから, $x_{0}$という変数を用

意して

$x=(x_{0},x_{1}, \ldots,x_{s})$ , $\partial_{x}=(\frac{\partial}{\partial x_{0}}\frac{\partial}{\partial x_{1}}\cdots\frac{\partial}{\partial x_{s}}I$

という状況を考える. そして $W(x’, \lambda)$ に対して

$\hat{W}d_{=^{ef}}W(x’, \frac{\partial}{\partial x_{0}})=1+\sum_{n=1}^{\infty}w_{n}(x’)(\frac{\partial}{\partial x_{0}})^{-n}$ (32)

この $D$加群は

$I_{-}=\mathbb{N}^{c}\cross \mathbb{N}^{s}$ , $I_{+}=\mathbb{N}^{s}$ (33)
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という添字集合の分割に対して前宜 iW 左青を満たしている.

勿論これだけではまだ適切な選択かどう力\prec ま判らないわけだが, gauge

8jib\sim i78群についていろいろ知られていることが逐一 Jx\langle わ $D$加群

の言葉に翻訳できること (その詳細は省くが) からそのことが確認できる.

しかしこのことは, 同時に, わざわざ$D$加群を持ち出さなくても gauge場

は扱えるということでもある. (ある場合にはむしろ $D$加群を使わない方が

よい ; たとえばプレプリント RIMS-637で扱った問題については然り.)

この場合に固有の時間発展や変喚 (前節て説明しだ意味での) は二通

りある. ひとつは

$P= \sum_{n=-\infty}^{m}p_{n}(x’)(\frac{\partial}{\partial x_{0}})^{n}$

(但し $p_{n}(x’)$ は $w_{n}(x’)$ と同様の行列値函数) (34)

これは以前から Riemann-Hilbert 変換と

呼はれていたものに対応する. もうひとつは

$P= \sum_{\sigma=1}^{s}\sum_{n=0}^{m}p_{n\sigma}(x’)(\frac{\partial}{\partial x_{0}})^{n}\frac{\partial}{\partial x_{\sigma}}$

(但し $p_{n\sigma}(x’)$ はスカラー値函数) (35)

という生成子の引き起こすもので, 特に定数係数の場合には最初に説明し

たような意 で\emptyset E間$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$に対応する. ここで–\partial \partial xo (つまり $D$加群以前の言

葉で言えば\mbox{\boldmath $\lambda$}) の負巾を許していないのは理由があってのことである.(詳し

くは RIMS-637を参照.) こ\not\subset \llcorner 種類の生成子$\ovalbox{\tt\small REJECT}$\eta F-\ddaggerま全体として Lie $\{\mathfrak{B}^{\backslash }$数

15
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をなすので, これで一つの閉じた世界となる. RIMS-637ではそれぞれを

が x0も含む場合に拡張できるのだが (これは\mbox{\boldmath $\lambda$}に対する reparametrization,

っまり最近流行の Virasoro代数に似たものになる), ここではこれ以上議

論しない.

gauge場から出て来る $D\not\supset\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }$ま上で見てきたようにかなり特殊で簡単

なものである. 重力場から出て来るものはもう少し複雑な構造を持 . し

かしながら両者に共通して言えるのは,

に従ってこういうものを導出することはなかなか難しくて, またこういう

風に作ったものが前節の諸々の要請を満たすことをチェックするのも本来

\not\subset 戻奮岡佑\Re ♀駄にもどってなされているのが現状だと言うことである. そ

$\text{の_{}l}\Xi_{\iota\backslash ^{\vee}}\zeta\#$出あ斤大山氏が $D$加群の方からこういうものを直接導き出すことを

試みていることは注目に値する.

る圃ま Ernst 方程式とは別系統のものを考えている) は方程式\not\subset の例があま

リポピュラーでないこともあって, こういうものを積分可能系と呼ぶこと

自体がまだあまり公認されていないようである. (少なくとも, 学術誌に投

稿してロクな返事が来たことがない) しかし gauge場の場合と同様にこ

こでも基本的には twistor の方法が開発されていて, それを利用すること

16
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で 4次元の自己双対計量や 4n次元の超ケーラー (hyper-K\"ahler) 1な

どに対しては今までの積分可能系とかなり似た構造を持つことが判ってい

しこれは積分可能性の本質を方程式の ‘対称性’ に求めたい筆者の視点かち

言って, の話だが. twistor と積分可能系は密接な関係を持つが, 本来異質

のものである)

重力場に関連するこの様な例をこれまでに見てきた枠組で理解し直す

には少し準備が必要なのだがそれは省いて (プレプリント RIMS-621625

などを参照されたい), ここでは gauge 場における $W(x’, \lambda)$ にあたるも

のが重力場では何なのかということかちいきなり話を始めることにする.

gauge場では有限次元 Lie群 (実際には線型群) が基礎にあるが, それに対

D\Uparrow 次 $W(x’,\lambda)$ の代わりに登場するのは\varphi (x’, $\lambda$ ) $=(\varphi_{1}(x’,\lambda),$ $\ldots,\varphi_{s}(x’, \lambda))$

という函数の iff-\check C, $x’\mapsto\varphi(x’, \lambda)$ が\mbox{\boldmath $\lambda$}をパラメータとする座標変換となる

ものである. ここではこれがさらに

$\varphi_{\sigma}(x’,\lambda)=x_{\sigma}+\sum_{n=1}^{\infty}\varphi_{\sigma n}(x’)\lambda^{-n}$ $(\sigma=1, \ldots,s)$ (36)

という形の Laurent展開 (形式的なものとしてもよい) を持つとする. こ

れは (31) に相当する設定である. 自己双対計量とか超ケーラー計量とか

17
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いもので, いままで積分可能系を研究してきた人達 多分頭が旧いのだろ

うーにはまだ受け入れて貰えていない.)

これを $D$加群の言葉に翻訳するために次のような奇妙なことを考える.

まず

$W_{\varphi}(x’,$ $\lambda,$

$\frac{\partial}{\partial x’})d_{=^{ef}}\sum_{\alpha=(\alpha_{1},\ldots,\alpha_{s})\geq 0}\frac{1}{\alpha!}(\varphi(x’,$

$\lambda)-x’)^{\alpha}(\frac{\partial}{\partial x’})^{\alpha}$ (37)

を導入する. ここで多重添字に関する通例 4)記号法\alpha ! $=\alpha_{1}$ ! $\ldots\alpha_{s}$ !, $x^{\prime\alpha}=$

$x_{1^{\alpha_{1}}}$ ... $x_{S}^{\alpha_{s}}$ , etc. を用いている. Taylor の公式によりこの無限階微分作

用素は $(x’, \lambda)$ ’)任惹函\mbox{\boldmath $\tau$} $f(x’, \lambda)$ \iota \leftarrow 対して

$W_{\varphi}f(x’, \lambda, \frac{\partial}{\partial x’})=f(\varphi(x’,\lambda),\lambda)$ (38)

と作用\mbox{\boldmath $\tau$}ることが判る. 要するにこれは\varphi (x’, $\lambda$ ) の表す座榴暮目葵を微分作

用素の言葉で書き直したものであり (当然局所性を持たない), 明らかに

$W_{\varphi}W_{\psi}=W_{\psi 0\varphi}$ (39)

演算 ($j^{\backslash t}$ Rすることが出来る. これにより RIMS-621 , 625の結果を微分作

用素の言葉で書き換えることが出来る. これが鍵である.) 次に gauge場

の場合と同様に\mbox{\boldmath $\lambda$}\mapsto --\partial \partial xoという置き換えを行う.

$\hat{W}_{\varphi}^{d}=^{ef}W_{\varphi}(x’, \frac{\partial}{\partial x_{0}}, \frac{\partial}{\partial x’})$ . (40)
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(36) の仮定により, これは郁艮階 (正確には $0$階) $\not\subset$ \searrow 7V\ $\int$U且泰になる.

この $D$加群は gauge場の場合と同じ添字集合の分割に対して第 3節の

要請を満たす.

$P= \sum_{\sigma=1}^{s}\sum_{n=-\infty}^{m}p_{\sigma n}(x’)(\frac{\partial}{\partial x_{0}})^{n}(\frac{\partial}{\partial x_{\sigma}})$ (41)

というもの (つまり $\lambdaarrow\succ\frac{\partial}{\partial x_{O}}$という置き換えをする前の言葉で言えば $\lambda$を

Laurent級数の形でパラメータに含む無限小座標変換に他ならない) がと

れる. こういうことは, しかし, すべて\varphiのベルでの結果 (RIMS-621,

625) を逐\pi き直しているだけである.

ちなみにここでも \mbox{\boldmath $\lambda$}の reparametrization まで取り込むことが出来る.

つまり, 出発点としてとった $x’\mapsto\varphi(x’, \lambda)$ の代りに $\lambda$ まで込めた座標変

換 $(\psi, \varphi)$ : $\lambdaarrow\succ\psi(x’, \lambda),$ $x’\vdash+\varphi(x’, \lambda)$ を考えることが出来る. この様

る沼喀よ共升須 y‘自己双対計量というものに関連して実際に問題になる (数理

$\varpi_{\mathfrak{n}}^{-}\wedge$ \mbox{\boldmath $\xi$}o\pi 録 592‘超函数と微分方程式’ 所小’廂紬 v\check ’\acute
$\propto$,ffl). この場合にもや

はり上のような議論が出来るが奏がW\varphi の対応物に現れるため, 最後の段

階で擬微分作用素を作るときに $\lambdaarrow\succ\frac{\partial}{\partial x_{O}}$ $\frac{\partial}{\partial\lambda}\mapsto-x_{0}$ という置き換えが

$2\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ぐ, 結果として $x_{0}$ を係数に含むものが得られる.

6. 結び

少なくとも geuge 場と重力場については今のところ $D$加群が積極的
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な役割を演じる場面は少ない. 本来の変数に基づいて議論する方がすっき

りしている. この様な方向で$D$加群の方汁 $i$体当に新しい積分可能系の発

ない.

筆者としてはむしろここで紹介したような D\not\supset ttU\alpha 栢去をもっと別め

方向に応用してみたいと思っている. 例えば 1次元的な場合さえもまだま

だやるべきことが多いような気がしている. super KP hierarchy について

の最近の論文, RIMS-421 , はそのほんの一例である. 実のところ何故$D$加

群がこの様な形で積分可能系の理論に現れるのかということが筆者にはま

だよく判らない.

一方重力場型の問題については, 確かに $D$加群の構造は引き出せた

けれど, 筆者にはそれが自然な取り扱い方だとはどうしても思えない. 重

力場型に関してはその本来の幾何学的な枠組でもっと面白いことが今後や

れそうな気がする 例えば S.G. Gindikin が Functional Analysis and Its

Applications $18(4)$ に書いた\rightarrow ^n^^m\alpha (山情顧 R\mbox{\boldmath $\sigma$}H有倫 (特性系の理論) の知

識を縦横に駆使していてすこぶる難解だが, 60年代から 70年代にかけ

て Spencerや Goldschmidt 達が追及していたような問題 ( $G$構造, 擬群構

造, 等) とも絡めて読み直してみると何か新しい側面が見えてくるのでは

ないかと思めれる.

中屋敷氏が研究しているような場合についてはむしろ $D$加群の視点か

ら眺めることが本質的な意 を持っている. この場合には $D$加群の構辻め$\{$
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めているのでは無いか?但し, Kolchin とその後継者 (例えばBuium) の

仕事が既に相当の部分をカバーしているようである.
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