
87

Class formation の高次元化 II

東工大理 小屋 良祐 (Yoshihiro Koya)

1. はじめに

最初に、 表題と実際の講演内容について 『ずれ $\Delta$ があったことをおわ

びします。 表題では、 “class formation” にっいて言及するごとくの印
象を与えたにもかかわらず、 色々 と間違いがあって、 それちについて

は述べることができませんでした。 しかし、 本稿を読んで頂ければ分

かる と思いますが、 多くの部分が class formation に密接に関係してい
ます。

なお、 本稿の詳しい内容と、 省略された証明などについては、

[Ko2] Hasse $\prime s$ Norm Theorem for $K_{2}$

という題の論文にまとめて、 いずれどこかに投稿するつも りですので、

それをご覧下さい。

また、 筆者の愚かさゆえに、 多くの記載漏れや不備な点があるこ

とをおわびします。 特に、 $Kr\iota 1$]$1$ 次元が 2 次元となる正則局所環につ
いて、 その若干の例を記述する予定であ りましたが、 $-\vee$ れまた、 筆者

の愚鈍ゆえに実現することができ ませんでした。

2. Modified hypercohomology について

この節では、 “modified hypercohomology” の簡単な性質を見ていきま
す。 詳しいこ とは、 [Ko] にあ りますので、 それを参考にして頂ければ
と思います。

特に断わらない限り、 この節では、 有限群を表すのには $G$ で $A^{0}$

は G-modules の有界な複体を表すものとします。
“Modified hypercohomology” の定義そのものは、 [Ko] にありま

すので、 それを参考にしてください。

Remark. [Ko] では、modified hypercohomology を表す記号として 、

太文字の記号を使っていましたが、 以後、 紛れがない限り Tate のコホ
モロジーを表すのと同じ記号を用います。 実際に、 係数が複体でなく
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て、 群の作用する加群であれば標準的な同型が存在することが容易に
分かります。

Proposition 2.1. (Prop.1.2. of [Ko])
(1)

$\hat{H}^{0}(G, A^{0})\simeq Coker(\mathcal{H}^{0}(A^{\cdot})^{N_{G}}arrow H^{0}(G, A^{\cdot}))$ ,

ここで $N_{G}$ と』ま、 ノルム写像のことである。

(2) 任意の整数 $q\geq 1$ に対して、 $q$ 番目の modified $AyI\supset ercohomology$

は、 $q$ 番目の群の hypercohomology と一致する。

Theorem 2.2. (Thm.1.3 of [Ko]) G-module の三角

$A$ $arrow B$ $arrow C$ $arrow A[1]$ ,

に対して、 次のような長完全系列が存在する :

. . . $arrow\hat{H}^{q}(G, A^{\cdot})arrow\hat{H}^{q}(G, B^{0})arrow\hat{H}^{q}(G, C^{\cdot})$

$arrow\hat{H}^{q+1}(G, A^{\cdot})arrow\cdots$ .

良く知られた Tate-Nakayama の定理の拡張と して次のような定

理を証明することもできます。 証明は、 [Ko] にあります。

Theorem 2.3. (Generalized Tate-Nakayama’s Theorem) $G$ は有限群

とし、 $A^{\cdot}$ は G-m$od$ules の複体であって $0$ 番目と $(-1)$ 番目の項をの

ぞいては、 すべて消えているとする。 $a$ を $\hat{H}^{2}(G, A^{\cdot})$ の元とする。 さ

らに、 各 p-Sylow 部分群 $G_{p}$ に対して次が成り立っものとする :
(1)

$\hat{H}^{1}(G_{p}, A^{0})=0$ :
(2) $\hat{H}^{2}(G_{p}, A^{\cdot})$ は ${\rm Res}_{G/G_{p}}(a)$ で生成される。 この元の位数は $|G_{p}|$

に等しい。 すると、 すべての整数 $q\in Z$ とすべての部分群 $H$ に

対して、
$\hat{H}^{q}(H, A^{\cdot})\simeq\hat{H}^{q-2}(H, Z)$

が成り立つ。

Remark. この定理は、 次のような複体に対して成り立ちます。 これ

は、 証明はスペク トル系列の退化性を用いているからで、 上の定理を
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証明するぶんには、 何も複体そのものが 2 項でなければいけない訳で
はないのです。

(1) 正の項はすべて消えている。
(2) $A^{0}$ は $[$-1, $0]$ の外で非輪状である。 (cf. proof of the Lemnia2.2 of
[Ko]).

次の定理は、 周期性について述べています。 これは、Tate のコホモ
ロジーに関しては良く知られた事実が、 この modifi\’ed hypercohomology
についても成り立つということです o もっとも、 Tate のコホモロジー
については、 対応のしかたまで知られていますが、 この場合にはそこ

まで精緩な結果を得ている訳ではありません。 それは、 べつに対応の

しかたを知ることが不可能と言う訳でなく 、 筆者がその必要性をさし

あたり感じなかったためです。

Theorem 2.4. $G$ が巡回群なら、

$\hat{H}^{2q}(G, A^{\cdot})=\hat{H}^{0}(G, A^{\cdot})$ ,
$\hat{H}^{2q+1}(G, A^{\cdot})=\hat{H}^{1}(G, A^{\cdot}).$ .

3. 複体 $C_{K}$ の構成

この節では、 あとで主要な役割を果たす複体を構成します。
$A$ を 2 次元の完備な正則局所環で剰余体が有限体であるようなも

のとします。 $m_{4\wedge}$ をその極大イデアル、 $P$ をその環の高さ 1 の素イデ
アルの集合とします。 $K$ は $A$ の商体とします。 各々の $\mathfrak{p}\in P$ に対し

て、 $A_{P}$ を $p$ での局所化の完備化と します。 $K_{P}$ は $Ap$ の商体で、 $\kappa(\mathfrak{p})$

は $A$ の $\mathfrak{p}$ での剰余体と します。 [Sal] によると、 $K_{P}$ は 2 次元局所体
となり、 $\kappa(P)$ は通常の意味での局所体となります。

これから、 Lichtenbaum の複体を使いますが、 考えている体を明

記したほうが便利なときには、 Lichtenbaum のオリジナルの記法を用

いる $-\vee$ とにします。 詳しいこ とは、 [L1] [L2] [L3] などを参考にしてく
ださい。

Definition 3.1. 複体 $Q_{P}[1]$ は次の射の写像錐と して定義します :

$\Gamma(2, K_{P_{\delta}})arrow\kappa(\mathfrak{p})_{\delta}^{X}[-2]$ .
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Lemma 3.2. 今までの約束の下で、
$H^{2}(K_{\mathfrak{p}}, Q_{\mathfrak{p}})=K_{2}A_{\mathfrak{p}}$ ,

$H^{3}(K_{P}, Q_{\mathfrak{p}})=0$ .

Proof. 次のよ うな、 完全系列を考えます。

$arrow H^{1}(K\mathfrak{p}’\kappa(\mathfrak{p})_{\beta}^{X}[-2])arrow H^{2}(K_{\mathfrak{p}}, Q_{P})arrow H^{2}(K_{P}, \Gamma(2, K_{P_{\iota}}))$

$arrow H^{2}(K_{\mathfrak{p}}, \kappa(p)_{s}^{X}[-2])arrow H^{3}(K_{P)}Q_{\mathfrak{p}})$

$arrow H^{3}(K_{\mathfrak{p}}, \Gamma(2, K_{\mathfrak{p}_{\delta}}))$ .

また、 Lichtenbauun [L2] $L^{3]}$ より、

$H^{2}(K_{\mathfrak{p}}, \Gamma(2, K_{P_{\ell}}))=K_{2}K_{\mathfrak{p}}$ ,

$H^{3}(K_{\mathfrak{p}}, \Gamma(2, K_{P_{s}}))=0$ .

なので、 $-\vee$ れと次の完全系列を併せる と分かります。

$0arrow K_{2}A_{P}arrow K_{2}K_{\mathfrak{p}}$

�
$\kappa(\mathfrak{p})^{X}arrow 0$ ,

QED.

Definition 3.3. イデール複体 $I_{K}$ は次のよ うにして定義されます。

$I_{K}^{S}=\prod_{P\in S}\Gamma(2, K_{P})\cross\prod_{\mathfrak{p}\in P-S}Q_{P}$
,

ここで $S$ は $P$ の有限部分集合です。 すると、 $I_{K}$ は、 次の式で与えら

れます。
$I_{K}$ =lin $I_{K}^{S}$ .

$s$

Definition 3.4. 複体 $C_{K}$ は次の射の写像錐として定義されます。

$\Gamma(.2, K)arrow I_{K}$ .
Proposition 3.5.
(1) $C_{K}$ は $[1,2]$ の外で非輪状。

(2)
$H^{2}(Ga1(K_{\ell}/K), C_{K})=C_{K}$ .

証明は、 [Ko2] を参考にして ください。
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Theorem 3.6.
$H^{3}(G, I_{K})=0$ .

4. Hasse Principle
この節では、 前の節での記法や約束をそのまま踏襲します。 それに加

えて、 $A$ を有限体を剰余体に持つよ うな、 2 次元の完備正則局所整域
とします。

この節での目標は、 ある種の条件の下で $Gd(L/K)^{ab}$ の『わかり

やすい』 表示をあたえることと、 高次元という状況に似つかわしい形

での Hasse のノルム定理を証明する過程の概略を記すことです。 これ

は、 modified hypercohomology の応用として示すことができます。
キー . ポイ ントはつぎの系列の完全性にあります。 :

$0 arrow H^{2}(K, Z(2)[2])arrow\bigoplus_{\mathfrak{p}\in P}H^{2}(K_{P}, Z(2)[2])^{\sigma}arrow H^{2}(K, C_{K}[2])$

こめ系列の完全性は、 斎藤さんによってより一般の形で証明されてい

ます。 ここで、 注意されたいのは、 $A$ が正則でない場合には、 うえの

系列の左半分はもはや完全系列をなさないという $-\vee$ とです。 くわしい、

ことは [Sal] および [Sa2] に書いてあります。
このよ うに、 $K$ の拡大体 $L$ における $A$ の整閉包を考えるときに、

それが再び正則になることは期待できないので、 “class formation” を

考えることはできないのですが、 ある種の条件の下で、 いままでの証

明の方法をそのまま利用する $-\vee$ とが出来ます。

Theorem 4.1. $L/K$ を有限次ガロア拡大と して、 さらにその拡大の

すべての中間体における $A$ の整閉包が再び正則局所環になるようなも

のとします。 する と、 有限群 $Ga1(L/K)$ と $Ga1(L/K)$-mod$ule$ の複体

$\tau\leq 0Rr(Ga1(K_{\delta}/L), C_{K}[2])$ は、 一般化された Tate-Nakayama の定理
の仮定を満足します。

上の定理かち、 おなじみの $Gd(L/K)^{ab}$ の表示を得ます。

Corollary 4.2. 上の定理の仮定の下で、
$Ga1(L/K)^{ab}\simeq C_{K}/N_{L/K}C_{L}$ .

上の定理を証明するには、次の補題を証明すればよいことになりま

す。 これは、 “class $f_{o1}mation$’の公理系の条件を各場合についてチェッ
クしているのに大変似ています。
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Lemma 4.3. $L/K$ に関する条件は、 前述のとおりとします。

(1) 任意の整数 $q>2$ に対して、

$H^{q}(M, C_{M}[2])=0$ .

(2)
$H^{1}(M, C_{M}[2])=0$ .

(3) 次のような同型写像が存在する。 :

$inv_{11t}$ : $H^{2}(M, C_{M}[2])arrow Q/Z$ .

(4) 次の図式は可換になる。 :

${\rm Res}$

$H^{2}(M)C_{M}[2])arrow H^{2}(N_{1}C_{N}[2])$

$\downarrow$ $\downarrow$

$n$

$Q/Z$ $arrow$ $Q/Z$

ただし、 $M$ と $N$ は $L/K$ の中間体で、 $N\supset M$ であり $[N:M]=n$ な

るものとします。

証明は、 [Ko2] を参考にして ください。

Corollary 4.5. $L/K$ は巡回拡大とします。 さらに、 それらは Theo-
rem 4.1 にある条件と同様な条件を満たすと します。 このとき、 各々の

$\mathfrak{p}$ に対して 、
$x\in K_{2}K$ の $K_{2}$ イデールでの像が $N_{L}K_{2}L\mathfrak{P}^{/K}\mathfrak{p}P$

に含

まれているなら、 $x\in N_{L/K}K_{2}L$ となります。

Proof. これは、modified hypercohomology の周期性 (Theorem 2.4) か
らでます。

QED.
上の事実は、 要するに

$0arrow K_{2}K/N_{L/K}K_{2}Larrow\oplus K_{2}K_{p}/N_{L}\mathfrak{P}^{/K}p^{K_{2}L}P$

$P\in P$
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が完全系列になるということですが、 拡大 $L/K$ にきつい条件がついて

はいるものの今までに知られている Hasse のノルム定理の拡張になっ
ているといえます。 さらに、 $K$ 群について、 この様な local -global

$pr\dot{n}$ciple が成り立つことは、 代数的 K-theory の観点からも興味深い
ことと思われます。 最後に、 この様な定理が成り立つと思われる体は

ほかにも存在すると思われますし、 $K_{2}$ に限らず、 より高次の Milnor
の $K$ 群に対しても、 穏当な条件を課すことにより、 成り立つのではな

いかと思われます。
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