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3次体の単数群の $R_{+}^{3}$への action の基本領域について

京都大学理学部 岡崎龍太郎(Okazaki, Ryotaro)

\S 0 Introduction.

$F$ を総実な代数的数体とし、 その次数を$n$ とする。 $F$ は
自然に $R^{n}$ 埋め込まれる。

$Farrow R^{n},$ $\alphaarrow c_{(\alpha^{(1)},\ldots,d^{n)})}$

(x�は相異なる埋め込み。)
さらに、 $E_{+}$ を $F$の総正な単数の群とすると 、 $E_{+}$ は $R_{+}^{n}$

に成分ごとの掛け算で作用する。
$e\in E_{+},$ $x=^{C}(x^{(1)},\ldots,x^{(n)})\in R_{+^{p}}$

$arrow ex=c_{(e^{(1)}x^{(1)},\ldots,e^{(1)}x^{(n)})}\in R_{+^{p}}$

Shintani は有限個の半空間の共通部分をとることによ
りこの作用の基本領域を構成し、 その基本領域がいくつ
かの ’1simplicical coneIl の disjoint union であることを使い
$L$-関数の特殊値を表わす公式を導いた。 この公式は

$\mathfrak{l}1$ simplicical cone11の辺が具体的に決定されれば特殊値の
計算に使える形になっている。 しかし Shintani の構成に
現われる半空間の境界となる (超)平面のうちどの平面が
実際に必要なのか、 またそれらの交わってできる辺がど
こにあるのかは戴次体 [Shintani] と巡回 3次体 [Nakamula]
以外には分かっていない。従って辺を具体的に決められ
るような $||simplicical$ cone“ の和の形の基本領域を求める
ことが意味を持って来る。筆者は一部の場合にはそのよ
うな基本領域を見つけられるという印象を持ったのでこ
こに報告する。
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線形独立な $r$個のベクトル $v_{1)}\ldots,v_{r}\in R_{+^{p}}$ に対して

$C(v_{1},\ldots,v_{r})=\{t_{1}v_{1}+\ldots+t_{r}v_{r} :c_{1},\ldots,c_{r}\in R\}$

と定義する。 $C(v_{1}$ ’..., $v_{r})$ は $V_{1},\ldots,1^{r_{f}}$を頂点とするランク $r$

の simplicical cone と呼ばれる。 $E_{+}$ の $R_{+^{p}}$ への作用の基

本領域で有限個の simplicical cone の disjoint union に
なっているものを $R_{+^{p}}$ の Shintani 分解と呼ぶ。
以下では、 E+の生成元を基本単数系と呼ぶことにし、
また $x=^{t}(x^{(1)}, ,x^{(n)})\in R^{n}$ に対して次の略記をする。

tr $X=x_{1}+\ldots+x_{n}$ ; $N(x)=x_{1}\ldots x_{n}$ .
明らかに $E_{+}$ の作用とスカラ ー倍は可換であり $E_{+}$-orbit

は光線 $Rx$ と 2点以上で交わることはないのでここで扱う
問題は $E_{+}$ の $R_{+^{p}}/R$ への作用の基本領域を求めることに

帰着する。
そこで $R_{+^{p}}/R$ の代表系として次の (超)平面を考える。

$T=$ { $x\in R_{+^{p}}$ . tr $x=1$ }

これを Rl の方向から見ると下図のようになる。

ここに、 $\epsilon$ は戴次体の総正な基本単数、 $\eta_{1}$ ’ $\eta_{2}$ は総実な

$l$
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3次体のある種の基本単数系である。
これらの場合には前述の基本領域より簡単な Shintani

分解が見つかっている。戴次体の場合は、 $D_{T^{2}}=C(1)\cup$

$C(1, \epsilon_{+})$ であり [Shintani] 、 総実な 3次体の場合は、 $D_{T^{3}}=$

$C(1)\cup C(1$ , $\eta_{1})\cup C(1$ , $\eta_{2})\cup C(1$ , $\eta_{1},$ $\eta_{1}\eta_{2})$ 俺 $C(1$ , $\eta_{1}\eta_{2}$ ,

$\eta_{2})$ である [Nakamula] [Thomas-Vasquez]。

一方、 普通の $\log$ map .
$log$ . $R^{n}/Rarrow P\subset R^{n}$

$P=\{u={}^{t}(u^{(1)},\ldots,u^{(n)})\in R^{n} : u^{(1)}+\ldots+u^{(n)}=0\}$

が $\log(x)=$ ($\log$($x^{(1}$ )/’$\sqrt{}$X),...)log(x(n)/’$\sqrt{}$X))によって定
義される。 $E_{+}$ は $P$ に translation で作用する。

$e\in E_{+},$ $u\in Parrow u+\log e\in P$

E+の生成元を決めるとこの作用の基本平行四辺形 DPp が
取れる。総実な 3次体の場合に $D_{P}^{n}$ と $D_{T^{p}}$ の図を $P$ の中で

書くと下の様になり、 $\log D_{T^{3}}$ は $D_{P}^{3}$ の辺を少し変形し

た形になる。
$D_{P}^{3}$ $\log D_{T^{3}}$

2
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\S 1 Expectation.
前の節の観測を少し精密にして次のような期待をす

る。

期待 1.
$F$ を一般の総実な代数体とする。 $E_{+}$ の適当な生成元

$\eta_{1},\ldots,$ $\eta_{n-1}$ を選び、 対応する基本平行多面体

$D_{P^{n}}=\{s_{1}\log\eta_{1}+\ldots+s_{n-1}\log\eta_{n-1}.0\leq s_{i}<1\}$

をうまく分解して、

$D_{P^{n}}= \bigcup_{j\in J}S(\log\xi_{j.1} \log\xi_{j.r(j)})$

(但し、 $J$ は添え字の有限集合、 $r(j)$ は $j$ に依存するラ

ンクであり、 $\xi_{;,i}$ は $\{ \eta_{1}^{e_{1}}\ldots\eta_{n-1^{e_{n-1}}} : e_{i}=0,1\}$の元すな

わち $D_{P^{n}}$ の頂点である。 また$S(u_{1} , , u_{r})$ は $r=1$ ならば

$\{u_{1}\}$であり $r>1$ の場合は { $s_{1}u_{1}+\ldots+s_{r}u_{r}$ : $s_{1}+\ldots+s_{r}$

$=1,0<s_{i}<1\}$である。) とすると、

$D_{T^{n}}= \bigcup_{j\in J}C(\xi_{j,1} \xi_{j,r(j)})$

という形の Shintani 分解が取れるのではないか。

期待 2.
さらに、 上記の基本単数系として具体的に見つけるこ
とのできるような単数系があるのではないか。

これらのことを一般に証明する方法は見当もっかない
が、 3次体の場合はこの形になっている。 また、 4次体に
ついても特殊な場合にはこれらの期待が成り立っている

タ
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ようだ。
期御の基本単数系の選び方については 3次体まではあ
る種の最小性による特徴付けがあった。

1. Berwick の基本単数系
$\eta^{(1)}>1>\eta^{(2)},$ $\eta^{(3)}>0$ を満たす単数のうちが最小とな

るものを\eta 1とする。
同様に\eta (2) $>1>\eta^{(1)},$ $\eta^{(3)}>0$ を満たす単数から\eta 2を選

ぶ。
この単数系は 3次体の場合には基本単数系になっていて

Shintani 分解を作るために使えるが、 このような単数系
は高次体の場合にはありそうにない。

2. 簡約された基本単数系
基本単数系 $\eta_{1},\ldots,$ $\eta_{n-1}$ に対応する n- 1変数の 2次形式

$|_{x_{1}\log\eta_{1}+\ldots+x_{n- 1}\log\eta_{n- 1}}|$

が簡約されているとき $\eta_{1},\ldots,$ $\eta_{n-1}$を簡約された基本単数

系という。簡約された基本単数系は高次体にも存在し、
また 3次体と後述する一部の 4次体では Shintani 分解を作
るために使えるが一般の 4次体では使えない。

このような事情から Shintani 分解に使う基本単数系を
一般的に何らかの最小性で特徴付けるということはでき
ないと考えられる。

$J^{-}$
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\S 2 Results
以下に、 3次体とある種の 4次体の場合について得られ
た結果をあげる。

定理 1.
$F$ を総実な 3次体とする。 $F$の基本単数系 $\eta_{1},$ $\eta_{2}$ で

$\eta_{1}^{(1)}>\eta_{1}^{(2)}>\eta_{1}^{(3)}$ ; $\eta_{2}^{(1)}>\eta_{2}^{(3)}>\eta_{2}^{(2)}$

を満たすものが無限に多数存在する。 さらにこのような
$\eta_{1},$ $\eta_{2}$ に対して、

$D_{T^{3}}=\{t_{1}1+b^{\eta_{1}}+c_{3}\eta_{2}+c_{4}\eta_{1}\eta_{2} :t_{1}>0, \zeta, t_{3}, t_{4}\geq 0\}$

は凸な Shintani 分解である。

実巡\Psi n次体についてつぎのことが知られている。 $F$ を
実巡回 4次体とする。 $\sigma$ を $F$のガロワ群の生成元、 $\epsilon_{+}$ を $F$

に含まれる艶次体の総正な基本単数とすると、 ある単数
が $\eta$ 存在して $E_{+}$ は $\epsilon_{+},$ $\eta,$

$\eta^{\sigma}$ によって生成される。 $\eta$ は

中間体への相対ノルムが 1か $\epsilon_{+}$ になるように調節できる
が、 この相対ノルムが 1になるような体が存在する
$[Hasse]_{\text{。}}$ 相対ノルムが 1の場合 $\epsilon_{+},$ $\eta$

)

$\eta^{\sigma}$ は簡約された基

本単数系になる。相対ノルムが $\epsilon_{+}$ の場合もほとんどの場

合に $\epsilon_{+},$
$\eta$

)

$\eta^{\sigma}$ は簡約された基本単数系になる。 次の定理

は簡単な行列式の計算と符号の評価を使って Thomas-
Vasquez の方法によって証明できる。 このとき符号の評
価に相対ノルムが 1であるということを使うのでこの定
理は一般の巡回 4次体では成立しない。 また、 一般には簡
約された基本単数系を使って Shintani 分解を作ることは

と
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できない。

定理 2.
$F$ を実巡回 4次体とする。 $0$ を $F$ のガロワ群の生成元、

$\epsilon_{+}$ を $F$ に含まれる戴次体の総正な基本単数 s $\eta$ を $F$ の総

正な単数とする。 さらに、 $\eta$ の中間体への相対ノルムが
1であり、 $F$ の総正な単数の群 $E_{+}$ が $\epsilon_{+},$ $\eta$

)

$\eta^{o}$ によって

生成されていたと仮定する。 このとき $\epsilon_{+},$ $\eta$ を選びなお

して、 $\eta^{(1)}>\eta^{(2)}>\eta^{(3)}>\eta^{(4)},$ $\epsilon_{+}^{(1)}<\epsilon_{+}^{(2)}$ が成り立つよう

にする (但し、 $\sigma$ と (i) の関係は (\eta 0)0) $=\eta^{(i+1)}$)。このとき
次の Shintani 分解がある。

$D_{T^{4}}= C(1)\cup\bigcup_{j}C(1, \xi_{j})\cup\bigcup_{j}C(1, \epsilon_{+}\eta\eta^{o}, \xi_{j})$

$\cup U_{j}C(1, \xi_{j})\xi_{1^{+1}})\cup U_{j}C(1, \epsilon_{+}\eta\eta^{\sigma}, \xi_{j}, \xi_{1^{+1}})$ .

定粗の証明は前述の通りなので、 次に定理 1の証明を
述べる。 この定理の後半の部分の証明は Thomas-Vasquez
の結果の別証になっている。
まず前半は P 平面で考える。 $\xi_{1},$ $\xi_{2}$ を任意の基本単数系

とする。 但し、 適当に調節して $P$ のベクトル $c_{(2,- 1,- 1)}$

を 2本のベクトル $\log\xi_{1},$ $\log$ $\xi_{2}$ がはさむようにする (ベク

トル $r_{(2,- 1,- 1)}$ は直線 $x^{(2)}=x^{(3)}$ 上にあり $x^{(1)}>0$ の方向を
持つ)。 このとき正の定数 $c,$ $r_{1}$ があって等式 $c_{(2,- 1,- 1)=}$

$c\log\xi_{1}+cr_{1}\log\xi_{2}$が成り立つ。 この $\xi_{1}$
)

$\xi_{2}$ と $r_{1}$ から始めて

点列 $\xi_{i}$ と数列
$r_{i}$
を以下の式によって帰納的に定義する。

$\log\xi_{i+2}=\log\xi_{i}-[r_{j}]\log\xi_{j}+1’ r_{i}+1=1/(r_{i}-[r_{i}])_{\text{。}}$

$\gamma$
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の $\xi_{i}$の方向は $i$ を大きくすると’(2)-1, -1)の方向に近付い

てゆく。従って十分大きな $i$ について $\xi_{1}^{(1)}>\xi_{1}^{(2)},$ $\xi_{1}^{(3)}$

が成立する。 さらに、 $\log\xi_{i}$ と $\log\xi_{i}+1$は直線 $x^{(2)}=x^{(3)}$

の反対側にある (この直線の上に $bmog$ E+の元はない)の
で、 $\xi_{j},$ $\xi_{i+1}$の一方を $\eta_{1}$ 他方を $\eta_{2}$ として選んで不等式

$\eta_{1}^{(1)}>\eta_{1}^{(2)}>\eta_{1}^{(3)},\cdot\eta_{2}^{(1)}>\eta_{2}^{(3)}>\eta_{2}^{(2)}$を成立させること

ができる。
次に、 後半は $T$ 平面 (三角形)で考える。基本単数の取
り方は下図のようになっていて、 明らかに 4個の三角形

$(1, \eta_{2}, \eta_{1}),$ $(1, \eta_{1)}\eta_{2}^{-1}),$ $(1, \eta_{2}^{-1}, \eta_{1}^{-1}),$ $(1, \eta_{1}^{-1}, \eta_{2})$ は
同じ向きを持っている。 $E_{+}$ の作用が三角形の向き保存す

ることに注意すると、 三角欲 1, $\eta_{2)}\eta_{1}$ )) $(\eta_{2)}\eta_{1}\eta_{2},1))$

$(\eta_{1}\eta_{2)}\eta_{1}, \eta_{2}),$ $(\eta_{1},1, \eta 1\eta 2)$が同じ向きを持っていること
が分かり、 従って、 四角形 $(1, \eta_{2)}\eta_{1}\eta_{2}, \eta 1)$は凸である。

$\iota_{(1,0,0)}$ $t_{(0}1,0$ )

$d^{>}$
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そこで、 この四角形 O, $\eta_{2},$ $\eta_{1}\eta_{2)}\eta_{1}$ )を辺を含めて–D と

する。 集合$T_{0}=U$
$e\overline{D}$が $T$ 平面全体を覆うことを言

うためには $T_{0}$ が境界を持たなければよい。 $x$ を $T_{0}$ の境界
の点とする。 $\overline{D}$はコンパクトであり E+の作用は不連続な
ので$X$ の $e\overline{D}$が十分小さな近傍と交わるような $e\in E_{+}$ は有

限個しかない。故に $X$ はある $e\overline{D}$の境界上にある。 $E_{+}$の元
–

を掛けることにより $X$ が線分 1, $\eta_{1}$ または線分 1, $\eta_{2}$上にあ

り、 点 $\eta_{1},$ $\eta_{2}$ の何れでもないと仮定してよい。すると $x$

はユニオンー D $\cup\eta_{1}^{-1}\overline{D}\cup\eta_{2}^{-1}\overline{D}^{-}\cup\eta_{1}^{-1}\eta_{2}^{-1}\overline{D}$ の内部にな
ければならず、 これは xの取り方に反する。従って $T_{0}$ は

境界を持たない。すなわち、 $T= \bigcup_{e\in E_{+}}e\overline{D}$ である。

次にユニオン $U_{e\in E_{+}}.e\overline{D}$ のオーバーラップを調べる。

?



115

まず、 E+の中で\eta 2が生成する部分群を $<\eta_{2^{>}}$ と書き、 小さ

なユニオン俺 $e\overline{D}$ を見よう。 $T$ 平面に縁を付けて
$e\in<\eta_{2^{>}}$

$\overline{T}$ とする。 E+の作用は–Tまで拡張されて、 特に $\eta_{2}$の作用

は前ページの図の矢印のようになる。 ここで、 線分 (1,

$\eta_{1})$ を延長して $T$ の縁に交わらせ、 その交点を$A,$ $B$ とす

る。 辺を含む四角形 $(A, \eta_{2}^{-1}A, \eta_{2}^{-1}B, B)$ を $Q$ とすると $Q$

は $\eta_{2}^{-1}\overline{D}$ を含む。 また、 $\overline{T}=\cup$ $eQ$ であり、 重複
$e\in<\eta_{2^{>}}$

は線分 $(A, B)$ の $<\eta_{2^{>}}$による像に限られる。 故に、 ユニ

オン $U$ $e\overline{D}$ は図のように点 ${}^{t}(0,1,0)$ と ${}^{t}(1,0,0)$

$e\in<\eta_{2^{>}}$

を結ぶ帯状の領域でこのユニオンの中での重複は/\acute 隣り
合う’ 四角形 $e\overline{D}$ と $\eta_{2}^{-1}e\overline{D}$ が共有する線分 (e) $e\eta_{1}$ )のみ

である。 この帯を–Sとする。すると、 $\bigcup_{e\in E_{+}}e\overline{D}$ は$\overline{S}$を

使って $U$ $e\overline{S}$ と書ける。 この帯のユニオンの重複
$e\in<\eta_{1}>$

は\acute ’ 隣り合う” 帯の問の辺の共有に限られる。従って、
$\overline{D}$ から辺$($\eta 1’ $\eta_{1}\eta_{2})$ と $(\eta_{2}, \eta_{1}\eta_{2})$ 点 $\eta_{1},$ $\eta_{2}$ 及び $\eta_{1}\eta_{2}$を取り

去った集合を $D$ とすれば、
$\text{俺_{}e\in E_{+}}eD$

は disjoi-nt unionであ

る。 $D$ . を $R_{+^{B}}$ から$T=R^{n}/R$への射映で引き戻すと $D_{T^{3}}$ に

なり、 $D_{T^{3}}=C(1)\cup C(1, \eta_{1})\cup C(1, \eta_{2})\cup C(1, \eta_{1}, \eta_{1}\eta_{2})$

$\cup C(1, \eta_{1}\eta_{2}, \eta 2)$であるから、 $D_{T^{3}}$ は Shintani 分解であ

る。
[証明終]

プ\mbox{\boldmath $\sigma$}
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\S 3 Application
Shintani 分解の応用として $L$-関数の特殊値の公式があ
るがここでは、 特に総実な 3次体の総虚な 2次拡大の類数
公式をあげる。

$F$ を総実な 3次体とし、 簡単のため$F$ の類数は 1だとす
る。 $K$ を $F$ の総虚な 2次拡大とし、 $\chi$ を対応する指標、 $d$

をその導手とし、 $N_{K/F}$ を $K$ から $F$ への相対ノルム、 $H$ を
$K$ の類数、 $W_{K}$ を $K$ に含まれる 1の巾根の数、 $E_{F}$ と $E_{K}$ を
それぞれ $F$ と $K$ の単数群とし、 $E_{+}$ を $F$の総正な単数の
群とする。 また、 $B_{0},$ $B_{1},$ $B_{2},$ $B_{3}$ で Bernoulli 多項式をあ

らわす。 このとき $H$ は次の公式によって与えられる。

8 $W_{K}$

$H=$ $L$

$3[E_{F}. E_{+}][E_{F} N_{K/F}E_{K}]$

但し\mbox{\boldmath $\tau$}

$L=- \sum^{2}$
$\sum$

$\chi((x_{1}+x_{2}\eta_{j}+x_{3}\eta_{1}\eta_{2})d)G_{j}(x_{1}, x_{2}, x_{3})$

$j=1x\in R_{3,\dot{j}}$

$+ \sum^{2}$

$\sum$
$\chi((X_{1}^{+}X_{2}\eta_{j})d)F_{j}\varphi_{1},$ $X_{2}$)

$j=1\chi\in R_{2.j}$

$\sum\chi((z)d)B_{3}(z)$

$z\in R_{1}$

ここに、 多項式 $F_{\dot{J}}$ ) $G_{j}$ は次のように定義され、

$’/f$
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$G_{j}(x_{I}, x_{2)}x_{3})=[B_{3}(x_{1})tr\eta_{j}^{-1}\eta_{1}^{-1}\eta_{2}^{-1}$

$+B_{3}(x_{2})$ tr $\eta_{j}^{2}\eta_{1}^{-1}\eta_{2}^{-1}+B_{3}(x_{2})tr\eta_{j}^{-1}\eta_{1}^{2}\eta_{2}^{2}$

$+3B_{2}(x_{1})$ { $B_{1}(x_{2})$ tr $\eta_{1}^{-1}\eta_{2}^{-1}+B_{1}(x_{3})$ tr $\eta_{j}^{-1}$ }

$+3B_{2}(x_{2})$ { $B_{1}(x_{1})$ tr $\eta_{j}\eta_{1}^{-1}\eta_{2}^{-1}+B_{1}(x_{3})$ tr $\eta_{j}$ }

$+3B_{2}(x_{3})$ { $B_{1}(x_{1})$ tr $\eta_{j}^{-1}\eta_{1}\eta_{2}+B_{1}(x_{2})$ tr $\eta_{1}\eta_{2}$ }

$+9B_{1}(x_{1})B_{1}(x_{2})B_{1}(x_{3})]/6$

$F_{j^{(X_{1},X_{2})=[B_{2}(X_{1})tr\eta}}j^{1_{+B_{2}(X_{2})tr\eta_{j}+6B_{2}(J_{1}^{7})B_{2}(X_{1})]/2}}$

集合 R8は以下のように定義される。

$R_{1}=\{z\in[0_{1}1). z\in d^{-1}\}$ ,

$R_{2.j}=tx=(X_{1’}X_{2})\in[0,1)^{2}$ . $X_{1}^{+}X_{2}\eta_{j}\in d^{-1}$ }

$R_{3.j}=\{X=(x_{1)}x_{2},x_{3})\in[0,1)^{3}\cdot x_{1}+x_{2}\eta_{j}+x_{3}\eta_{1}\eta_{2}\in d^{-1}\}$
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