
152

Hilbert の既約性定理のある類似と代数体
の分布

防衛大 山村 健 (Ken Yamamura)

1 Introduction
$n$ を 3以上の自然数とする。 ここで、次のことを主張する。
(P) $n$ 次の有理整係数の monic多項式の最小分解体を取ると、それ

が $Q$ の $S_{n}$-拡大 (Galois 群が $n$次対称群 $S_{n}$に同型な Galois 拡大) で、そ
のただ 1つの 2 次部分体上不分岐であるようなものになる割合が大きい。

(F) $n$ 次代数体の Galois 閉包を取ると、上のような体となる割合
が大きい。

「割合」とは密度の意味で、(P) ではすべての係数の絶対値が一定値 $N$以下

の多項式全体に対する比率の ( $Narrow\infty$ としたときの) 極限であり、 (F)
では判別式の絶対値が一定値 $X$以下の体全体に対する比率の $(Xarrow\infty$

としたときの) 極限である。 また、「大きい」 というのは不明確な表現だ
が、予想としては、割合がそれぞれ ‘ (P) の場合は 0.5より・ (F) の場合
は 0.6より大きい。
この小文で、上の主張の根拠、背景について述べ、また主張の内容を

正確に formulate し、 $n=3$ の場合にはそれが証明されていることを報告
する。

2 The generic situation
(P) の多項式は、 $n$次一般多項式からその係数の parameter をすべて有

理整数でおきかえる特殊化によって生じる。「 $n$ 次の有理整係数の monic
多項式の最小分解体が $Q$ の $S_{n}$-拡大となる割合は 1である。」 というのが
Hilbert の既約性定理の定量化版を一般多項式に適用した特別な場合であ
る。 Hilbert の既約性定理は「特殊化による Galois 群の保存」を主張す
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るが、我々はさらに「不分岐性の保存」も考察しようというわけである。
まず、 generic situation を見直すことから始める。
さて、

$f(X, t)=X”+t_{1}X^{n-1}+\cdots+t_{n}$

を $n$ 次の一般多項式とし、特殊化

$t=(t_{1)}\cdots, t_{n})arrow a=(a_{1}, \cdots, a_{n})\in Z^{n}$

を考える。 したがって、 $f(X, t)$ は $k=Q(t_{1}, \cdots,t_{n})$ 上の多項式とみなす。
$f(X, t)$ の最小分解体を $K$ とおくと Y $Ga1(K/k)=S_{n}$である。$n$次交代群 $A_{n}$

に対応する体を $F$ とする。分岐について考えるために、 $O_{k}=Z[t_{1}, \cdots,t_{n}]$

とおき、 $O_{k}$の $K$および $F$における整閉包をそれぞれ $O_{K}$および $O_{F}$ とお

く。 このとき、次のことが容易にわかる。

定理 1. $O_{K}/O_{F}$はすべての高さ 1の素 idealで不分岐である。

我々はこれを 「 $A_{n}$-部分の不分岐性」 と呼び、 Galois 群に加えて、 こ

れの特殊化による保存について考察する。表題の「 Hilbert の既約性定理
のある類似」をはっきりさせるために、定理と類似を列挙しよう :
定理 (定量化版) :(密度の意味で) ほとんどすべての特殊化は $G$瓠 ois

群を保存する。
我々の類似 : 大きな割合の特殊化が Galois 群に加えて、 $A_{n}$-部分の不

分岐性を保存する。
定理 1は共役差積

$D(K/F)=O_{K}$ : {$\beta\in O_{K}|$ 任意の $\alpha\in O_{K}$に対して、$T_{IC/F}(\alpha\beta)\in O_{F}$ }

を用いると、簡単に $D(K/\Gamma’)=O_{K}$ と表わされる。

$A_{n}(_{F=k(\sqrt{D})}^{K}||$

$0_{F}||$

不分岐

$3_{R}\downarrow_{D}^{A}$大

$tarrow a:$

.
$F(a||$

不分岐

$O_{K}=Z[\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n}]$ $K(a)$

$k=Q(t_{1}, \cdots,t_{\mathfrak{n}})$ $O_{k}=Z[t_{1}, \cdots, t_{n}]$ $Q$
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3 Preliminaries
この節では、 $f(X)$ を $Z$上の monic既約多項式、 $K$をその最小分解体、

$F=\dot{Q}(\sqrt{D})$ ( $D$は $f(X)$ の判別式) とし、 $K/F$が (すべての有限素点
で) 不分岐となるための条件について述べる。 (以下、無限素点の分岐は
考えない。) そのためにまず、 $p$ を素数とし、

(ur,p) $K/F$は $p$上のすべての素点で不分岐
となるための十分条件を列挙する :

(i) $f(X)mod p$ は重根を持たないか、または、ただ 1 っの重根を持ち、
その重複度は 2 。

$(\ddot{u})f(X)mod p$ と $f’(X)mod p$ の最大公約数の次数は高々 1 。

(iii) $p^{2}\sqrt{}’D$ .

(iv) $p\parallel D$ .

容易にわかるように

$(i)\Rightarrow(iii)\Rightarrow(ii)\Rightarrow(i)\Rightarrow(ur,p)$

である。ここで・注意すべきことは・これらの条件はすべて$f(X)$ の係数の
$mod p$罧に関する合同条件であることである。 これらをまとめると次の
定理が得られる :

定理 2. 次の条件 (1) $-(4)$ のうちの 1つが成り立てぱ、 $K$は $F$上不分
岐な ( $D(K/F)=O_{K}$なる) $Q$ の $S_{n}$拡大である。

(1) すべての素数 $p$ に対して Y (i) が成立。

(2) $(D, R_{1})=1$ .

(3) $D$は squarefree.

(4) Dは素数。

(2) で、 $R_{1}$は $f(X)$ と $f’(X)$ の終結式 (行列式) の (最後の 2行 2列を除
いて得られる行列の) 小行列式である。
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注意. 不分岐性に関する条件がすべての素数 $P$ に対して満たされると、同
時に ‘ $Gal(K/Q)=S_{n}$がしたがう。定理の条件 (2) および (3) はそれぞ
れ、すべての素数 $p$ に対して、 (ii) および (iii) が成立するということと同
値である。既約多項式の判別式は必ずある素数 p で割れるので、すべて
の素数 $p$ に対して、 (iv) が成立することはない。

上の定理に対応して、 $n$ 次体の Galois閉包を取ったとき、上のような
$Q$ の $S_{n}$-拡大が生じるための条件については、次が成り立つ :

定理 3. $E$を $n$ 次体とし、 $D$をその判別式とする。 このとき、次の条
件 $(a)-(c)$ のうちの 1つが成り立てば、 $E$の Galois閉包はその 2次部分体
上不分岐な $Q$ の $S_{n}$-拡大である。

(a) すべての素数 $p$ に対して、 $p$ は $E$で不分岐であるか、 または、 ただ

1つの分岐素因子を持ち、その分岐指数は 2で、剰余次数は 1 。

(b) $D$は squarefree.

(c) Dは素数。

.4 The rate of the preservation of the un-
ramffiedness of the $A_{n}$-part

主張 (P) の「割合」を formulate するために・ まず、 $n$ 次の有理整係
数 monic多項式 $f(X, a)$ を $a$と同一視することにより 、

$Z^{n}$の元とみなし・
$Z^{n}$の部分集合 $\mathcal{A}$ に対して、密度\delta (A) を次のように定義する。

$\delta(A)=\lim_{Narrow\infty}\frac{\#\mathcal{A}(N)}{\#Z^{n}(N)}$,

ただし、
$\mathcal{A}(N)=\{a=(a_{1}, \cdots, a_{n})\in A||a;|\leq N\}$.

さて\mbox{\boldmath $\tau$} $Z^{n}$の部分集合 $A_{S_{n}}$をつぎのように定義する :

$\mathcal{A}_{S_{n}}=\{a\in Z^{n}|G(a)=S_{n}\}$.

ここで、 $G(a)$ は $f(X, a)$ の Galois 群を表わす。 このとき、 Hi.lbert の既
約性定理は簡単に ‘ $\delta(\mathcal{A}_{S_{n}})=1$ と表現できる。 したがって、密度を考え
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るとき、 $G(a)\neq S_{n}$なる多項式は neglect してよい。我々が・考察の対象
とするのは以下の部分集合である :

$\mathcal{A}_{ur,n}=$ { $a\in \mathcal{A}_{S_{n}}|K(a)/F(a)$ は不分岐},

$\mathcal{A}_{i,n}=$ {$a\in As_{n}|f(X,$ $a)$ は定理の条件 (i) をみたす} $(1 \leqq i\leqq 4)$ .
ここで・ $K(a)$ は $f(X, a)$ の最小分解体・ $F(a)=Q(\sqrt{D(a)}),$ $D(a)$ は

$f(X, a)$ の判別式である。

主要課題. 各 $\mathcal{A}_{*,n}$は密度を持つか ? もし持つなら、それを求めよ。

この問題を考えるために・ $A_{*,n}(*\neq 4)$ の各元の条件を素数 $p$ に限定
したものを A*(pl)で表わす。 このとき・次が成り立つ。

命題. 任意の素数 $p$ に対して、 $\mathcal{A}_{j^{p_{n}}}^{()}(i=1,2,3)$ は密度を持ち・

$\delta(A_{1_{1},n}^{(p)})$
$=$ $\frac{z_{n}(p)+u_{n}^{(1)}(p)}{p^{n}}=1-\frac{2p^{n-2}+(-1)^{n}(p-1)}{p^{\mathfrak{n}-1}(p+1)}$ ,

$\delta(A_{2,n}^{(2)})$ $=$ $\delta(\mathcal{A}_{3,\mathfrak{n}}^{(2)})=\frac{z_{n}(2)}{2^{n}}=\frac{1}{2}$ ,

$\delta(A_{2,n}^{(p)})$ $=$ $\delta(A_{1,n}^{(p)})(p\neq 2)$ ,

$\delta(\mathcal{A}_{3,n}^{(p)})$ $=$ $\frac{z_{n}(p)+u_{n}^{(1)}(p)(1-p^{-1})}{p^{n}}$

$=$ $1- \frac{3p^{n-1}-p^{n-2}+(-1)^{n}(p-1)}{p^{n-1}(p+1)}(p\neq 2)$ .

ここで、 $z_{n}(p),$ $k$ よび、 $u_{n}^{(1)}(p)$ は $F_{p}$上の $n$ 次 monic多項式のうち重根を
持たないものの個数、および、 ただ 1つの重根を持ち、 その重複度が 2
であるものの個数を表わす :

編 $(p)$ $=p^{n}-p^{n-1}$ ,

$u_{n}^{(1)}(p)$ $=$ $\frac{p^{n}-p^{n-1}+(-1)^{n-1}(p^{2}-p)}{p+1}$

予想 1. $\mathcal{A}_{ur}^{(p)_{n}}$. は密度を持ち、その密度\delta (A(u詠) は $p$ の有理式となる。$\mathcal{A}_{ur,n}$

および $A_{j},n(i=1,2,3,4)$ は密度を持ち、 その密度\delta (A,\sim (*\neq 4) はすべ
ての素数 $p$ にわたる $\delta(\mathcal{A}_{*,n}^{(p)})$ の積となる :

$\delta(A_{*,n})=\prod_{p}\delta(A_{*,n}^{(p)})(*\neq 4)$ .
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また、
$\delta(\mathcal{A}_{4,n})=0$ .

上の予想で、 $\delta(\mathcal{A}_{*,n})$ が $\delta(\mathcal{A}_{*,n}^{(p)})$ の積になるという根拠は、前節で述べ
た不分岐性のための条件が係数に関する $mod p$罧に関する合同条件で、
したがって、異なる $p$ に対しては独立であるということによる。これは、
自然数の分布、例えば、 squarefree $k$ 自然数の集合 $S_{f}$の密度が

$\lim_{narrow\infty}\frac{\# S_{f}(n)}{n}=\prod_{p}(1-\frac{1}{p^{2}})(S_{f}(n)=\{m\in S_{f}|m\leqq n\})$

のような Euler 積になることの類似の高次元版とみなすと理解しやすい
であろう。

予想 1の大部分が $n=3$ の場合は正しいことが証明された :

定理 4. $\mathcal{A}_{ur}^{(p)_{3}},\mathcal{A}_{ur,3},$ $A_{1,3},$ $\mathcal{A}_{2,3}$ は密度を持ち、

$\delta(\mathcal{A}_{ur}^{(p)_{3}},)=1-\frac{p^{2}+1}{p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1}$,

$\delta(\mathcal{A}_{ur,3})=\prod_{p}\delta(\mathcal{A}_{ur}^{(p)_{3}})=0.7059\cdots$ ,

$\delta(A_{1,3})=\prod_{p}\delta(A_{1_{l}3}^{(p)})=\prod_{p}(1-\frac{1}{p^{2}})=\frac{6}{\pi^{2}}=0.6079\cdots$ ,

$\delta(\mathcal{A}_{2,3})=\prod_{p}\delta(\mathcal{A}_{2,3}^{(p)})=\frac{4}{\pi^{2}}=0.4052\cdots$ .

定理の証明は誤差項の初等的な評価による。その際、判別式の性質、
および素数定理を用いた。

また Y Ekedahl氏は東大における 11月のセミナーで、 $A_{1,n}$に関する
予想が一般の $n$ に対して正しいことを証明したと発表した

定理. (T.Ekedahl) すべての $n\geqq 3$ に対して、

$\delta(\mathcal{A}_{1,n})=\prod_{p}\delta(A_{1,n}^{(p)})$ .

残念ながら、彼は証明については触れなかったので、筆者は個人的に
彼から聞いた idea の一部を頼りに、 $n=4$ の場合しかこれを確認できな
かった。

6



158

さて, 予想が正しいと仮定して、 $\delta(\mathcal{A}_{ur,n})$ はどれくらい大きいのであ
ろうか ? $\delta(A_{ur}^{(p)_{n}},)$ の大きさについては、次が成り立つ :

命題. $4$ 以上の任意の自然数 $n$ と任意の素数 $p$ に対して、

$\underline{\delta}(\mathcal{A}_{ur.n}^{(p)})=\lim_{Narrow}\inf_{\infty}\frac{\# A_{ur,n}^{(p)}(N)}{\#Z^{n}(N)}>L_{n,p}$

なる explicit に定まる $p$ の有理式 $L_{n,p}$が存在して・

$L_{n}= \prod_{p}L_{n,p}>0.51$

が成り立つ。 また、極限

$L_{\infty}= \lim_{narrow\infty}L_{n}=0.5172\cdots$

が存在し、 しかも任意の $n\geqq 4$ に対して

$|L_{n}-L_{\infty}|<0.01$

が成り立つ。

注意. この命題から、任意の $n$ に対して、

$\delta(\mathcal{A}_{ur,n})>0.5$

である、 したがって、 (極限的には) 少なくとも半分の特殊化が $A_{n}$-部分
の不分岐性を保存すると期待される。また、上からの評価については、か
なりあらい評価で、

$\overline{\delta}(A_{ur}^{(p)_{n}})=\lim_{Narrow}\sup_{\infty}\frac{\#\mathcal{A}_{ur}^{(p)_{n}},(N)}{\#Z^{n}(N)}<U_{n,p}<L_{n,p}+\frac{1}{p^{2}(p+1)}$

なる explicit に定まる $p$ の有理式 $U_{n,p}$が存在して、

$U_{n}= \prod_{p}U_{n,p}<0.6051$

が成り立つ。 また、. 極限

$U_{\infty}= \lim_{narrow\infty}U_{\mathfrak{n}}=0.5908\cdots$

が存在し、 しかも任意の $n\geqq 5$ に対して

$|U_{n}-U_{\infty}|<0.01$

が成り立つ。 これらのことから、 ほとんどすべての $n$ について、
$6(\mathcal{A}_{ur,n})$ の値はほとんど同じではないかと思われる。
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5The distribution of algebraic number fields
さて、主張 (P) を formulate しよう。 $(r, s)$ を $r+2s=n$ なる負でない

有理整数の組とし・ $\mathcal{F}(X)$ で実素点の個数が $r$で・虚素点の個数が $s$ の $n$

次体で、その判別式の絶対値が X以下のものの共役類全体を表わす。 こ

のとき、

$N_{(r,*)}(X)=\#\mathcal{F}(X)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT},,(r,,)(X)=\#\{\{E\}\in \mathcal{F}(X)|E$の Galois閉包が $Q$ の $S_{n^{-}}$

拡大でその 2次部分体上不分岐}

$N_{sf,(r.s)}(X)=\#${ $\{E\}\in \mathcal{F}(X)|E$ の判別式は squarefree}

$N_{pr,(r,s)}(X)=\#${ $\{E\}\in \mathcal{F}(X)|E$の判別式は素数}

とおく。

予想 2. 各 $(r, s)$ に対して、極限

$\rho_{*,(r,s)}=\lim_{Xarrow\infty}\frac{N_{*\prime(r,s)}(X)}{N_{(r,s)}(X)}$

が存在して、その値は ( $n$ が一定のとき) $(r, s)$ のえらびかたによらない。

また、
$1>\rho_{ur,(r,s)}>\rho_{sf,(r,s)}>\rho_{pr,(r,s)}=0$ .

Davenport と Heilbronn による 3次体の分布に関する結果を使うとこ
の予想が $n=3$ の場合はおおむね正しいととが証明される :

定理 5.

$\rho_{ur,(3,0)}=\rho_{ur,(1,1)}=\frac{\zeta(3)}{\zeta(2)}=0.7307\cdots$ ,

$\rho_{sf,(3,0)}=\rho_{sf,(1,1)}=\frac{2\zeta(3)}{3\zeta(2)}=0.4801\cdots$ .

ここで s $\zeta(s)$ は Riemann zetaである o

さて、一般の $n$ について・ $\rho_{ur,(r,s)},\rho_{sf,(r,s)}$はどれくらい大きいのであ
ろうか ? 代数体の分布に関する次の conjectural asymptotic law

$\#${$E(\subset C)|[E:Q]=n,$ $E$の判別式の絶対値 $\leqq x$ } $\sim\frac{X}{\zeta(n)}$
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(これは $n=2$ および、 $n=3$ のとき正しい。 ここでは、共役な体は別な
ものとして数えていることに注意。) を説明する heuristic principle と同
じ idea から次のことが期待される :

$\rho_{ur,(r,s)}\geqq\frac{\prod_{p}(1+p^{-1})}{\prod_{p}(1+p-1+\cdots+p-(n-1))}=\frac{\zeta(n)}{\zeta(2)}>\frac{1}{\zeta(2)}=\frac{6}{\pi^{2}}=0.6079\cdots$ ,

$\rho_{f,(r,s)}\geqq\frac{1}{1+2^{-1}}\cdot\frac{\prod_{p}(1+p^{-1})}{\prod_{p}(1+p^{-1}+\cdots+p^{-(n-1)})}=\frac{2\zeta(n)}{3\zeta(2)}>\frac{4}{\pi^{2}}=0.4052\cdots$ .

これらのもとになる idea は、 次のようである。 $E$を $n$ 次体とし、 その判
別式を $D$とする。 まず、 $p>n$ ならば、

$p^{0},p^{1},$ $\cdots,p^{n-1}||D$

のいずれかである。 しかも、 それぞれそうなる頻度は均等であると思わ
れる。 $p\leqq n$ のときも 「平均的」 には (つまり $E$が動くとき)、 これと同

等のことが成り立つとみなせる。つまり、代数体の判別式は、平均的に
は、各素数について、上のように均等に分布していると考えられる。 し

たがって、判別式の絶対値が一定数以下の $n$ 次体の個数を数える数列の
母関数は平均的には

$\prod_{p}(1+p^{-s}+\cdots+p^{-(n-1)s})$

であると考えられる。 これから、上の asymptotic law がしたがう。また、
$E$が 3節の定理 3の条件 (a) をみたす $n$ 次体を動くときは、$p>n$ なら
ば、 $p^{0}||D$ , または $p^{1}||D$ であるから、上と同様な考え方により、 $\rho_{ur,(r,s)}$

についての不等式がしたがう。
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