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シ ロ1 シロ ー およびフロベニウス型合同式

$G$ は有限群、 $P$ は素数とする。群論の創世期からある古い問題として次のふたっがある。

シロー型の問題 : 有限群における、与えられた型の部分群の個数に関する合同式。

フロベニウス型の問題: 有限群上の方程式の解の個数に関する合同式。

これらは、今から 50年以上前、盛んに研究されていた。いくっか例をあげておこう。

Sylow(1872): $G$ のシロー p-部分群の個数について、

$|Sy1_{p}(G)|\equiv 1$ mod $gcd(n, |G|)$

シローが 1872年という古い時期にこの定理を得ているのは驚きである。 シロー (1832-1918)

はノルウェーの数学者で、その業績とエピソードにっいては伊藤昇先生の記事 [It 89] がある。 こ

の定理の拡張フロベニウスにより得られている。

Frobenius (1895): $P^{i}$が $G$ の位数を割り切るなら、位数 $P^{i}$ の $G$ の部分群の個数は $p$ を法として

1に合同である。

次は、 フロベニウス型問題に対する、最初の成果である。

Frobenius (1903): 自然数 $n$ に対し、

$\#\{x\in G|x^{n}=1\}\equiv 0$ mod $gcd(n, |G|)$

さらに次のような結果がある。 $P$を $G$ のシロー $p$-部分群とし、$P^{l}$ $:=|P|=|G|_{p}$ と置く。

P.Ha11(19$5): $P$が巡回群なら、$0\leq i\leq l$に対し、

$\#\{H\leq G||H|=p^{*}\}\equiv 1$ $mod p^{t-:+1}$ .
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A.Kulakoff (1931) $+P.Hal1(1935):p\neq 2$ で $P$ が巡回群でないなら、$0<i<l$ に対し、

$\#\{H\leq G||H|=p^{:}\}\equiv 1+p$ $mod p^{2}$ .

G.A.Miller (1904): $p\neq 2$ で $P$ が巡回群でないなら、 $2\leq i<l$ に対し、

#{位数 $p^{1}$ の巡回部分群}\equiv 0 $mod p$ .

A.Kulakoff (1931): $p\neq 2$ で、 $G$ が位数 p\iota の非巡回群ならば、$0<i<l$ に対し、

$\#\{x\in G|x^{p^{i}}=1\}\equiv 0$ $mod p^{i+1}$

ホールの論文 [Ha 35] は、 この方面における頂点をきわめたものである。 この論文以降研究は
下火になる。ホールのこの論文 (結果は複雑で、証明も難解) があったことと、有限群論の研究者
の関心が他 (表現論、単純群の分類) に移ったことが理由と思う。

2. ブラウンのホモロジー論的シロ ー の定理

ホールの論文から 40年たって、ブラウンの定理が現われる。

K.Brown (1975): $S_{p}$ を $G$ の nontrivial な p-部分群の成す半順序集合とする。このときそのオ
イラー標数に関して

$\chi(S_{p})\equiv 1$ mod $|G|_{p}$ .

らの位相幾何的性質にっいては DQuillen の論文 [Qu 78] に詳しい。有限順序集合 $S$ のオイラー標数
$\chi(S)$ とは、対応する順序複体 (全順序部分集合の成す単体的複体) のオイラー標数であり、順序集
合のメビウス関数を使って表現できる:

$\chi(S)$
$:= \sum_{x.y\in S}\mu(x,y)$

ここでメビウス関数 $\mu$ : $SxSarrow Z$ は、次の等式を満たすものとして一意的に定義される。

$\mu(x, x)=1;\mu(x, y)=0$ if $x\not\leq y$ ;

$\sum_{y\leq z}\mu(x, y)=\sum_{y\geq x}\mu(y, z)=\delta_{x,z}$
, $x\leq z$ .

したがって、ブラウンの定理は、部分群束のメビウス関数に関する合同式を与える。

有限群のバーンサイド環の理論 (特にべき等元公式とコーシー. フロベニウスの定理) を使う
と、 3種類の合同式 (シロー、フロベニウス、 ブラウンのもの) は、容易に証明できる。 [Wa 80],
[Gl 81], [Yo 83], [DSY $??$] 参照。
か部分群全体でなくても、その部分順序集合のオイラー標数あるいはメビウス関数にっいても

合同式が得られる。例えば [BT 88] がある。 ここではバーンサイド環の理論は使われていない。
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また [Yo 90] では、部分群の族に関する一般バーンサイ ド環を導入し、それを用いて合同式を得
ている。

3. 新しいフロペニウス型合同式

$C_{n}$ を位数 $n$ の巡回群、 $G$ を有限群とする。 このとき (標準的でない) 全単射

$Hom(C_{n}, G)arrow^{\underline\simeq}\{x\in G|x^{n}=1\}$

がある。対応は、 $C_{n}$ の生成元 $a$ をーっ持ってきて、 $\lambdarightarrow\lambda(a)$ で与えられる。 したがってフロ
ベニウスの定理 (1903) は、

$|Hom(C_{n}, G)|\equiv 0$ mod $gcd(n, |G|)$

と書き換えられる。また群上の方程式の解の個数に関するフロベニウス型の問題も、次のように
書き換えられる。

改訂版フロベニウス型問題 : ふたつの群 $A,$ $G$ の間の準同型の個数 $|Hom(A, G)|$ の満たす合同式。

群の準同型の個数を扱った論文はきわめて少ない ([So 69]) 。しかし群上の方程式の解の個数
に関する結果はたくさんあり、それらは準同型の個数を用いて書き直せる。例えば、 ホールは [Ha
35] の中で、本質的には次の合同式を証明している。

P.Hall (1935): $A$ を (有限または無限) 群、 $B\leq A$ 、 $x\in A$ で $A=\langle B, x\rangle$ なるものとし、
$\mu$ : $Barrow G$ を有限群 $G$ への準同型とする。 このとき

$\#\{\lambda : Aarrow G|\lambda_{|B}=\mu\}\equiv 0$ mod $gcd(|C_{G}(\mu(B))|, |A/[A, A]B|)$ .

ここで $[A, A]$ は交換子群、 $C_{G}$ は中心化群を表わす。

P.Hall (1935): $P$ を $G$ のシロー p-群、 $C_{p^{f}}$ を基本可換新群とする。 このとき、 $r\geq 1$ に対し、

$|Hom(C_{p}‘, G)|\equiv 0$ $mod p^{m}$

ここで

$p^{m}$ $;=\{\begin{array}{l}(P\cdot.\Omega_{1}(P))Pi\grave{\grave{>}}j\mathbb{E}\text{則}p- \text{群のとき}p^{p-I}k\emptyset\dagger\#\end{array}$

(正則 $p$-群の定義は [Hu 67] 参照 $\circ$ )

そのほかにも次のような合同式もある $([Yo??])$ 。

T.Yoshida (19??): 有限アーベル群 $A$ と有限群 $G$ に対し、

$|Hom(A, G)|\equiv 0$ mod $gcd(|A|, |G|)$ .

この定理は、 フロベニウスの定理を真似て証明されるので、フロベニウスがこの定理を見つ
け、証明していたとしてもおかしくない。したがって、 これが新しい定理であるとはきわめて疑わ

しい。 しかし 100年以上前からの文献をかなり調べても発見できなかった。 ホールは知らなかっ
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た。1940年から 1970年までの有限群論のレビュー (Gorenstein が編集したもの) にも出ていない。
そもそもふたっの有限群の間の準同型の個数に関する文献が皆無といってよいほど見あたらない。
まったく不思議な話である。
またこの定理が最終型であるとも思えない。実際、上であげたホールのふたつの結果を含まな

い。証明が間違っている可能性もあると思い、特別の場合に別証明を与えた。 まず、 $A$ が基本可
換 p-群 $C_{p^{r}}$ の場合は、前節で述べたブラウンのホモロジー論的シローの定理に同値である ! これ
にっいては後で述べる。また $A$ が任意のアーベル群で、$G$ が対象群 $S_{n}$ の場合、指数関数型母関
数を考えることによって、また別の証明ができる。 –っの問題は上の定理をバーンサイ ド環の理
論を使って証明することである。準同型の個数についてはまだまだやることが残っている。

4. シロー数とフロベニウス数

ここからが本題である。一般に、有限群 $G$ におけるあるタイプの部分群の個数をシロー数と
呼び、 $G$ 上の方程式の解の個数をフロベニウス数と呼ぼう。以下では、次のようなシロー数とフ
ロベニウス数を考える :

$s(A, G)$ $:=$ $\#\{H\leq G|H\cong A\}$

$h(A, G)$ $;=$ $|Hom(A, G)|$ .

$A,$ $G$ は無限群でもかまわない。問題はシロー数とフロベニウス数の関係である。 $A$ が巡回群の場
合から見て行こう。

$C_{n}$ を位数 $n$ の巡回群、 $G$ を有限群 (または以下の $h_{n},$ $s_{n}$ が任意の $n$ に対し有限であるような
群) とし、

$h_{n}$ $;=$ $h(C_{n}, G)=\#\{x\in G|x^{n}=1\}$

$s_{n}$ $;=$ $s(C_{n}, G)=\#\{H\leq G|H\cong C_{n}\}$

と置く。 このとき、次の等式が容易に証明できる。

$h_{n}= \sum\varphi(r)s_{r}$ , $n\geq 1$ .
$r|n$

ここで\varphi (r) はオイラーの関数 ( $\varphi(r)$ は $C_{r}$ の生成元の個数に等しい) 。 この等式は、 シロー型およ
びフロベニウス型のゼータ関数を導入すれば、簡潔な形で表現できる :

$S_{G}^{cyc}(z)$ $;=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\varphi(n)s_{n}}{n^{z}}=\sum_{g\in G}\frac{1}{|g|^{z}}$,

$H_{G}^{cyc}(z)$ $;=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\frac{h_{n}}{n^{z}}$ .

このとき、

$H_{G}^{cyc}(z)=\zeta(z)S_{G}^{cyc}(z)$

ここで $\zeta(z)$ はリーマンのゼータ関数である。
また次のように円分恒等式の形にも書ける。
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$\prod_{n=1}^{\infty}(\frac{1}{1-t^{n}})^{t\{\epsilon G||g|=n\}ln}9=\exp(\sum_{n=1}^{\infty}\frac{h_{n}}{n}t^{n})$

以上の議論を巡回群以外の場合に拡張したい。

問題 : シロー数とフロベニウス数の関係を見出し、それをなんらかの母関数間の恒等式として表
現せよ。

5. Hom-set 行列の LDU-分解と反転公式

有限群 $A,$ $B$ に対し、

$h(A, B)$ $:=$ $|Hom(A, B)|$

$s(A, B)$ $:=$ $\#\{A’\leq B|A’\underline{\simeq}A\}$

$d(A, B)$ $:=$ $\{\begin{array}{l}|AutA|ifA\cong B0else\end{array}$

$q(A, B)$ $:=$ $\#\{A’\underline{\triangleleft}A|A/A’\cong B\}$

と置く。 これらの数から、有限群の同型類を添字として持っ 4 っの行列 $H,$ $S,$ $D,$ $Q$ を次のように
定義する :

ff $:=(h(A, B))_{A,B}$ , $S$ $:=(s(A, B))_{A,B}$

$D:=(d(A, B))_{A,B}$ , $Q:=(q(A, B))_{A,B}$ .

これらの行列にっいて、理論の鍵となる次の関係がある。

補題 (LDU-分解) : $H=QDS$

同じことだが、有限群 $A,$ $G$ に対し、

$h(A, G)= \sum_{B}\#\{A’\underline{\triangleleft}A’|A/A’\cong B\}\cdot|AutA|s(B, G)$

ここで和は、 ($A$ の剰余群に同型な) 有限群の同型類上の和である。

証明は群の準同型定理から容易に得られる。有限群を位数の小さい順に並べると、 $Q$ は下 3角
行列になり、 $S$ は上 3角行列になる。さらに $D$ は対角行列である。 したがってこの補題は、行列

の数値計算でおなじみの LDU-分解を意味する。

簡単な応用として、米田の補題の強化版がある :

$h(A_{1}, G)=h(A_{2}, G)\forall G$ $\Rightarrow$ $A_{1}\cong A_{2}$

$h(A, G_{1})=h(A, G_{2})\forall A$ $\Rightarrow$ $G_{1}\cong G_{2}$

ここで $A_{1},$ $A_{2},$ $A,$ $G_{1},$ $G_{2},$ $G$ は有限群である。
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さて上の補題から、$S=D^{-1}Q^{-1}H$ となるが、 $Q^{-1}$ の成分をメビウス関数を用いて表わすこ
とができる。

反転公式 : $s(A, G)= \frac{1}{|AutA|}\sum_{B\underline{\triangleleft}A}\mu_{A}^{n}(1, B)h(A/B, G)$

ここで $\mu_{A}^{n}$ は、 $A$ の正規部分群のなす順序集合のメビウス関数である。

このメビウス関数の値は次の補題を用いて容易に計算できる。

補題 : $A$ を有限群、 $B$ をその正規部分群とする。 このとき

(1) $\mu_{A}^{n}(1, B)\neq 0$ なら, $B$ は、 $A$ のいくっかの極小正規部分群の直積 (したがって、単純群の直
積に同型) である。
(2) $B=Z(B)xB_{1}x\cdots xB_{r\text{、}}$ ここで $B$; は $A$ の極小正規部分群、 なら

$\mu_{A}^{n}(1, B)=(-1)^{r}\mu_{A}^{n}(1, Z(B))$

(3) $B$ が $A$ のいくつかの可換な極小正規部分群の直積だとする。 $A$ の内部自己同型により、$B$ を

半単純 A-加群と見なす。$B=B_{1}x\cdots xB_{k}$ を等質分解、すなわち各 $B$: は $A$ の正規部分群でル
既約成分は互いに同型、 さらに $i\neq j$ の時、 $B$; と $B_{j}$ の既役成分は $A$-同型でないとする。 この
とき

$\mu_{A}^{n}(1, B)=\prod_{1=1}^{k}\mu_{A}^{n}(1, B_{i})$

(4) $p$ を素数、 $V$ を既役 $F_{p}A-$加群、$q:=|End(V)|$ とする。 $A$ の可換正規部分群 $B$ が、A-加群と
して $rV$ ( $V$ の $r$個の直和) に同型とする。 このとき

$\mu_{A}^{n}(1, B)=(-1)^{n}q^{()}2r$

(5) $A$ を P-群、 $B$ をその正規部分群とする。 このとき

$\mu_{A}^{n}(1, B)=\{\begin{array}{l}(-1)^{\tau}p^{()}2^{\Gamma}ifC_{p^{f}}\cong B\leq\Omega_{1}(Z(A))0ifB\not\leq\Omega_{1}(Z(A))\end{array}$

ここで $\Omega_{1}(Z(A));=\langle x\in Z(A)|x^{p}=1$ } である。

例: 簡単のため、

$h_{ij}\ldots$ $;=h(C_{p^{*}}\cdot xC_{p^{j}}x ..., G)$

$S|j\cdots$ $:=s(C_{p^{i}}xC_{p^{j}}x\cdots, G)$

と置く。 このとき LDU-分解と反転公式は次の形を取る。

$h_{1}$ $=$ $1+(p-1)s_{1}$

$h_{2}$ $=$ $1+(p-1)s_{1}+(p^{2}-p)s_{2}$

$h_{11}$ $=$ $1+(p-1)s_{1}+(p^{2}-1)(p^{2}-p)s_{11}$
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$(p-1)s_{1}$ $=$ $h_{1}-1$

$(p^{2}-p)s_{2}$ $=$ $h_{2}-h_{1}$

$(p^{2}-1)(p^{2}-p)s_{11}$ $=$ $h_{11}-(p+1)h_{1}+p$

これらを使うと、次のフロベニウス型合同式

$h_{1}\equiv 0$ $(mod p)$ , $h_{2}\equiv h_{11}\equiv 0$ $(mod p^{2})$

からシロー型合同式
$s_{1}\equiv 1$ $(mod p)$ , $s_{2}+s_{11}\equiv 1$ $(mod p)$ .

が得られる。 しかしながら、 位数 $p^{3}$ 以上の群については、同様の議論をしても、 フロベニウス

型合同式からシロー型合同式は得られない。 シロー型合同式は、一般にはフロベニウス型よりも
う一段高い $P$ のべきを法とした合同式である。

6. シロー型ゼータ関数 (一般論)

前節のフロベニウス数とシロー数との関係を、適当な母関数によって表現したい。$A$ を有限群
の同型類から成る (有限または無限の) クラス、

$w:A/\congarrow R$

を重み関数、 ここで $R$ は適当な可換位相環である。
シロー型ゼータ関数を次のように定義する。

$S_{w}$

$:= \sum_{A\in A}s(A, G)w(|A|)$

’

ここで $\sum’$ は同型類の完全代表系についての和を意味する。注: 以下では主に $A$ がべき零群から

成る場合を考える。この場合、普通は重み関数として $w(A)=f(|A|)/|A|^{z}$ を取り、 $R$ としてディ

リクレ級数環を取る。指数関数型の母関数にっいては最後に簡単に触れる。

反転公式により、

$S_{w}= \sum_{A\in A}\frac{w(A)}{|AutA|}’\sum_{\underline{\simeq}A/c}’\mu_{A}^{n}(1, B)h(C, G)cB_{\frac{\sum_{\triangleleft}}{B}}A$

最後の和記号を、群の拡大の言葉で書き換えることができる。特別の場合だけ定理として書いて
おこう :

定理 : 任意の $A\in A$ がべき零群で、重み関数が位数だけで決まる ( $w(A)$ を $w(|A|)$ と書く) とす
ると 、

$S_{w}= \sum_{C,B}\frac{\mu(1,B)w(|B|\cdot|C|).|Ext(C,B;A)|}{|AutB|\cdot|AutC||Hom(C,B)|}h(C, G)$

’
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ここで $B,$ $C$ は有限群の同型類の完全代表系上を動き、 $\mu$ は $G$ の部分群束のメビウス関数である。
さらに $Ext(C, B;A)$ は中心拡大の同値類の集合である :

$Ext(C, B;A):=\{1arrow Barrow A(\in A)arrow Carrow 1(c.e.)\}/\cong$

注: 同型類のクラス $A$ が無限集合の時は、この級数はしばしば収束せず、その場合この定理は意

味がない。

例: $A=C=$ {有限巡回群} で、 $w(n)=n^{-z}$ の場合、

$|Aut(C_{n})|$ $=$ $\varphi(n)$

$|Hom(C_{n}, C_{m})|$ $=$ $gcd(m, n)$

$|Ext(C, B;A)|$ $=$ $\varphi(m)\varphi(n)\cdot gcd(m,n)$

したがって

$S_{G}^{cyc}(z)$ $;=$ $\sum_{A\in C}/s(A, G)|A|^{-z}$

$=$ $\sum_{n\geq 1}\frac{s(C_{n},G)}{n^{z}}$

$=$ $\sum_{m,n}\frac{\mu(m)h(C_{n},G)}{(mn)^{z}}$

$=$ $\zeta(z)^{-1}\sum_{n=1}^{\infty}\frac{h(C_{n},G)}{n^{z}}=\zeta(z)^{-1}H_{G}^{cyc}(z)$

7. 可換管群のクラス $A=A_{p}$

この場合、 シロー型およびフロベニウス型のゼータ関数を次で定義する :

$S_{G}^{Ap}(x)$ $;=$
$\sum_{n\geq 0}\sum_{|A|=p^{n}}s(A, G)x^{n}$

’

$H_{G}^{Ap}(x)$ $;=$ $\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{|A|=p^{n}}/\frac{h(A,G)}{|AutA|}x^{n}$

ここで $\sum’$ は、位数 $p^{n}$ のアーベル群の同型類にっいての和である。このとき次の恒等式が成立

する。

定理 : 任意の有限群 $G$ と $|x|<p$ に対し、

$\prod_{m=1}^{\infty}(1-p^{-m}x)^{-1}=\frac{H_{G}^{Ap}(x)}{S_{G}^{Ap}(x)}$
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証明 : この場合、 $B,$ $C\in A_{p}$ に対し、

$|Ext(C, B;A)|$ $=$ $|Hom(C, B)|$

$\mu(1, B)$ $=$ $\{\begin{array}{l}(-1)^{m}p^{()}2mifB\text{窪}C_{p^{m}}0else\end{array}$

である。重み関数として、$w(p^{n})=x^{n}$ を取ろう。すると前節の定理から、

$S_{G}^{Ap}(x)$ $=$
$\sum_{n\geq 0}\sum_{|A|=p^{n}}\prime s(A,G)x^{n}=\sum_{A\in A_{p}}s(A,G)w(|A|)/$

$=$ $\sum_{C,B}\frac{\mu(1,B)w(|B|\cdot|C|)}{|AutB||AutC|}h(C, G)/$

$=$ $\sum_{m,n\geq 0}\sum_{|C|=p^{n}}\frac{(-1)^{m}p^{()}2x^{m+n}m}{|GL(m,p)|\cdot|AutC|}h(C, G)/$

$=$ $( \sum_{m=0}^{\infty}\frac{(-1)^{m}p^{()}2x^{m}r}{|GL(m,p)|})\cdot(\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{|C|=p^{n}}’\frac{h(C,G)}{|AutC|}x^{n})$

$=$ $\prod_{m=1}^{\infty}(1-p^{-m}x)\cdot(\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{|C|=p^{n}}’\frac{h(C,G)}{|AutC|}x^{n})$ .

ここで最後の等式は 2項定理のいわゆる $q-$アナログからでる :

$\sum_{m=0}^{\infty}\frac{(-1)^{m}p^{()}2x^{m}r}{|GL(m,p)|}=\prod_{m=1}^{\infty}(1-p^{-m}x)$ , $|x|<p$

以上により、

$S_{G}^{Ap}(x)=H_{G}^{Ap}(x) \cdot\prod_{m=1}^{\infty}(1-p^{-m}x)$ .

系: $A_{p}(G)$ を有限群 $G$ の可換 $P$-部分群の集合とする。このとき、

$\frac{1}{|A_{p}(G)|}\sum_{A}/\frac{h(A,G)}{|AutA|}=\sum_{A}\frac{1}{|AutA|}$

,

ここで和は可換 $p$-群の同型類上を取る。

実際、

$S_{G}^{Ap}(1)$ $=$ $|A_{p}(G)|$

$H_{G}^{Ap}(1)$ $=$ $\sum_{A}\frac{h(A,G)}{|AutA|}$

,

定理 :
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(証明) 上の定理で $G=1$ の場合を考えると、$S_{G}^{Ap}(x)=1$ で、

$H_{1}^{Ap}(x)$ $=$ $\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{|A|=p^{n}}\frac{x^{n}}{|AutA|}$

$=$ $\prod_{m=1}^{\infty}(1-p^{-m}x)^{-1}$

次の公式は良く知られている :

$\prod_{m=1}^{\infty}(1-p^{-m}x)^{-1}$ $=$ $\sum_{k=0}^{\infty}\sum_{n=0}^{\infty}p(k, n)p^{-k_{X}n}$

$=$ $\sum_{A}’\frac{1}{|A|}x^{rk(A)}$

ここで $p(k, n)$ は、 自然数 $k$ を $n$ 個の部分に分割する方法 (すなわち位数 $p^{k}$ で $n$ 個の生成元を
持つ可換 $P$ 群の同型類) の個数 :

$p(k,n):=\#\{A\in A_{p}/\cong|rk(A)=n, |A|=p^{k}\}$

したがって、

$\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{|A|=p^{n}}\frac{x^{n}}{|AutA|}/=\sum_{A}’\frac{1}{|A|}x^{rk(A)}$

$x^{n}$ の係数を比較すれば、定理が得られる。 (証明終)

例: $n=2$ の場合、

LHS $=$ $\frac{1}{p^{2}-p}+\frac{1}{(p^{2}-1)(p^{2}-p)}$

RHS $=$ $1 \leq*\sum_{<\dot{B}}\frac{1}{p^{i+j}}=\frac{p}{(p-1)(p^{2}-1)}$

上の定理で $n$ についての和を取ると PHall による次の奇妙な公式が得られる。

P.HaU (1938): $\sum_{A}/\frac{1}{|AutA|}=\sum_{A}’\frac{1}{|A|}$

ここで和は可換か群の同型類をについてのものである。
ところで、 ここで与えたホールの等式の証明では、左辺の評価では有限アーベル群の分類を使

わなかった (と思う) 。一方、ホール自身の証明では分類を使い自然数の分割についての和として
左辺を計算している。巡回群の直積であるような可換 p-群を “known ‘’ と呼ぶことにすると、ふ

たっの証明は、実は

$\sum_{kown}\frac{1}{|AutA|}’=H\sum_{known}\frac{1}{|A|}=\sum_{aJ1}\frac{1}{|AutA|}\prime Y$

’
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ということを意味する。 したがってすべての可換 $p$群は known である。

8. 基本可換管群のクラス $A=\mathcal{E}_{p}$

この場合、 $|Ext(C_{p^{s}}, C_{p^{r}} ; A)|=1$ である。次のような記号を導入する :

$\{\begin{array}{l}nr\end{array}\}$ $;=$ $\#\{B\subseteq C_{p}^{n}||B|=p^{f}\}=\frac{[\rho]_{n}}{[\rho]_{t}\cdot[p]_{n-r}}$

$[p]_{n}$ $;=$ $(p-1)(p^{2}-1)\cdots(p^{n}-1)$

$|GL(r,p)|$ $=$ $p^{(;)}[\rho]_{r},$ $\mu(1, C_{p}^{f})=(-1)^{r}p^{()}2r$

この記号を用いると、LDU-分解と反転公式は次のようになる :

$h(C_{p}^{n}, G)$ $=$ $\sum_{r=0}^{n}\{\begin{array}{l}nr\end{array}\}|GL(r,p)|s(C_{p}^{f},G)$

$s(C_{p}^{n}, G)$ $=$ $\frac{1}{|GL(n,p)|}\sum_{r=0}^{n}(-1)^{r}p^{()}2r\{\begin{array}{l}nr\end{array}\}h(C_{p}^{n-r}, G)$

重み関数として $w(p^{n})=f(n)x^{n}$ を取ると、 シロー型ゼータ関数にっいて、

$S_{\mathfrak{l}G}^{Ep}(x)$ $:=$
$\sum_{n\geq 0}s(C_{p}^{n}, G)f(n)x^{n}$

$=$ $\sum_{r,s\geq 0}\frac{(-1)^{r}f(r.+s)h(C_{p^{s}},.G)}{|GL(r,p)||GL(s,p)|p^{rs}}p^{()}2x^{r+s}r$

$=$ $\sum_{n=0}^{\infty}(\sum_{r=0}^{\infty}\frac{f(r+n)}{[\rho]_{f}}(-p^{-n}x)^{t})\frac{h(C_{p^{n}},G)}{|GL(n,p)|}x^{n}$

が成り立っ。

(1) $f(p^{n})=1$ の場合 : この場合、国 $<p$ に対し、

$S_{G}^{Ep}(x)$
$:= \sum_{n\geq 0}s(C_{p}^{n}, G)x^{n}$

$= \sum_{n=0}^{\infty}(\sum_{r=0}^{\infty}\frac{1}{[p]_{\gamma}}(-p^{-n}x)^{t})\frac{h(C_{p}^{n},G)}{|GL(n,p)|}x^{n}$

$=( \prod_{f=1}^{\infty}(1-p^{-r}x))\cdot\sum_{n=0}^{\infty}(\prod_{r=1}^{n}(1-p^{-r}x)^{-1})\frac{h(C_{p^{n}},G)}{|GL(n,p)|}x^{n}$

となる。特に、 $G=1$ とすると、 $S_{G}^{Ep}(x)=1$ かっ $h(C_{p}^{n}, G)=1$ である。 したがって上の等式よ
り、 コーシー (1893) による次の公式が得られる ([An 76] Cor. 2.6) :

$\prod_{r=1}^{\infty}(1-p^{-r}x)^{-1}=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{x^{n}}{|GL(n,p)|\cdot\prod_{l}^{n_{=1}}(1-p^{-i}x)}$

$xarrow 1$ として、次の公式 (オイラー) を得る :
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$\prod_{r=1}^{\infty}(1-p^{-r})^{-1}=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{p^{n}}{\Pi_{1=1}^{n}(p^{:}-1)^{2}}$

(2)$f(p^{n})=p^{()}2n$ の場合 : この場合、 $|x|<p$ に対し、

$S_{G,f}^{Ep}(x)$ $;=$
$\sum_{n\geq 0}s(C_{p}^{n},G)p^{()}2x^{n}n$

$=$ $\prod_{n=1}^{\infty}(1+p^{-n}x)^{-1}\cdot\sum_{n=0}^{\infty}\frac{h(C_{p^{n}},G)}{[p]_{n}}x^{n}$

このゼータ関数について、

補題 : $S_{G,f}^{Ep}(-1)=1-\chi(S_{p})$

ここで前と同様に、 $\chi(S_{p})$ は、 $G$ の自明でない p-部分群のなす順序集合のオイラー標数である。

これを使うと、
$h(C_{p}^{n}, G)\equiv 1-\chi(S_{p})$ mod $gcd(p^{n}, |G|)$

が得られる。すなわち、3節で述べたフロベニウスの定理の拡張とブラウンのホモロジー論的シ
ローの定理は同値である。

9. $p$-群の クラス $\mathcal{A}=\mathcal{G}_{p}$

この場合、

$|Ext(P, C_{p}^{f};\mathcal{G}_{p})|$ $=$ $|H^{2}(P, Z/pZ)|^{r}$

$|Hom(P, C_{p}^{f})|$ $=$ $|H^{1}(P, Z/pZ)|^{t}=|P/\Phi(P)|^{r}$

$\mu(1, B)$ $=$ $\{\begin{array}{l}(-1)^{\tau}p^{()}2rifB\cong C_{p^{f}}0else\end{array}$

となる。 さらに、

$\eta(P)$ $:= \frac{|H^{2}(P,Z/pZ)|}{|H^{1}(P,Z/pZ)|}$

と置く。 $N$ を十分大きな整数 ($p^{N}\geq|G|_{p}$ なら良い) とする。 このとき、

$S_{G}^{Gp}(x)$ $;=$
$\sum_{n\geq 0}\sum_{|P|=p^{n}}s(P, G)x^{n}$

’

$=$ $\sum_{C,B}\frac{\mu(1,B)w(.|B|\cdot|C|).|Ext(C,B;\mathcal{G}_{p})|}{|AutB||AutC||Hom(C,B)|}h(C,G)$

’

$=$ $\sum_{n=0}^{N}\sum_{|P|=p^{n}}’(\sum_{r=0}^{N-n}\frac{(-1)^{t}p^{()_{\eta(P)^{r}x^{f}}}2r}{|GL(r,p)|})\frac{h(P,G)}{|AutP|}x^{n}$

$=$ $\sum_{n=0}^{N}\sum_{|P|=p^{n}}’(\sum_{r=0}^{N-n}\frac{(-\eta(P))^{r}}{[\rho]_{r}}x^{r})\frac{h(P,G)}{|AutP|}x^{n}$
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となる。ここで 2番目の和で、$C$ は位数高々 $p^{N}$ の群を動く。まずいことに、最後の級数は $Narrow\infty$

のもとで、発散する。実際、 $P$ が位数 $p^{n}$ で極小生成元の個数が $d$ のとき、

$(\begin{array}{l}d2\end{array})\leq\log_{p}\eta(P)\leq(\begin{array}{l}n2\end{array})$

が成立し、 したがって $\lim_{darrow\infty}\eta(P)=\infty$ となるからである (Golod-Safarevic, Wiegold, Jones) 。
このことは昔、類体塔の非存在の証明で使われた。

10. 書き残した皇柄

(1) 前節のように、 シロー型ゼータ関数をフロベニウス型ゼータ関数で表示しようとするとき、 し

ばしば収束しない級数に出会う。それを避けるには、うまい重み関数を見っけることの他にも、べ

き級数を銑進べき級数と考える方法がある。

(2) いろいろな恒等式を、ここで述べてきたような「群論的方法」で証明することは、興味ある問
題である。例えば、オイラーの 5角数定理

$\prod_{n=1}^{\infty}(1-x^{n})=\sum_{m=-\infty}^{\infty}(-1)^{m}x^{m(3m-1)/2}$

をここで述べたような方法で証明できないものだろうか。

(3) これまで述べてきたシロー数 $s(A, G)$ やフロベニウス数 $h(A, G)$ の考察では、 $G$ を固定し、 $A$

を動かしたときの母関数を考えた。 これと反対に、 $A$ を固定し、 $G$ を動かしたときの母関数も考
えられる。 $G$ として対称群を取った場合が既に研究の対象になっている。

$A$ を有限生成の群、 $S_{n}$ を $n$ 次対称群とし、

$h_{n}(A):=h(A, S_{n})=|Hom(A,S_{n})|$

と置く。 このとき、

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{h_{n}(A)}{n!}t^{n}=$ exn $( \sum_{B\leq A}\frac{1}{(A\cdot.B)}t^{(A:B)})$

ここで $B$ は $A$ の指数有限の部分群全体をわたる。これは、K.Wohlfahrt [Wo 77] の公式である。他
にも何人かの人が独立にこの公式を発見している。これに同値な妬 (A) に関する漸化式は、IDey
[De 65] にある。彼らはこれらの公式を、自由群やモジュラー群の与えられた指数の部分群の個数
を求めるというシロー型の問題に使った。また制限バーンサイド問題への応用がある.

(4) $A=Z_{p}\wedge$ をか進整数環の加法群とする。このときフロベニウスの定理より、

$h_{n}(Z_{p})\wedge=\#$ {$parrow element$ of $S_{n}$ } $\equiv 0mod (n!)_{p}$ ,

である。すなわち $h_{n}(Z_{p})\wedge/n!\in Z_{p}\wedge$。これはアルチンハッセの指数関数

$E_{p}(t):= \exp(\sum_{r=0}^{\infty}p^{-r}t^{p^{r}})=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{h_{n}(Z_{p})\wedge}{n!}t^{n}$
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が、 $\nu_{p}(t)>0$ (ただし、 $\nu_{p}(p^{e})=e$) で (p-進べき級数として) 収束することを意味する $([Ko77]$

$IV.2)$ 。

(5) $h_{n}(A)$ が素数 $p$ の何乗で割り切れるかという問題は、$p=3,$ $A=C_{3}$ の場合でさえ難しい。

(6) シロー型ゼータ関数とフロベニウス型ゼータ関数を結ぶ公式において、 $G$ が自明な群の場合
でさえ、 自明でない結果 (例えばホールの奇妙な公式やコーシーの恒等式) が得られた。これも奇
妙な話であるが、自明でない結果が得られた理由は、Hom-set 行列の LDU-分解にある。 ここで
述べてきたいろいろな公式の背景には、巡回群、可換群、可換銑群、基本可換 P-群、p-群といっ
た種類の群のカテゴリーでは、射が全射と単射の合成として一意的分解する、 ということがある。
本当は、初めに、そのような性質を持っカテゴリーの「抽象バーンサイ ド環」なるものの理論が
あり、それを有限群のカテゴリーに使ってみたら、これまで述べてきた定理や公式や別証明など
が出てきたのである ( $[Yo87]$ 参照) 。
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