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一様分布の特徴付けに基づく適合度検定
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\S 1. はじめに

$Z_{1},$ $\cdots Z_{\mathfrak{n}}$ は連続な分布関数 $F(z)$ に従うランダムサンプルとし, 次の仮説を検定したい

とする.

$H_{0}$ : $F(z)=F_{0}(z)$

ここで $F_{0}(z)$ は完全に specify される.

対立仮説 $H_{1}$ は $H_{0}$ でないもめを考える. このとき変換 $X;=F_{0}(Z_{i})$ により問題は $X$; が

$(0,1)$ 上の一様分布に従うか否かを検定するものになる. そこで我々は一様分布の特徴付けに

注目して上の検定を行なう.

\S 2. 一様分布の特徴付け

Papathanasiou(1990) は次の様な一様分布の特徴付けを行なった.

定理 2. $1$ ( Papathanasiou)

$X_{(1)},$ $X_{(2)}$ を平均 $\mu$ , 分散 $\sigma^{2}$ の絶対連続な分布 $F$ (密度 f) に従うサイズ 2の標本からの

順序統計量とする. この時

$Cov(X_{(1)}, X_{(2)})\leq\frac{1}{3}\sigma^{2}$

を得る. さらに等号が成り立つ必要十分条件は, $F$ が一様分布であることである.

(証明)

$E(X_{(1)}X_{(2)})=E^{2}(X)$ .

ここで $X$ は確率密度関数 $f$ をもつ確率変数である. 故に,

$Cov(X_{(1)}, X_{(2)})=(\int_{-\infty}^{\infty}xf(x)dx)^{2}-4\int_{-\infty}^{\infty}xf(x)F(x)dx\int_{-\infty}^{\infty}xf(x)(1-F(x))dx$.

最初の積分の項に $F(x)+(1-F(x))$ を掛けて式を整理すると

$Cov(X_{(1)}, X_{(2)})=(\int_{-\infty}^{\infty}x[2F(x)-1]f(x)dx)^{2}$ .
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$6\vee C,$ $\int_{-}^{\infty_{\infty}}[2F(x)-1]f(x)dx=0J:$ り

$Cov(X_{(1)}, X_{(2)})=(\int_{-\infty}^{\infty}(x-\mu)[2F(x)-1]f(x)dx)^{2}$

シュワルツの不等式を用いて

$Cov(X_{(1)}, X_{(2)})\leq\int_{-\infty}^{\infty}(x-\mu)^{2}f(x)dx\int_{-\infty}^{\infty}(2F(x)-1)^{2}f(x)dx$

$= \frac{1}{3}\sigma^{2}$ .

等号成立は, $2F(x)-1=c(x-\mu)$ の場合に限る. これは一様分布の分布関数.

(証明終り)

\S 3. 特徴付けに基づく検定統計量と帰無仮説での性質

定理 21で確率変数 $X$ が一様分布に従う必要十分条件は

$\frac{1}{3}\sigma^{2}-Cov(X_{(1)},X_{(2)})=0$

であることが分った. そこで我々は $\frac{1}{3}\sigma^{2}-Cov(X_{(1)}, X_{(2)})$ の推定量 $C_{n}$ を考え $C_{n}\approx 0$ なら

$X$ は一様分布に従っていると思いたい. そこで $\frac{1}{3}\sigma^{2}-Cov(X_{(1)}, X_{(2)})$ の推定量として次の

ものを提案する.

$C_{\mathfrak{n}}(X_{1}, \cdots X_{n})=\frac{1}{(_{4}^{\mathfrak{n}})}\sum_{i<j<k<l}h(X_{i}, X_{j}, X_{k}, X_{l})$ .

ここで

$h(X;, X_{j)}X_{k}, X_{l})= \frac{1}{36}\{(X;-X_{j})^{2}+(X;-X_{l})^{2}+(X;-X_{k})^{2}$

$+(X_{j}-X_{k})^{2}+(X_{j}-X_{l})^{2}+(X_{k}-X_{l})^{2}\}$

$- \frac{1}{6}[\{\max(X_{i},X_{j})-\max(X_{k},X_{l})\}\{\min(x_{:}, x_{j})-\min(X_{k}, X_{l})\}$

$+ \{\max(X_{i}, X_{k})-\max(X_{j}, X_{l})\}\{\min(X_{i}, X_{k})-\min(X_{j}, X_{l})\}$

$+ \{\max(X_{i}, X_{l})-\max(X_{j}, X_{k})\}\{\min(X_{i}, X_{l})-\min(X_{j}, X_{k})\}]$ .

今, $C_{n}$ は degree が 4の $U$-統計量であり, $E[C_{n}(X_{1}, \cdots X_{n})]=\frac{1}{3}\sigma^{2}-Cov(X_{(1)}, X_{(2)})$

となる. 即ち $C_{\tau\iota}$ は $\frac{1}{3}\sigma^{2}-Cov(X_{(1))}X_{(2)})$ の不偏推定量である.

$U$-統計量は Hoeffding(1948) により非常に緩い条件のもとで漸近正規性が示された. 又

UMVU 推定量でもあり非常によい推定量であることが分かっている.
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我々が提案した検定統計量は漸近正規性のない退化した $U$-統計量である事が後に分かる.

退化した $U$-統計量の漸近挙動は, Gregory(1977) によ. り degree が 2の場合に求められた.

Eagleson(1979) はさらに高次の degree の場合や 2標本の場合等の退化した $U$-統計量の漸近

挙動を求めた. ここで Eagleson の結果をまとめておく.

(定義)

カーネル関数重 $(X_{1}, \cdots, X,)$ をもつ $U$-統計量は, 一般性を失うことなく

$E(\Phi(X_{1}, \cdots X, ))=0$ とする. この時もし

$E(\Phi(X_{1}, \ldots.,X,)|X_{1})=0$ $a$ . $s$ .

なら $U$-統計量とそのカーネル $\Phi$ は, 一次の退化 (first-order degeneracy) と呼ぶ. さらに,

$E(\Phi(X_{1}, \cdots X,)\}X_{1}, X_{2})=0$ $a$ . $s$ .

なら二次の退化 (second-order degeneracy) と呼ぶ.

以下, 三次の退化, 四次の退化, $\cdot$ . . も同様に定義する.

定理 3.1 (Eagleson)
$U_{n}$ は, degree 2の退化した U-統計量とし, そのカーネル関数 $h$ は二乗可積分とする. さ

らに一般性を失うことな \langle , $E(h)=0$ とする. その時

$nU_{n} arrow\sum_{h=1}^{\infty}\lambda_{k}(Z_{k^{2}}-1)$ in law.

ここで, $\{\lambda_{k}\}$ は次の積分方程式の固有値である.

$\int\psi_{h}(x)h(x, y)dF(x)=\lambda_{h}\psi_{k}(y)$ .

$\{\psi_{k}(x)\}$ は完全正規直交系.

$\{Z_{k}\};N(0,1)$ の独立な確率変数の列.

(略証)
$h\in L^{2}$ かつ対称より次の固有関数展開が可能である.

$h(x,y)= \sum_{h=1}^{\infty}\lambda_{k}\psi_{k}(x)\psi_{k}(y)$ .
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ここで

1 $\psi_{k}(x)h(x, y)dF(x)\cdot=\lambda_{k}\psi_{k}(y)$

かつ

$\sum_{h=1}^{\infty}\lambda_{k}^{2}<\infty$ $\{\psi_{k}\}$ : 完全正規直交系.

今

$h_{N}(x, y)= \sum_{k=1}^{N}\lambda_{k}\psi_{k}(x)\psi_{k}(y)$

とおき

$U_{\mathfrak{n}}^{(N)}= \frac{1}{(_{2}^{n})}\sum_{1\leq i<j\leq n}h_{N}(X_{i}, X_{j})$

とおく. このとき

$nU_{n}^{(N)}arrow nU_{\mathfrak{n}}$ in $p$ $(Narrow\infty)$

$\sum_{k=1}^{N}\lambda_{k}(Z_{k}^{2}-1)arrow\sum_{h=1}^{\infty}\lambda_{k}(Z_{h}^{2}-1)$ in $p$ $(Narrow\infty)$

$nU_{n}^{(N)} arrow\sum_{k=1}^{N}\lambda_{k}(Z_{k}^{2}-1)$ in law $(narrow\infty)$

が示せる. 以上より

$nU_{n} arrow\sum_{k=1}^{\infty}\lambda_{k}(Z_{k}^{2}-1)$ in law.

(証明終り)

定理 3.2 (Eagleson)

$U_{n}$ は, degree 4の退化した $U$-統計量とし, そのカーネル関数 $h$ は二乗可積分とする. そ

の時

$nU_{n}arrow Z$ in law.

ここで,

$Z= \sum_{0<k,l}\lambda_{k100}Z_{k}Z_{l}+\sum_{0<k,m}\lambda_{k0m0}Z_{k}Z_{m}+\sum_{0<k,n}\lambda_{k00\mathfrak{n}}Z_{k}Z_{\mathfrak{n}}$

$+ \sum_{0<l,m}\lambda_{0lm0}Z_{l}Z_{m}+\sum_{0<l,\mathfrak{n}}\lambda_{0\mathfrak{l}0n}Z_{l}Z_{n}+\sum_{0<mn},\lambda_{00mn}Z_{m}Z_{n}$
.
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さらに

$\sum_{h,l,m’\iota},\lambda_{klmn}^{2}<\infty$
$\{Z_{k}\}$ : 独立な $N(O,1)$確率変数の列.

(略証)
$h\in L^{2}$ で一次の退化より任意の正規直交系 $\{\psi(\cdot)\}$ で $h$ は次の様にかける.

$h(x, y, z, w)=$ $\sum$ $\lambda_{k1mn}\psi_{h}(x)\psi_{l}(y)\psi_{m}(z)\psi_{n}(w)$

$0<k,l,m,n$

$+$ $\sum$ $\lambda_{klm0}\psi_{k}(x)\psi_{\mathfrak{l}}(y)\psi_{m}(z)+$ $\sum$ $+$ $\sum$ $+$ $\sum$

$0<k,l,m$ $0<k,m,n$ $0<k,l,n$ $0<l,m,n$

$+ \sum\lambda_{kl00}\psi_{k}(?)\psi_{l}(y)+$ $\sum$ $+$ $\sum$ $+$ $\sum$ $+ \sum+$ $\sum$ .
$0<h,l$ $0<k,m$ $0<k,n$ $0<l,m$ $0<l,n$ $0<m,\mathfrak{n}$

定理 31と同様に $h_{N}(x, y, z, w)$ と $U_{n}^{(N)}$ を考えて

$nU_{n}arrow Z$ in law.

(証明終り)

さて定理 32より $U_{n}$の漸近挙動の確率表現は求まったが, $\{\lambda_{k}\}$ を探すことは不可能に等

しいだろう. そこで我々はさらに近似を進める.

補題 33

定理 32の条件の下で

$nU_{n} arrow\sum_{k=1}^{\infty}6\eta_{k}(Z_{h}^{2}-1)$ in law.

ここで $\{\eta_{k}\}$ は以下の積分方程式の固有値である.

$\int\phi_{k}(x)\Psi(x,y)dF(x)=\eta_{k}\phi_{k}(y)$ .

又,

$\{\phi_{k}(x)\}$ : 完全正規直交系.

$\Psi(x, y)=E(h(X, Y, Z, W)|X=x, Y=y)$ .
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(証明)

定理 32より $h(x, y, z, w)$ は任意の完全正規直交系 $\{\psi(\cdot)\}$ を用いて展開できる. このとき

$\psi(\cdot)$ の 3次形式と 4次形式は漸近的に無視できる. 従って漸近的にはカーネル関数 $h$ は

$h(x, y, z,w)= \sum_{0<hl},\lambda_{k100}\psi_{k}(x)\psi_{1}(y)+\sum_{0<k,m}+\sum_{0<k,n}+\sum_{0<l,m}+\sum_{0<l,n}+\sum_{0<m\mathfrak{n}}$

,

とみてよい. 又,

$E(h(x, y,z,w)|X=x, Y=y)=\sum_{0<k,l}\psi_{k}(x)\psi_{l}(y)$

に注意して, これを $\Psi(x, y)$ とおくと $\Psi\in L^{2}$ かつ対称より

$\Psi(z, y)=\sum_{k=1}^{\infty}\eta_{k}\phi_{k}(x)\phi_{k}(y)$

とかける. ここで $\eta_{k},$
$\phi_{k}$ は次の積分方程式をみたす.

$\int\phi_{k}(x)\Psi(x,y)dF(x)=\eta_{k}\phi_{k}(y)$ .

あとは $h$ の対称性と定理 3.1により示せる.

(証明終り)

次にこれらの結果を使って我々の提案した統計量の帰無仮説の下での漸近挙動を調べる.

命題 34

$C_{n}$ は次の性質をもつ.

(1) $C_{n}$は (1次の)退化した $U-$ 統計量である.

(2) $E(h(X, Y, Z, W)|X=x,Y=y)$

$= \frac{1}{6}x^{2}y+\frac{1}{6}xy^{2}+\frac{1}{18}\min(x, y)-\frac{2}{9}xy-\frac{1}{6}x^{2}y^{2}$.

(3) $nC_{n} arrow\sum_{h=1}^{\infty}6\lambda_{k}(Z_{k}^{2}-\cdot 1)$ in law.

但し $\{\lambda_{k}\}$ は

sin $\frac{1}{6\sqrt{2\lambda}}=0$ 又は, $\tan\frac{1}{6\sqrt{2\lambda}}=\frac{1}{6\sqrt{2\lambda}}$

の解で $\lambda_{1}>\lambda_{2}>\cdots>0$ とする.
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(証明)

$\phi(x, y)=\frac{1}{6}x^{2}y+\frac{1}{6}xy^{2}+\frac{1}{18}\min(x, y)-\frac{2}{9}xy-\frac{1}{6}x^{2}y^{2}$ とおき $\int_{0^{1}}\psi_{h}(x)\phi(x, y)dx=\lambda_{h}\psi_{h}(y)$

を解く. これは, 微分方程式

$\lambda_{k}\psi_{k}’’’(y)+\frac{1}{18}\psi_{k}’(y)=0$

を $\psi_{h}(0)=\psi_{k}(1)=0$ , $\int_{0}^{1}\psi_{h}(x)dx=0$ , $\int_{0^{1}}\psi_{k}^{2}(x)dx=1$ という条件のもとで解くこと

になる. これを解いて補題 33を使って (3) を得る.

(証明終り)

次に棄却域などを決める為に $C_{\mathfrak{n}}$ の帰無仮説の下でのパーセント点を求める必要がある.

命題 34(3) より $C_{n}$ の漸近分布はカイニ乗確率変数の重み付き和である. このタイブの分布

関数は, 白旗 (1988) により求められてるのでここではその結果をまとめておく.

定理 35(白旗)

$X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots$ は独立に自由度 1のカイニ乗分布に従うとする. 又,Cl $>c_{2}>\cdots>0$ とおく.

この時,

$X= \sum_{i=1}^{\infty}\frac{c_{i}}{2}X$;

の分布関数は,

$F(x)= \lim_{narrow\infty}$
$\sum_{j=1,j:odd}^{n}\frac{(-1)^{i_{\frac{+1}{2}}}}{\pi}(\frac{1}{c_{j+1}}-\frac{1}{c_{j}})\int_{0}^{1}\frac{e^{-h_{j}(t)x}-1}{h_{i}(t)}\prod_{k=1}^{n}|1-c_{k}h_{j}(t)|^{-\frac{1}{2}}dt$

となる. ここで $h;(t)= \frac{t}{Cj}+\frac{1-t}{c_{+1}}j$ $(0<\ell<1)$

統計量 $C_{\mathfrak{n}}$ のパーセント点を求めるには定理 35より $\sum_{k=1}^{\infty}6\lambda_{k}Z_{k}^{2}$ の分布関数を求めその

パーセント点を調べそこから location のずれ $\sum_{k=1}^{\infty}6\lambda_{k}$ を引けば求まる. しかし今, 定理 3.5

の積分をうまく解くことは不可能である. 従って数値積分忙よりパーセント点を求める.

まず固有値 $\lambda$ を求める事を考える. $\sin$� $=0$ からはうまく求まるが $\tan\frac{1}{6\sqrt{2\lambda}}=\frac{1}{6^{\sqrt{2\lambda}}}$

からはうまく求まらないのでニュ $-$ トン法で数値的に求める.

又数値積分は白旗のアルゴリズムに従って求める.

$narrow\infty$ の操作は $n$ を適当に動かして決めて値が落着けば収束したものと見なす. 以下 $C_{n}$

の漸近分布のパーセント点の表をあげる. (但し実際の値を 100倍してある)
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次に $n$ を 20から 100まで 5刻みで各々 10000回繰返して $nC_{n}$ を計算してそのバーセン

ト点を求める. そして $\frac{1}{n}$ で補間を行ない縦軸にパーセント点をプロットする. 今 $narrow\infty$ 即

ち縦軸上の値は前表より求まっている. そこで $y_{n}=\underline{a}+b_{0}+\epsilon_{n}$ とおいて線形回帰により $a$

れ

を推定して smoothing を行なう. 以下 5% 点と 10% 点の推定値について表をあげる.
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\S 4. パワーの計算

ここでは, パワーの計算と他の検定統計量との比較を行なう.

Stephens(1974) は一様性の検定を行なう時, 次の 3つの対立仮説を考えた (但し $k>1$ )

Alternative; A
$F(z)=1-(1-z)^{h}$ $0\leq z\leq 1$

Alternative ; $B$

$F(z)=2^{k-1}z^{k}$ $0\leq z\leq 0.5$

$F(z)=1-2^{k-1}(1-z)^{k}$ $0.5\leq z\leq 1$

Alternative; $C$

$F(z)=0.5-2^{k-1}(0.5-z)^{k}$ $0\leq z\leq 0.5$

$F(z)=0.5+2^{k-1}(z-0.5)^{h}$ $0.5\leq z\leq 1$

我々は $k=2$ の時,A,B, $C$ でのパワーをシミュレーションによって求めた. 棄却域は上側 5

%,10 % とする. さらに他の検定統計量とのパワーの比較を試みる. $C_{n}$ 以外の統計量に関し

ては $n=20,40$ のときに帰無仮説のもとで各々10000回繰返して各統計量を計算し,Stephens

の有限修正に従い棄却域をもとめる. そしてそのもとでパワーを計算する. $C_{n}$ の れ $=20,40$

のときの上側 5% 点 10 % 点は \S 3で求めてあるのでそれを棄却域として用いる. 以下に具

体的な検定統計量の形とシミュレーション結果をあげる.但し以下では $Z_{1}<Z_{2}<\cdots<Z_{n}$

とする.

Simulation Results.

K-S : Kolmogorov-Smirnov Statistics.

$D= \max(_{1}\max_{\leq i\leq n}[\frac{j}{n}-Z_{i}]$ , l\leq i\leq nmax $[Z_{i}- \frac{i-1}{n}])$

$CvM$ : Cramer-von Mises.

$W^{2}= \sum_{:=1}^{n}[Z:-\frac{2i-1}{2\text{れ}}]^{2}+\frac{1}{12n}$

Kui: Kuiper.
$V=_{1} \max_{\leq:\leq n}[\frac{i}{n}-z_{:}]+1\leq i\leq n\max[Z_{i}-i$ -れ$\underline{1}]$

Wat : Watson.

$U^{2}=W^{2}-n( \frac{1}{n}\sum_{:=1}^{n}Z;-\frac{1}{2})^{2}$
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A-D : Anderson-Darling.

A $=- \frac{1}{n}\{\sum_{i=1}^{n}(2i-1)[\ln Z;+\ln(1-Z_{\mathfrak{n}+1-i})]\}-$ れ

$C_{n}$ : Our Statistics.
Alternative; A

Alternative; $B$

Alternative; $C$

上で比べた 6つの統計量のうち $C_{n}$ 以外は直観的に作られたものだと思われるので今回

我々は一様分布の特徴付けに基づいて統計量を構成してみた.パワーのシミュレーション結

果はあまり良いとは言い難いが他のどの検定統計量と比べても一様に悪いわけではないので

まずまずの結果がでたと思う.
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