
103

同姓問題 – 不等生起確率の誕生日問題

(Surname Problem–Birthday Problem

with unequal occurence probabilities)

間瀬茂

(Shigeru MASE)

広島大学、総合科学部

(Fac. Integrated Arts and Sciences,

Hiroshima University)

1 序

比較的小人数の集団に同姓のメンバが偶々居ることを日常良く経験する。我々はこの事実

をさして奇異とも思わない。 このことはいわゆる [誕生日問題」、ある集団に同じ誕生日の

メンバが居る確率、が我々に与えるパラドックスとさえ思える驚きと比べると対照的である。

しかしながら、 もし我々が日本における姓の異常な多さ (推計約 12万種) と、 各姓の占める

比較的小さな割合 (最初の 5千種併せても 92.3%) を考えると、「同姓問題」 (講演者の造語)

は誕生日問題以上に不思議な事実なのである。おそらく構成メンバの姓は容易に知られるの

に対し、誕生日は普通公表される事が無いという事情が、二つの問題に対する我々の受け止

め方の差を生み出すのであろう。

以上のような背景を別にしても、 $n$ 人の集団に同姓のメンバが少なくとも一組居る確率を

知ることは興味のある問題と思われる。容易に分かるように同姓問題は誕生日問題と深い関

連があり、実際 ‘ 不等生起確率の誕生日問題” と言い替えることが出来る。 より一般的に同

姓問題を次のように定式化出来る。 $X_{1}X_{2},$ $\ldots X_{n}$ を同じ (有限もしくは無限) 離散分布 $P(X=$
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$j)=p_{j},$ $j=1,2,$ $\ldots$ , を持つ独立な確率変数列とする。 この確率変数中少なくとも一組同じ値

を持つものが存在する一致確率 Rn、全部が異なった値を持つ不一致確率 $r_{n}=1-R_{n}$ を定

義する。更に補助量として確率の巾和」P[$m=\Sigma_{i\geq 1}p_{i}^{m}$ を導入する。

同姓確率を具体的に求めるためには

1. (不) 一致確率の計算可能な理論式、 もしくは近似式、
$-$

2. 日本の姓の頻度の統計

が必要になる。 この講演では不一致確率 $r_{n}$ の巾和 $\{P_{m}\}$ のベル多項式による表現と、ベル

多項式の対数の形式的展開に基づくその近似式を紹介する。日本における姓の頻度に関する

データとしては第一生命がその顧客名簿 (832万人分) を集計して得られた数値を用いる。但

し公表されている頻度は上位 200位迄のみであるため、 これに一般化された Zipf 分布を当て

はめることにより 201位以上の姓の頻度を推定することにした。

我々の経験を裏付けるように、同姓確率 $R_{n}$ は比較的小さな $n$ でも相当大きな値をとるこ

とが分かる。例えば同姓確率が 50% を始めて越えるのは $n=27$ $($誕生日問題では $n=23)$、

90% を始めて越えるのは $n=50$ (誕生日問題では $n=41$ ) である。

今一つの応用として「真の誕生日問題」を考える。実際の誕生日の分布は一様とはほど遠

く、倍程度くい違うことがある。 1900年から 1987年に生まれた日本人の 1988年における

日別誕生日の分布を公表されたデータから推定した。実際推定された分布は最大・最少で 1.5

倍ほどの差がある。 しかしながら、 それから計算された誕生日確率そのものは、等確率の仮

定から計算された誕生日確率とほとんど差が無かった。

2 ベル多項式

以下の議論ではベル多項式が主要な道具になるため、最初にその性質をまとめておく。詳

しくは Comtet (1974) や Roman (1984) を参照されたい。. 以下の議論ではベル多項式が主要

な道具になるため、最初にその性質をまとめておく。 (指数型) 部分^’多項式 $B_{n,k}(x_{1}, \ldots, x_{n-k+1})$

とは次の二重級数展開で定義される変数 $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ の多項式である;

(1) $\exp(u\sum_{m\geq 1}x_{m^{\frac{t^{m}}{m!}I}}$ $=$ $1+ \sum_{n\geq 1}\{\sum_{k=1}^{n}u^{k}B_{n,k}(x_{1}, x_{2}, \ldots)\}\frac{t^{n}}{n!}$

(指数型完全) ベル多項式琉 (xl, . . . , $x_{n}$ ) は次の母関数で定義される;

$\exp(\sum_{m\geq 1}x_{m}\frac{t^{m}}{m!})$ $=1+ \sum_{n\geq 1}Y_{n}(x_{1}x_{2}\cdots, x_{n})\frac{t^{n}}{n!}$
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つまり $Y_{n}=\Sigma_{k=1}^{n}B_{nk}$ and $Y_{0}=1$ である。 $B_{nk}$ の具体的表現は次の様になる;

(2) $B_{n,k}= \sum\frac{n!}{a_{1}!\cdots a_{n}!}\prod_{i=1}^{n}(\frac{x_{i}}{i!})^{a}$

:

ここで右辺の和は $\sum_{i=1}^{n}a_{i}=k$ 且つ $\sum_{i=1}^{n}ia_{i}=n$ であるすべての $(a_{1}, a_{2}, . . , a_{n})$ についてと

る。特に $B_{nn}$ =xnl 。次の性質は容易に分かる;

(3) $B_{n,k}(abx_{1},\ldots,ab^{j}x_{J},\ldots)=a^{k}b^{n}B_{n,k}(x_{1}, \ldots,x_{J}\cdots)$ ,

$Y_{n}(bx_{1}, b^{2}x_{2}, \ldots,b^{n}x_{n})=b^{n}Y_{n}(x_{1}, ...\cdot,x_{n})$

ベル多項式は次の漸化式を持つ (Roman, 1984, Chap. 4.1.8);

(4) $Y_{n}(x_{1}, \ldots, x_{n})=\sum_{i=1}^{n}(\begin{array}{l}-n1i-1\end{array})x_{i}Y_{n-i}(x_{1}\cdots, x_{n-i})$

更に我々は多重添字のベル多項式を必要とする。 この概念が既に文献中にあるかどうかは

不明であるが、定義そのものは通常のベル多項式のそれの単純な拡張である。 $S_{N}$ を多重添

字 $a=(a_{1}, \ldots, a_{N})\neq(0, \ldots, 0)$ の集合とする。次の記法を用いる;

$(x_{1}, \ldots, x_{N})^{a}=\prod_{i=1}^{N}(x_{t})^{a_{\iota}},$ $a!= \prod_{i=1}^{N}a_{i}!$ ,

$|a|= \sum_{i=1}^{N}a_{i}$ , $\Vert a\Vert=\sum_{i=1}^{N}ia_{i},$ $\langle a\rangle=\sum_{i=1}^{N}(i+1)a_{i}=|a|+\Vert a\Vert$

多重添字の (指数型) 部分ベル多項式 $B_{ak}$ とは次の二重級数展開で定義される変数 $\{x_{b;b\in}$

$S_{N}\}$ の多項式である;

(5) $\exp(u\sum_{b\in s_{N}}x_{b^{\frac{t^{b}}{b!})}}$ $=1+ \sum_{a\in s_{N}}\{\sum_{k=1}^{|a|}u^{k}B_{a,k}\}\frac{t^{a}}{a!}$

ここで $t=(t_{1}, \ldots, t_{N})_{0}B_{a,k}$ の閉じた表現は次のようになる;

$B_{a,k}( \{x_{b^{\}I}}=\sum\frac{a!}{\Pi b^{m}b!}\prod_{b}(\frac{x_{b}}{b!})^{m_{b}}$

ここで和は $\Sigma b^{m}b=k$ 且つ $\Sigma b^{m}b^{b=a}$ であるすべての多重添字 { $m_{b^{\}}}$ についてとる。関係

$\Sigma b^{m}b^{|b|=}$ 回に注意しよう。又 $B_{a,k}(\{x_{b}\})$ は $b\leq a$ (座標毎) 且つ固 $\leq|a|-k+1$ であ

るような $x_{b}$ だけを含む。

性質 (3) に対応する次の関係が成り立つ ;

$B_{a,k}(\{a^{y}b_{x_{b}}\})$ $=a^{k}y^{a}B_{a,k}(\{x_{b}\})$
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良く知られた様にベル多項式は合成関数の微分公式 (Fa\‘a di Bruno の公式) に登場する。

同様に多重添字のベル多項式は $h(x)=f(g(x))$ の形の合成関数の微分公式に登場する。
$g^{(a)}(x)=(\partial/\partial x)^{a}g(x)$ と置こう。すると一次元の場合と同じ議論により

(6) $( \frac{\partial}{\partial x})^{a}f(g(x))$ $=$ $\sum_{k=1}^{|a|}f^{\langle k)}(g(x))B_{a,k}(\{g^{(b)}(x);b\in S_{N}\})$

である事が分かる $0$ もしここで $f(x)=\log x$ と $e^{x}$ と置けば Barndorff-Nielsen and Cox

(1989) で述べられた exlog’ 公式の一つの表現を得る。特に

(7) $( \frac{\partial}{\partial x})^{a}\log g(x)$ $=$ $\sum_{k=1}^{|a|}[(-1)^{k-1}\frac{(k-1)!}{g(x)^{k}}]B_{a,k}(\{g^{(b)}(x)\})$

である。最後に次の簡単な関係が成立する;

(8) $Y_{N}(1,0,0, \ldots, 0)=1$ ,

(9) $( \frac{\partial}{\partial x})^{a}Y_{N}(1!x_{1}, \ldots, N!x_{N})=\{\frac{N!}{0M!}Y_{M}(1!x_{1}, \ldots, M!x_{M})$ $ifif$ $\Vert_{a}^{a}\Vert>N\leq N$

,

ここで $M=N-||a\Vert$ と置いた。

3 不一致確率

$\{p_{i}\}_{i\geq 1}$ を有限又は無限の確率関数とする。巾和 $\sum_{i\geq 1}p_{i}^{m}$ を $P_{m}$ と書く。不一致確率

$r_{n}$ は次の式で与えられる

$\sum_{i_{1},i_{2},\cdot\cdot i_{n}}.,p_{i_{1}}p_{i_{2}}\cdots p_{i_{n}}$

ここで和はすべての相異なる添字について取る。従って $\{r_{n}\}$ の母関数は次の式で与えられる

$G(t)=1+ \sum_{i\geq 1}r_{i^{\frac{t^{i}}{i!}}}=\prod_{i\geq 1}(1+p_{i}t)$

これは Fjajolet et al. (1988) が与えた不等生起確率の誕生日問題に関する様々な母関数一つ

である。 この母関数から $r_{n}$ を巾和 $\{P_{m}\}$ で表す関係式が得られる:

$G(t)$ $=$ $\exp[\sum_{n\geq 1}\log(1+p_{n}t)]$

$=$ $\exp[\sum_{n\geq 1}(\sum_{i=1}^{\infty}(-1)^{i-1}\frac{p_{n}^{\mathfrak{i}}}{i}t^{i})]$
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$=$ $\exp[\sum_{i=1}^{\infty}(-1)^{i-1}(i-1)!P_{i}\frac{t^{i}}{i!}]$

$=$ $1+ \sum_{n=1}^{\infty}Y_{n}(\ldots,$ $(-1)^{j-1}(j-1)!P_{j},$ $\ldots)\frac{t^{n}}{n!}$

従って

$r_{n}=Y_{n}(1,$
$\ldots,$

$(-1)^{j-1}(j-1)$ ! $P_{j},$
$\ldots,$

$(-1)^{n-1}(n-1)$ ! $P_{n})$

ここでベル多項式の閉じた表現 (2) を用いれば $r_{n}$ 自身の閉じた表現

(10) $r_{n}=1+a_{1}+2 \cdot a_{2_{a}}+_{1\neq}+n\cdot a_{n}=n\sum_{n}\frac{n!}{a_{1}!\cdots a_{n}!}\prod_{i=1}^{n}(\frac{(-1)^{i-1}P_{i}}{i})^{a_{i}}$

を得る。 Klotz (1979) はこの式を直接に導いている。又彼は Wisconsin の 41,208人の誕生

日のデータをもとに、 この式を用いて $r_{n}$ を $n=25$ 迄計算している。

ベ J多項式の漸化式 (4) を用いて $r_{n}’ s$ の漸化式を求めることが出来る:

Proposition 1 $r_{0}=1$ と置くと $n=1,2,$ $\ldots$ で次の漸化式が成立する:

(11) $r_{n}= \sum_{i=1}^{n}(-1)^{i-1}\frac{(n-1)!}{(n-i)!}P_{i}r_{n-\dot{\iota}}$ .

4 不一致確率の近似

公式 (10) は我々の問題に対する完全な解答であるが、大きな数と小さな数の積の莫大な和

(例えば $r_{25}$ で 1958項) となり実際の計算には不向きである。同じことは (11) 式について

も言える。 (もし十分な精度の多倍長演算が出来るなら (11) は不一致確率を計算するもっと

も簡単な方法である、後の節を参照。 ) この節では不一致確率の一つの近似式を考える。 $c=$

$\max_{i}p_{i}$ と置く。 一般姓を失うことなく $c<1$ とする。 巾和 $P_{m}$ は次の上界を持つ:

$P_{m}= \sum_{i}p_{i}(p_{i})^{m-1}\leq c^{m-1}$

従って

(12) $|B_{n,k}(P_{1})-P_{2}$ , . . . , $(-1)^{j-1}(j-1)!P_{j)}$ . . $)|$

$\leq$

$\sum_{a_{1}+2\cdot a_{2}+\cdots+n}$

.a $n^{=n}$

$\overline{a_{1}!}$.
$n!$

. $a_{n}!$

$\prod_{i=1}^{n}$ $( \frac{c^{i-1}}{i})$

砺

$a_{1}+a_{2}+\cdots+a$れ $=k$

$\leq$ $c^{n-k}$

a1
$\sum_{+2\cdot a_{2}+\cdots+n\cdot\alpha_{n}=n}$

$\frac{\uparrow 1!}{a_{1}!\cdots a_{n}!}\prod_{i=1}^{n}$ $( \frac{(i-1)!}{i!})a$

;

$a_{1}+a_{2}+\cdots+\circ n=k$

$=$ $c^{n-k}B_{n,k}$ ( $0!,$ $1!,$ $2!,$ . . ) $=$ $C^{n-k}|s(n,$ $k)|$
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ここで $s(n, k)$ は第 1種のスターリング数である。 スターリング数の定義とその部分ベル多項

式による表現については Comtet (1974) を参照のこと。

$r_{n}$ の部分ベル多項式による次の表現を考えよう:

$r_{n}= \sum_{k=1}^{n}B_{n,k}(P_{1}, -P_{2}, \ldots, (-1)^{j-1}(j-1)!P_{j}, .. .)$

$r_{n}$ を次の様に近似してみる:

$r_{n,m}= \sum_{k=n-m+1}^{n}B_{n,k}(P_{1}, -P_{2}, \ldots, (-1)^{j-1}(j-1)!P_{j}, .. )$

例えば

$r_{n,2}$ $=$ $1- \frac{(n)_{2}}{2}P_{2}$ ,

$r_{n,3}$ $=$ $r_{n,2}+[ \frac{(n)_{4}}{8}P_{2}^{2}+\frac{(n)_{3}}{3}P_{3}]$ ,

$r_{n,4}$ $=$ $r_{n,3}-[ \frac{(n)_{6}}{48}P_{2}^{3}+\frac{(n)_{5}}{6}P_{2}P_{3}+\frac{(n)_{4}}{4}P_{4}]$ ,

$r_{n,5}$ $=$ $r_{n,4}+[ \frac{(n)_{6}}{8}P_{2}P_{4}+\frac{(n)_{6}}{18}P_{3}^{2}+\frac{(n)_{7}}{12}P_{2}^{2}P_{3}+\frac{(n)_{8}}{384}P_{2}^{4}]$

ここで $(x)_{m}$ は factorial 多項式 $x(x-1)\cdots(x-m+1)$ である。

近似誤差は式 (12) を用いて次のように評価できる:

(13) $|r_{n}-r_{n,m}| \leq\sum_{k=1}^{n-m}c^{n-k}|s(n, k)|=c^{n}\sum_{k=1}^{n-m}c^{-k}|s(n, k)|$

この評価と符号無しスターリング数の母関数 $($ Comtet (1974, Chap. $5$ ) $)$

、 つまり

$x(x+1) \cdots(x+n-1)=\sum_{k=1}^{n}x^{k}|s(n, k)|$

を用いると次の結果が得られる:

Proposition 2

(14) $|r_{n}-r_{n,m}| \leq(1+c)(1+2c)\cdots(1+(n-1)c)-\sum_{k=0}^{m-1}c^{k}|s(n, n-k)|$ .
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符号無しスターリング数については次の表現と近似式が知られている (Moser and Wyman,

1958):

$|s(n, n)|$ $=$ 1,

$|s(n, n-1)|$ $=$ $(\begin{array}{l}n2\end{array})$ ,

$|s(n, n-2)|$ $=$ $\frac{(n)_{3}(3n-1)}{24}$

$|s(n, n-3)|$ $=$ $\frac{(n)_{2}(n)_{4}}{48}$

$|s(n, n-4)|$ $=$ $\frac{(n)_{4}(15n^{3}-30n^{2}+5n+2)}{5760}$

そして $n-o(\sqrt{n})\leq m\leq n$ に対し

$|s(n, m)| \simeq(\begin{array}{l}nm\end{array})(\frac{m}{2})^{n-m}\cross$

(1 $+$ $\frac{5(n-m)_{2}}{6m}+\frac{1}{m^{2}}\{(n-m)_{3}+\frac{25(n-m)_{4}}{72}\}$

$+$ $\frac{1}{m^{3}}\{\frac{251(n-m)_{4}}{180}+\frac{5(n-m)_{5}}{6}+\frac{125(n-m)_{6}}{1296}\}+\cdots)$

$r_{n,m}$ による近似は $n$ か $c$ が小さくなければあまり良くない。例えば古典的な誕生日問題で

は $r_{n,4}$ に対する評価 (14) が 0.01以下になるのは $5\leq n\leq 23$ の範囲、誤差 $|r_{n}-r_{n,4}|$ 自身

が 0.01以下になるのは $5\leq 7\sim\leq 24$ の範囲にすぎない。 .

5 不一致確率の対数の近似

ベル多項式の対数の漸近展開に基ずく別の近似を与える事が出来る。この節では固定した

$\{x_{2}, x_{3}, \ldots\}$ に対する

$\log Y_{N}(1,2!x_{2}, \ldots, N!x_{N})$

の展開を考える。 この展開の $Narrow+\infty$ の時の挙動に関心がある。

簡単のために次ぎの記号を用いる。集合 $\{1, 2, \ldots, K\}$ を $[K]$ と書く。記号 $S(X)$ と $S^{2}(X)$

はそれぞれ $X$ の空でない排反部分集合族、空でない濃度 2以上の部分集合の排反族とする。

$\mathcal{I}\in S(X)$ に対する合併集合 $\bigcup_{I\in \mathcal{I}}I$ を $\cup \mathcal{I}$ と書く。 $\cup \mathcal{I}=X$ である $\mathcal{I}\in S(X)$ の全体を

$S^{*}(X)$ と書く。 $\mathcal{I},$ $\mathcal{J}\in S(X)$ に対して関係 $\mathcal{I}\ll \mathcal{J}$ は、各 $I\in \mathcal{I}$ がある $J\in \mathcal{J}$ に含まれ、

各 $J\in \mathcal{J}$ は高々一つの $I\in \mathcal{I}$ を含む事を意味する。 もし $\cup \mathcal{I}=\cup \mathcal{J}$ ( $=Y$ と置こう) であれ
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ぱ順序関係 $\mathcal{I}\leq \mathcal{J}$ は $\mathcal{I}$ が $\mathcal{J}$ よりも細かな $Y$ の分割である事を意味する。 $\mu(\mathcal{I}, \mathcal{J})$ をこの

順序関係に対する M\"obius 関数とする、つまり:

$\mu(\mathcal{I}, \mathcal{J})=(-1)^{\#\mathcal{I}+\# J}\prod_{J\in J}\#\{I\in \mathcal{I};I\subset J\}$

もし $\mathcal{I}\in S(X)$ なら $\tau(\mathcal{I})=$ \Sigma I\in I(#I-1)、又 $\zeta(\mathcal{I})=\Pi_{I\in \mathcal{I}}(-1)\# I-1(\# I-1)$ と置こう。

数列 $t=\{t_{i}\}$ に対し和 $\sum_{i\in I}t_{i}$ を $t_{I}$ と書く。 もし $f(x)= \sum_{a}c_{a}x^{a}$ ならば mindeg $f$ は

$\{|a|;c_{a}\neq 0\}$ の最小値を表す。更に $\xi(n)=(-1)^{n-1}(n-1)$ と置く $\circ$

Proposition 3次ぎの形式的な展開が成り立つ :

(15) $\log Y_{N}(1,2!x_{2}, \ldots, N!x_{N})=$ $\sum$ $C_{a}(N)(x_{2}, x_{3}, \ldots, x_{N})^{a}\frac{1}{a!}$

$a\in s_{N-1}$

ここで $c_{a}$ は次ぎの形の多項式である;

$C_{a}(y)= \sum_{k=1}^{|a|}(-1)^{k-1}(k-1)!B_{a,k}(\{(y)_{\langle b\rangle}$ ; $b\in S_{N-1}$ ) $\})$

証明. $x=(x_{1}, \ldots, x_{N})$ と置く。関係 (3), (7) そして (9) から

$(\partial/\partial x)^{a}\log Y_{N}(1!x_{1},2!x_{2}, \ldots, N!x_{N})|_{x=(1,0,\ldots,0)}=$

$|O|$

$\sum_{k=1}(-1)^{k-1}(k-1)!B_{a,k}(\{(N)_{||b||}$ : $b\in S_{N}\})$

従って次ぎの展開が成り立つ :

$\log Y_{N}(1!x_{1},2!x_{2}, \ldots, N!x_{N})=$

$\sum_{a\in s_{N}}[\sum_{k=1}^{|a|}(-1)^{k-1}(k-1)!B_{a,k}(\{(N)_{||b_{||}}\})]\frac{y^{a}}{a!}$

ここで $y=(x_{1}-1, x_{2}, \ldots, x_{n})$。この展開で $x_{1}=1$ と置けば $a_{I}=0$ の項だけが残り、右辺

は次ぎのようになる:

$\sum_{a\epsilon s_{N-1}}[\sum_{k=1}^{|a|}(-1)^{k-1}(k-1)!B_{\langle 0,a),k}(\{(N)_{||b_{||}}\})]\frac{z^{a}}{a!}$

ここで $(0, a)=(0, a_{1}, \ldots, a_{N-1})$ そして $z=(x_{2}, \ldots, x_{N})$。 $|(0, a)|=|a|$ そして $\Vert(0, a)\Vert=$

\langle $a$ } を注意する。更に (5) より容易に

$B_{\langle 0,a),k}(\{x_{b};b\in S_{N}\})=B_{a,k}(\{x_{\langle 0,b)}$; $b\in S_{N-1}\})$

従って証明が終る。
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Proposition 4多項式 $C_{a}(y)$ は次数 $\Vert a\Vert+1$ を持つ。

この主張の証明は二つの補題を用意してから行う。より正確には、和我々はまず $\deg C_{a}\leq$

$\Vert a\Vert+1$ を示す。 $\deg C_{a}=\Vert a\Vert+1$ である事は Proposition 5で示される。

Lemma 1各 $K\geq 1$ と $k\geq 1$ に対し関数 $F_{K,k}(t),$ $t=(t_{1}, \ldots, t_{K})$ を

(16) $F_{I\backslash ,k}(t)= \sum_{\mathcal{I}\in S\langle[h])}(-1)^{*\mathcal{I}-1}(\neq \mathcal{I}-1)\{\prod_{I\in \mathcal{I}}(1+t_{I})-1\}^{k}$

で定義する。全ての $K,$ $k\geq 1$ で mindeg $F_{K,k}\geq K+k-1$ を仮定する。すると全ての

$a\in S_{N-1}$ で $degC_{a}\leq\Vert a\Vert+1$ となる。

証明. 関係 (8) と (9) から次式が成立する:

$Y_{N}(1,2!x_{2},3!x_{2}, \ldots, N!x_{N})=1+$ $\sum$ $(N)_{\langle a)} \frac{x^{a}}{a!}$

$a\in s_{N-1}$

ここで $x=(x_{2}, \ldots, x_{N})$ である。 この式と (15) から次のような $c_{a}$ の母関数が得られる:

$\log\{1+\sum_{a\epsilon s_{N-1}}(y)_{(a)}\frac{x^{a}}{a!}\}=\sum_{a\epsilon s_{N-1}}C_{0}(y)\frac{x^{a}}{a!}$

この母関数の左辺を直接展開し両辺を比較すると次の式が出る:

$C_{a}(y)= \sum_{n=1}^{|a|}\frac{(-1)^{n-1}}{n}\sum_{b_{1}+\cdots+b_{n}=a}\{a!/\prod_{i}b_{i}!\}\{\prod_{i}(y)_{(b_{i\rangle}}\}$

ここで最も内側の和は全ての (順序を考えない) $(b_{1}, \ldots, b_{n})$ についてとる。多項式展開公式、

Roman $($ 1984, Chap. $4)$
、 を用いると:

$C_{a}(y)$ $=$ $\sum_{k\geq 0}\triangle^{k}\{C_{a}(0)\}\frac{(y)_{k}}{k!}$

$=$ $\sum_{k\geq 0}[\sum_{n=1}^{|a|}\frac{(-1)^{n-1}}{n}\sum_{b_{1}+\cdots+b_{n}=a}\{a!/\prod_{i}b_{i}!\}\triangle^{k}\{\prod_{i}(0)_{(b.\cdot\rangle}\}]\frac{(y)_{k}}{k!}$

$\equiv$
$\sum_{k\geq 0}C_{a,k}\frac{(y)_{k}}{k!}$ , 仮に

ここで $\triangle$ は前進階差 $\Delta f(x)=f(x+1)-f(x)$ であり $\triangle^{k}f(0)=\triangle^{k}f(x)|_{x=0}$

各 $a\in S_{N-1}$ に多重添字 $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha\kappa)\in\{2, \ldots, N\}^{K},$ $\alpha_{1}\leq\alpha_{2}\leq$ . . . $\leq\alpha_{K}$ , を

$K=|a|$ かつ $\#\{i;\alpha_{i}=i+1\}=a_{j},$ $1\leq i\leq N-1$ となるように対応させる事が出来
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る。 { $a\rangle$ $=|\alpha|$ を注意する。例えば、 もし $N=5$ で $a=(1,3,2,1)$ ならば、 $K=7$ かつ

$\alpha=(2,3,3,3,4,4,5)$ となる。 この $a$ to $\alpha$ の対応の下で、 $a$ の各分割 $b_{1}+\cdots+b_{n}=a$ は分

割 $\mathcal{I}=\{I_{1}, \ldots, I_{n}\}\in S^{*}([K])$ に対応し \langle $b_{i}$ } $=\alpha_{I:}$ となる。更に次が分かる:

$\sum\{a!/\prod_{i}c_{i}!\}\prod_{i}(y)_{(C.\rangle}=n!\sum\prod_{i}(y)_{\alpha_{J;}}$

ここで左辺の和は $\{b_{i}\}$ の全ての置換 $\{c_{i}\}$ について取り、右辺は各 $i$ で $\{\alpha_{j}\}_{j\in J_{i}}=\{\alpha_{j}\}_{j\in 1}$.
となる全ての分割 $\mathcal{J}=\{J_{1}, \ldots, J_{n}\}\in S^{*}([K])$ について取る。従って、 もし各 $\alpha\in S_{K}$ に対

し

(17) $C_{\alpha,k}^{*}= \sum_{\mathcal{I}\in S([A])}(-1)^{\#\mathcal{I}-1}(\#\mathcal{I}-1)!\triangle^{k}\{\prod_{I\in \mathcal{I}}(0)_{\alpha_{I}}\}$

と置けば、 もし $\alpha\in\{2,3, \ldots, N\}^{K}$ が $a\in S_{N-1}$ に対応すれば $C_{\alpha,k}^{*}=C_{a,k}$ となる。 ここで

$(x)_{0}\equiv 1$ と置く。

各 $\mathcal{I}\in S^{*}([K])$ に対し $A=\Pi_{1\in \mathcal{I}}(1+t_{1})$ と置こう。すると次が分かる:

$A^{x}= \sum_{\alpha=\langle\alpha_{1},\ldots,\alpha_{K})\in S_{K}}\{\prod_{I\in \mathcal{I}}(x)_{\alpha_{I}}\}\frac{t^{\alpha}}{\alpha!}$

$\triangle^{k}A^{x}=A^{x}(A-1)^{k}$ であるから

$(A-1)^{k}= \sum_{\alpha\in s_{K}}\triangle^{k}\{\prod_{I\in \mathcal{I}}(0)_{\alpha_{I}}\}\frac{t^{\alpha}}{\alpha!}$

この関係式から $F_{K,k}$ が $\{C_{\alpha,k}^{*}\}$ の母関数である事が分かる、つまり:

$F_{K,k}(t)= \sum C_{\alpha,k}^{*}\frac{t^{\alpha}}{\alpha!}$

$\alpha\in s_{K}$

Proposition 4を証明するには、各 $k>\Vert a\Vert+1$ に対し $c_{a,k}=0$ for $k>\Vert a\Vert+1$ を示せぱよ

い。 しかしながら $\Vert a\Vert=|\alpha|-K$ であるから、 このことは $|\alpha|<K+k-1$ で $C_{\alpha,k}^{*}=0$ であれ

ばよく、更に後者は mindeg $F_{I\backslash ’,k}\geq K+k-1$ であれば成立する。従って補題は証明された。

Lemma 2関数系 $\{F_{K,k}\}$ は各 $K,$ $k\geq 1$ に対し次の漸化式を満足する:

(18) $F_{K,k}(t)- \{\prod_{i=1}^{Ii}(1+t_{i})-1\}F_{K,k-1}(t)=$

$\sum_{\mathcal{I}\in S^{2}([K])}\zeta(\mathcal{I})P_{\mathcal{I}}(t)[\sum_{J}\mu(\mathcal{I}, \mathcal{J})F_{K-\tau(J),k-1}(\{t_{J}\}_{J\in J}\cup\{t_{i}\}_{i\not\in\cup J})]$

ここで最も内側の和は $\mathcal{I}\leq \mathcal{J}$ である様な $\mathcal{J}\in S^{*}(\cup \mathcal{I})$ について取る。又次のように置いた:

$P_{\mathcal{I}}(t)= \prod_{i\in\cup \mathcal{I}}t_{i}\cross\prod_{i\in[K]\backslash \cup \mathcal{I}}(1+t_{i})$
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証明. $F_{K,k}$ は対称関数であるから $F_{K,k}(\{t_{i}\}_{i\in I})$ の様な記法を用いてもよい。各 $L\subset[K]$

について成り立つ恒等式

$\sum_{J\subset L,\# J\geq 1}(-1)^{\# J-1}(\# J-1)=-1$

から、各 $I\subset[K]$ に対して:

$\prod_{i\in I}(1+t_{i})=(1+t_{I})-\sum_{JCI,\# J\geq 2}\xi(\neq J)\{\prod_{J}t_{i}\}\{\prod_{I\backslash J}(1+t_{i})\}$

従って $\mathcal{I}\in S^{*}(K)$ に対して

$\prod_{I\in \mathcal{I}}(1+t_{I})-\prod_{i=1}^{K}(1+t_{i})$ $=$
$\sum_{J\in S^{2}\langle[K]),J\ll \mathcal{I}}\zeta(\mathcal{J})P_{J}(t)$

最後の関係式を用いて (18) の左辺が次式に等しくなることが分かる:

$\sum_{\mathcal{I}\in S^{2}\langle[K])}\zeta(\mathcal{I})P_{\mathcal{I}}(t)[.\sum_{J\in S([Ji\gamma),\mathcal{I}\ll J}\xi(\#\mathcal{J})\{\prod_{J\in J}(1+t_{J})-1\}^{k-1}]$

$\mathcal{I}\in S^{2}([K])$ を一つ固定し $X=\cup \mathcal{I}$ とする。各 $\mathcal{L}\in S^{*}(X)$ に対し

$H( \mathcal{L})=.\sum_{R\in S\langle[I\mathfrak{i}’]),\mathcal{L}\ll R}\xi(\neq \mathcal{R})\{\prod_{R\in R}(1+t_{R})-1\}^{k-1}$

と置く。更に $\overline{H}(\mathcal{U}),$ $\mathcal{U}\in S^{*}(X)$ , を $\mathcal{U}\leq \mathcal{L}$ である $\mathcal{L}\in S^{*}(X)$ に対する $H(\mathcal{L})$ の和とする。

すると

$\overline{H}(\mathcal{U})=F_{K-\tau(\mathcal{U}),k-1}(\{t_{U}\}_{U\in \mathcal{U}}\cup\{t_{i}\}_{i\not\in\cup \mathcal{U}})$

ここで M\"obius の反転公式、 Comtet $($ 1974, Chap. 4, Suppl. 15 $)$

、 を用いると:

$H( \mathcal{L})=.\sum_{u\in S\langle X)L\leq \mathcal{U}},\mu(\mathcal{L},\mathcal{U})\overline{H}(\mathcal{U})$

従って補題は証明された。

Proposition 4の証明. 証明は各 $K\geq 1$ 毎に $k$ に関する帰納法で証明する。最初に $F_{1,k}(t_{1})=$

$t_{1}^{k}$ を注意する。 した $g$ って Proposition 4 は $K=1$ と $k\geq 1$ で成立する。又 $n\geq 2$

なら $\triangle\{(0)_{n}f(0)\}=0$、 $n=1$ ならば $=f(1)$ を注意しよう。従って (17) より $\alpha\neq$

1 $\equiv(1,1, \ldots, 1)$ であれば $C_{\alpha,1}^{*}=0$、 そして $C_{1,1}^{*}=(-1)^{K-1}(K-1)!_{\circ}$ 従って $F_{F^{-},1}=$
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$(-1)^{K-1}(K-1)!\Pi_{1\leq i\leq K}t_{i}$ かつ mindeg $F_{J\backslash ’,1}=K$。ここで $K\geq 2$ で mindeg $F_{K,k-1}\geq$

$K+k-2$ と仮定する。すると (18) の左辺の mindeg は $K+k-1$ に等しい。更に (18) の右辺

の各項の mindeg は

mindeg $\{P_{\mathcal{I}}F_{K-\tau\langle J),k-1}\}=\min\deg P_{I}+\min\deg F_{IK-\tau(J),k-1}$

$\geq\#(\cup \mathcal{J})+\{K-\tau(\mathcal{J})+k-2\}=K+k-2+\#\mathcal{J}\geq K+k-1$

に等しくなる。 ここで $\tau(\mathcal{J})=\#(\cup \mathcal{I})-\#\mathcal{J}$ に注意する。 こうして証明が完了する。

Proposition 5 $a\in S_{N-1}$ に対する $c_{a,||a,,+1}$ の具体的な形は次の様になる

(19) $c_{a,||a|I+1}=(-1)^{|a|-1}(\langle a\rangle-1)!(2,3, \ldots, N)^{a}$

この Proposition の証明のためには次の補題がいる。

Lemma 3 $\kappa(n),$ $n\geq 2$ , を次式で証明する

$\kappa(n)=.\sum_{\mathcal{I}\in S([n])\cap S^{2}\langle[n])}(\#\mathcal{I}-1)!\prod_{I\in \mathcal{I}}(\# I-1)$

すると $\kappa(n)=(n-1)!$。

Lemma 3の証明。 $[n]$ の分割 $\mathcal{I}$ で $\#\{I\in \mathcal{I};\neq I=i\}=x_{i},$ $1\leq i\leq n$ , となるものの総数

は

$n!/ \{\prod_{i}x_{i}!\cross\prod_{i}(i!)^{x_{i}}\}$

となる、 Comtet (1974, Chap. 5)。従って

(20) $\kappa(n)$ $=$ $\sum_{k=1}^{n}\sum[\{n!(k-1)!/\prod_{i=2}^{n}x_{i}!\}\prod_{i=2}^{n}\{\frac{i-1}{i!}\}^{x:}]$

$= \sum_{k=1}^{n}(k-1)$ ! $B_{n,k}(0,1, \ldots, n-k)$

ここで真中の式の最も内側の和は $\Sigma_{2\leq i\leq n}x;=k$ かっ and $\Sigma_{2\leq i\leq n}ix_{i}=n$ という条件の下で

取る。 (1) 式から次が分かる:

$\exp(u\{1+(t-1)e^{t}\})=1+\sum_{n\geq 1}\{\sum_{k=1}^{n}u^{k}B_{n,k}(0,1, \ldots, n-k)\}\frac{t^{n}}{n!}$

この式の両辺に $e^{-u}$ をかけ $(0, \infty)$ 上で積分すると

$\sum_{n\geq 2}\frac{t^{n}}{n}=\sum_{n\geq 1}\kappa(n)\frac{t^{n}}{n!}$
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となることが (20) から分かる。従って証明が完了する。

Proposition 5の証明. これまでの議論から $F_{h,k}$ の零でない項の次数は高々 $K+k-1$ で

ある。 $G_{K,k}$ を次数が $K+k-1$ である $F_{K,k}$ の項の和とする。そこで (2) 式の両辺から次数

$K+k-1$ の項を抜き出すと次の漸化式が得られる:

(21) $G_{K,k}(t)= \{\sum_{i=1}^{K}t_{i}\}G_{K,k-1}(t)$

$+ \sum_{n=2}^{K}(-1)^{n-1}\kappa(n)[\sum_{I\in[K],\# I=n}\{\prod_{i\in I}t_{i}\}G_{K+1-n,k-1}(\{t_{I}\}\cup\{t_{i}\}_{i\not\in I})]$

次に $K$ と $k$ に関する二重帰納法を用い、 $K,$ $k\geq 1$ で次の式が成立することを示そう:

(22) $G_{K,k}(t)=(-1)^{n-1} \phi_{K}(k)\{\prod_{i=1}^{K}t_{i}\}\{\sum_{i=1}^{K}t_{i}\}^{k-1}$

ここで $\phi_{K}(k)$ は後で具体的に定められる定数である。 Proposition 2の証明から、 $K\geq 1$ に

対する $G_{K,1}$ は $\phi_{K}(1)=(K-1)!$ と置いた (22) $\cdot$ 式の形を持つ事が分かる。 もし (22) 式が

$k=m-1$ と $K=1,2,$ $\ldots,$
$M-1$ で成立すれば、 (21) 式を用いた適当な計算の後

$G_{M,m}(t)=(-1)^{M-1} \phi_{M}(m)\{\prod_{i=1}^{M}t_{i}\}\{\sum_{i=1}^{M}t_{i}\}$

である事が示せる。 ここで

$\phi_{M}(7?z)=\phi_{M}(m-1)+\sum_{n=2}^{M}(\begin{array}{ll}M -1-nl \end{array}) \kappa(n)\phi_{M+1m}(7n-1)$

と置いた。再び Lemma 3 と最後の漸化式を用いた帰納法から $\phi_{K}(k)=(K+k-2)!/(k-1)!$

が分かる。従って $G_{K,k}$ が次式に等しいことが分かった:

$(-1)^{K-1}(K+k-2)! \sum_{\alpha\in\{1,2,\ldots\}^{I\backslash ’},|\alpha[=K+k-1}\{\prod_{i=1}^{K}\alpha_{i}\}\frac{t^{\alpha}}{\alpha!}$

つまり $|\alpha|=K+k-1$ である $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{K})\in\{1,2, \ldots\}^{K}$ に対して

$C_{\alpha,k}^{*}=(-1)^{K-1}(K+k-2)! \prod_{i=1}^{K}\alpha_{i}$

しかしながら対応 $\alpha\in\{2, \ldots, N\}^{K}arrow a\in S_{K-1}$ と $C_{\alpha,k}^{*}=c_{a,k}$ から最後の関係式は

$a\in S_{N-1}$ に対する次式の成立を意味する:

$c_{a,||a||+1}=(-1)^{|a|-1}(\{a\}-1)$ ! $(2, 3, \ldots, N)^{a}$
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これが証明すべきことであった。

不一致確率 $r_{n}$ の (15) と (19) に基ずく近似を考えよう。式 (15) で $x_{i}=(-1)^{i-1}P_{i}/i$ と置

き、 $C_{a}(n)$ をその最高次の項 $C_{a,||a||+1}(n)_{||a||+1}/(||a||+1)!$ で近似する。すると

(23) $\frac{1}{n}\log Y_{n}(1, -P_{2}, \ldots, (-1)^{i-1}(i-1)!P_{2}, \ldots, (-1)^{n-1}(n-1)!P_{n})$

$\simeq$ $\sum_{a\epsilon s_{\mathfrak{n}-1}}(-1)^{(a\rangle-1}((a\}-1)!\frac{(n-1)_{||a||}}{(||a||+1)!}\frac{(P_{2},\ldots,P_{n})^{a}}{a!}$

$narrow\infty$ で $(n-1)_{||a||}\simeq n^{||a||}$ と $(P_{2}:\ldots, P_{n})^{a}=O(c^{||a||})$ であり、従って (23) 式の右辺の

$||a||$ が大きな項は $cn$ が小さい限り無視可能である。適当な項を選ぶことにより次ぎのような

$r_{n}$ の近似式を得る:

$\rho_{n,1}$ $=$ $\exp\{-\frac{(n)_{2}}{2}P_{2}\}$

$\rho_{n,2}$ $=$ $\rho_{n,1}\exp\{(n)_{3}[-\frac{P_{2}^{2}}{2}+\frac{P_{3}}{3}]\}$

$\rho_{n,3}$ $=$ $\rho_{n,2}\exp\{(n)_{4}[-\frac{5}{6}P_{2}^{3}+P_{2}P_{3}-\frac{1}{4}P_{4}]\}$

$\rho_{n,4}$ $=$ $\rho_{n,3}\exp\{(n)_{5}[-\frac{7}{4}P_{2}^{4}+3P_{2}^{2}P_{3}-P_{2}P_{4}+\frac{1}{5}P_{5}-\frac{1}{2}P_{3}^{2}]\}$

$P_{2}=1/365$ に対する近似式 $\rho_{n,1}$ は誕生日問題で良く知られている、 Feller (1968)。実際誕

生日問題では 5 $\leq n\leq 100$ に対する $|r_{n}-\rho_{n,m}|$ の最大値は $m=1,2,3,4$ でそれぞれ

0.01034684, $0$ .00090218, 0.00055420 と 0.00054270になり、極めて良い一致を示す、図 1を

参照のこと。

注意 近似 (23) はあくまで形式的なものであることを注意しよう。この近似に対する有用な

誤差限界を示すのは難しい問題と思われる。又もし仮にそうした限界が存在したとしても、

おそらくそれは $narrow\infty$ とともに $P_{a}arrow 0$ であるときに始めて意味を持つ様なものであろ

う。 もしそうだとすれば我々の関心の的であるかなり小さな $n$ ではあまり意味が無いであろ

う $\circ$ Arratia et al. (1989) は近似 $\rho_{n,1}$ が^Jヌイ列の Chen-Stein ボアッソン近似の理論から

導かれることを示し誤差 $|r_{n}-\rho_{n,1}|$ の一つの上界を与えた。 しかしながら彼等の上界は $n$ が

大きいと一方 $(\begin{array}{l}n2\end{array})P_{2}$ が適当な大きさに留まる限りにおいて実際的な意味を持つ。例えば誕生

日問題に対する彼等の誤差上界は $n\leq 9$ に限って 0.01以下である。
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図 1 誕生日問題に対する $r_{r\iota}$ の $\rho_{n,m}$ による近似

$m=1,2,3,4$ に対する $\log_{I0}|r_{r\iota}-\rho_{n,m}|$ の曲線

6 同姓問題

前節の結果を同姓問題に応用してみよう。 このためには日本における姓の分布を知る必要

があるがこれは困難な問題である。 日本には極めて多くの姓がありはたして何種類あるのか

正確には分かっていない。 [日本の苗字」 (1987) は確認済みの 110, 867種類の苗字を集録

している。 その後の調査により約 12万種類が確認されている、丹羽 (1980)。この異常な多さ

の背景には歴史的、文化的、言語的な要因がある。 日本の姓に関する大規模調査はこれまで

に二回行われている。最初の調査は漢字による姓名の計算機処理の基礎資料を得るために日

本ユニパック社によって行われた、田中 (1972)。二つの調査とも基礎資料は生命保険会社数

社の顧客のレコードファイルである。その中でも第一生命保険のものがデータ数が最大であ

り、以下の研究の基礎資料となる、「苗字と名前」 (1987) 参照。 この資料は 1986年当時の

約 8,32万人の顧客とその 11,098,833件の契約に基づいている (総人口約 1億 21,00万人)。

しかしながら公表されているデータは頻度で上位二百位迄のパーセント値 (総計で全体の約
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45%) だけである、表 1参照。

表 ‘130位迄の日本の代表的名苗字

(第一生命保険会社のデータの一部)

このデータに関して幾つかの問題点があげられる。明らかにこれは無作為抽出標本では無

い。又頻度は顧客数ではなく契約数で集計されており重複がある。 おそらくこの二点はさほ

どのバイアスを生じないであろう。苗字の分布は地域的な偏りを持つことが知られているが、

契約者の分布はほぼ各地域の人口に比例している。 もっとも深刻な問題はこのデータが音読

みで同じ姓を区別していない事であろう。一つの音読みに対し平均で約 1.7個の漢字表記が

存在するという研究がある、田中 (1972)。例えば頻度第 6位の「いとう」には良く知られた

「伊藤」「伊東」 という起源の異なる二つのグループが存在する。加えて丹羽 (1981) には井

東、井藤、任藤、伊統、位登、位藤、位頭、依当、依藤、威藤、夷藤、居藤、揖藤、為藤、

藺藤等の例があげられている (これらはおそらく伊藤・伊東の変形であろう)。 しかしながら

他にどうしようもないという理由から、音読みで同じ姓を同一視する。

表 2にユニパックの調査から得られた累積頻度を示す、田中 (1972)。このデータは第百生

命の顧客 715,815人のデータファイルから得られた。これから分かるように苗字の分布は仮

に極めて稀なものを除いたとしても極めて長い裾を持つ。

表 2 日本の姓の累積頻度

第百生命データ A(%) と推定値 B(%)
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従らて通常の分布をこのデータに当てはめることは困難である。幾つかの試行錯誤の結果

次の形の関数が少なくとも順位 200位迄の範囲で比較的良くあてはまりる事が分かった:

$f(n)= \frac{d}{n^{a}}$

ここで $a$ は約 0.7。もし $a>1$ ならば正規化すればこれはゼータ分布 (Zipf 分布) になる。 こ

こで Zipf 分布が物のサイズ. 占有率の近似理論分布になると言う Hill (1974) の研究を思い

出そう。 しかしながら、 $a\leq 1$ ならばこれは発散級数になるため、収束因子 $c^{n},$ $c<1$ をかけ

て収束級数を得る。長い裾を持つためには $c$ は 1に近くなければならない。結果として我々

は次のような関数を当てはめることにした。

(24) $f(n : a, b, c, d)$ $=$ $d \frac{c^{n}}{(n+b)^{a}},$ $n=1,2,3,$ $\cdots$ .

和 $\sum_{n=0}^{\infty}f(n : a, b, c, 1)$ で定義される関数 $\Phi(c, a, b)$ は一般化されたリーマンのゼータ関数と

呼ばれる、 Gradshteyn and Ryzhik (1980)。そして無限和 $\Phi(c, a, b)$ を計算することが困難

なため、 日本の苗字の概数は 12万種という情報を基に和の範囲を限って次の密度関数を考え

る:

(25) $p(n:a, b, c)$ $=$ $\xi(a, b, c)^{-1}\frac{c^{n}}{(n+b)^{a}},$ $1\leq n\leq 120,000$

ここで $\xi(a, b, c)$ は正規化定数

$\xi(a, b, c)$ $=$ $\sum_{n=1}^{120,000}\frac{c^{n}}{(n+b)^{a}}$

打ちきりによる残差は実際上無視可能である。次に非線型最少自乗法による当てはめを行っ

た。三母数密度関数 (25) を用いた当てはめは、 しかしながら和 $\xi$ の計算に時間がかかりす

ぎることと、得られた値の不正確さとのために失敗した。四母数関数 (24) を当てはめると

$a=0.9474,$ $b=5.798,$ $c=1.002$ そして $d=0.09464$ という値が得られた。 この値は

決定係数 $R^{2}=$ 99.38% という良い当てはめを示すが、 $c>1$ であるため 200位以上に補

外すると意味が無くなる。結果として我々は適当に選んだ $c<1$ に対し関数 (24) を三母数

$(a, b, d)$ で当てはめ、得られたパラメータ値から計算した (24) の和が出来るだけ 1 に近く

なるように逆に $c$ を定めることにした。 このようにして我々は最終的な推定値 $a=0.7570$ ,

$b=3.648,$ $c=0.9996$ を得た。決定係数は R2=99.27%。次にこの推定値を関数 (25) に代入

し $\xi(a, b, c)=19.80427$ を得、更に補外により日本の姓の頻度を推定した。表 2に推定累積

頻度を示した。以上の計算及び以下の計算に際しては非線型最少自乗法を除くすべての数値
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計算を UBASIC を用いて行った。 UBASIC は金沢大学数学教室の木田祐司氏により開発さ

れた最大 2,600桁 (第 8版) の固定小数点実数が扱える MSDOS 用のベーシック言語である。

以上の準備を基に同姓確率 $R_{n}$ を求めてみよう。先ず漸化式 (11) を直接用いる。結果は

表 3にまとめた、図 2 も参照されたい。一致確率が 50% を越えるのは $n=27$ の時であ

る。 その時 $R_{27}=51.153\%_{0}$ 同様に典型的な場合は Rls=27.327%, $R_{3S}=75.332\%,$ $R_{41}=$

$80$ .250%, $R_{50}=90.727\%,$ $R_{57}=95.289\%$ , そして $R_{71}$ =99.028%。図 3に不一致確率 $r_{n}$ を

$\rho_{n,m},$ $m=1,2,3,4$ , で近似した時の近似誤差を図示した。近似の程度はやはり非常に良い。

$\rho_{n,3}$ に見られる尖りは $r_{3}$ と $\rho_{n,3}$ がたまたまその当りで非常に近くなったために生じたもので

ある。

表 3. 同姓確率 (%)
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図 2200位迄の姓の頻度と当てはめられた曲線

$0$ 20 40 60 80 100

図 3. $N=2$ から 100迄の誕生日確率
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図 3. 誕生日問題: $r_{n}$ の $\rho_{n,m}$ による近似

$m=1,2,3,4$ に対する $\log_{10}|r_{n}-\rho_{n,m}|$ の曲線

7 “真の” 誕生日問題

二つ目の応用として日本における真の誕生日一致確率を推定してみよう。実際の誕生日の

分布は一様とは程遠く、又世代毎に大きな変化を見せる。例えば、 1900年の日本の最大月間

出生数は 154,114人 (一月)、最少は 85,469人 (六月) であり、 その比は $180:100_{o}$ 一方 1980

年では最大は 134,734人 (八月)、最少は 116,152人 (二月) で、 その比は 116:100。更に年間

出生数も世代毎に大きく変化する。特定の誕生日に対する好み・忌避による虚偽の誕生日の

申告も見逃せない。 Klotz (1979) は医者の都合が誕生日の分布を偏らせる重要な要因だと指

摘している。

勿論日本人の誕生日の日別分布の資料があるとは思えず、既存の部分的資料から推定せざ

るを得ない。以下の作業の基礎資料は $1900(5)1940,1947,1950(5)1980$ , そして 1982(1)1987の

月別出生数 (Vital Statistics 1987, JAPAN (1988)) と 1900(1)1988の各年度に生まれた人口

の 1988年における生存数 (Japan Statistical Yearbook $1989$、 $(1990)$ ) である。推定は次ぎ
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のような単純な区分的線型補間で行った。 $M(i),$ $1\leq i\leq 12$ をある年の月別出生数とする。

$M(i)$ を年間総出生数と月の日数で割り比 $m(i)$ を得る $\sigma$ $d(i)$ を月 $i$ の真中の時点とする。点

$P(i)=(d(i), m(i)),$ $0\leq i\leq 13$ , を区分的に線分で結ぶ、 ここで $P(0)=(d(12)-365, m(12))$

と $P(13)=(d(1)+365, m(1))$ と置いた。正規化を施してから日別の誕生日比率 $n(j),$ $1\leq$

$j\leq 365$ を求める。閏年の 2月 29日は無視した。月別出生数が得られない年については、

月別出生数が得られた前後の年の推定誕生日比率を線形補間して得た。最後に 1988年時点に

おける各世代の生存数をかけて 365日毎の誕生数を求めた。 このようにして得られた日別出

生数はやはりかなりの変動を見せた。最大は 0.343% (1月 16日)、最少は 0.236% (6月 15

日)。 $1/365=0.274\%$ を基準にした比率は 125;100:86。

以上の作業をもとに真の誕生日確率を求めてみよう。 しかしながら誕生日比率が一様とは

程遠いにも関わらず、誕生日確率は等確率の仮定から求めたそれとごく僅かな違いしか見せ

なかった。最大の差は $n=27$ における 0.370%。 Klotz (1979) も同じ現象を報告している。

一致確率は等確率の場合に最小になることが知られている、 Bloom $(1973)$、 Munford $(1977)_{\circ}$

Munford はこの事実が、何故実際には誕生日の一致がより頻繁に観察されるのかを説明する

と述べている。 しかし我々及び Klotz の例はこのことと矛盾する。おそら \langle Munford は個人

的な経験を誤って一般化したのであろう。

一致確率の安定性は次ぎのように説明することが出来る。これまでの議論から不一致確率

$r_{n}$ は既に $\rho_{n,1}$ でかなりの程度に近似可能な事が分かっている。 そして $\rho_{n,I}$ は $P_{2}$ だけで決

る。 $p_{i}=(1+\epsilon_{i})/365$ と置こう。 $\Sigma_{i}\epsilon_{i}=0$ であり

$\sum_{i}p_{i^{2}}-\sum_{i}(\frac{1}{365})^{2}=\frac{1}{365^{2}}\sum_{i}\epsilon_{i^{2}}$

つまり誕生日の比率の 1/365からのずれは $P_{2}$ の値の 1/365から $(1+\sigma^{2})/365$ へのずれに相

当する、 ここで $\sigma^{2}$ は $\{\epsilon_{i}\}$ の分散である。従って $\rho_{n,1}$ の値の相対的なずれは近似的に次ぎの

様になる:
$\frac{(n)_{2}}{2}\frac{\sigma^{2}}{365}$

我々の例では $\sigma^{2}/365$ は 0.00003であり、従って誕生日確率はほとんど変わらないことにな

る。 日別誕生数の推定に際し我々の用いた方法以外の方法も考えられるであろうが、 こうし

た事情は誕生日確率そのものはほとんど影響を受けない事を示している。
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