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シュレディンガー作用素の固有関数の増大度

立命館大学 荒井正治 (Masaharu ARAI)
京都工芸繊維大学 内山 淳 (Jun UCHIYAMA)

1 序

問題と解法を明らかにするために最も簡単な場合から考えよう。 $u$ を $-u”-\lambda u=0,$ $\lambda>$

$0$ の解とする。 この時、 $u=C\sin(\sqrt{\lambda}x+\alpha)$ であるから、 $u\not\equiv O$ であっても $|u|$ を下か
らすくい上げて評価することはできない。 しかし、 $|u’|^{2}+\lambda|u|^{2}$ についてはそれが可能で
ある。

次に $u$ を

(11) $-u”+q(x)u=0$

の非自明解とする。次の問題を考えよう。

問題 1.1 $u$ に依らない正値関数 $\Phi(x)$ と $k(x)$ が存在して

$\lim_{xarrow}\inf_{\infty}\Phi(x)[|u’|^{2}+k(x)|u|^{2}]>0$

となるための $q(x)$ の条件を求めよ。

簡単のため $q$ も $u$ も実数値関数としよう。

$\Phi(x)=\exp\int^{x}\gamma(t)dt$

$F(x)=\Phi(x)[u^{\prime 2}+k(x)u^{2}]$

と置 $\langle_{\circ}F(x)$ を微分すると、 (1.1) を使って

(1.2) $F’(x)=\Phi(x)[\gamma u^{\prime 2}+2(k+q)uu’+(\gamma k+k’)u^{2}]$
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を得る。

STEP I 任意の $u,$
$u^{t}$ に対して (1.2) の右辺が非負となるような $\gamma,$

$k$ を求めること。

例えば $q(x)=q_{1}(x)+q_{2}(x)$ と分 でき

$(\lambda.3)$ $q_{1}’+\gamma q_{1}+\gamma^{-1}q_{2^{2}}\leq 0$

となる $\gamma(x)>0$ が存在するならば $k(x)=-q_{1}(x)$ と取れば良い。特に、 $q_{1}=-\lambda$ (\mbox{\boldmath $\lambda$}:正

定数) の時は $\gamma(x)=_{\gamma_{\lambda}^{1}}|q_{2}(x)|$ とすればよい o

STEP I がうまくいったとしよう。

STEP 垣 $u$ は (1.1) の解であるから、任意の点 $x_{1}$ において $F(x_{1})>0$ であり \rangle STEP

I より $F(x)$ は非減少関数であるから

$\lim_{xarrow}\inf_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}F(x)\geq F(x_{1})>0$

を得る。

同様の問題を偏微分方程式

(14) $-\triangle u+q(x)u=0$

について考えよう。

$\Phi(r)=\exp\int^{r}\gamma(t)dt$

と置き、 (1.4) の両辺に 2\Phi (回) $\partial_{r}\overline{u}$ をかけ、 $s<$ 回 $<t$ で積分し、部分積分をして、実

数部分を取ると

(1.5) $( \int_{|x|=t}-\oint_{|x|=s})\Phi\{2|\partial_{r}u|^{2}-|\nabla u|^{2}\}dS$

$=l_{<|x[<t}^{\Phi}[( \gamma-\frac{n-1}{r})[\partial_{r}u|^{2}$

$+( \frac{2}{r}-\gamma-\frac{n-1}{r})(|\nabla u|^{2}-|\partial_{r}u|^{2})+2{\rm Re}[q(\partial_{r}\overline{u})u]]dx$
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を得る。これと部分積分によむえられる公式

$\langle^{\vee}\perp.6)$ $\zeta.j_{\{x|=\mathfrak{x}^{-}bt=s}^{f^{b}}\int_{\vee}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\Phi(|x\S\S k(x)|u(x)|^{2}dS}$

$-rightarrow-.j_{:i}^{\rho}\mathcal{F},_{\backslash !x|<L^{\ }}\overline{-0}_{-]}^{\wedge,?n}I^{\cdot}k{\rm Re}\xi\S\delta_{T^{*}}\iota)F\mathfrak{B}+\S\S_{\tau}k\star_{8^{+\frac{\S_{l}^{\neg-}}{T}8^{k}\S\S u\exists^{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{Bx}}}^{Q_{i}^{\underline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}$

.

とを叢々加え -\mbox{\boldmath $\zeta$}

$\{\backslash \neg\iota.7_{j}^{\backslash }$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-/^{-1!\grave{)}}}\vee^{\}}f^{rarrow i^{\wedge}}a_{\backslash }rightarrow\grave{j}’(\sigma:=k^{\prime^{\prime^{\backslash }}}|_{w}\wp|^{-[be]}\Phi \mathscr{R}\delta_{q}x\backslash .F_{c^{}}^{\int}r_{;\ll\S\approx\downarrow<\not\in}$

$\backslash \sim^{i}1\backslash .@_{J}^{\backslash }\}$ $F\langle t$ ) $-$
,

$\vec{\wp}_{\iota_{\backslash ^{\sim}},\dot{}\ \xi^{i^{d}}}^{\{\tau}J^{\backslash g_{r^{\mathfrak{B}|^{2}-|^{\varpi}\prime 4}}}\dot{}\nu\S^{2}*k(x3|\mathfrak{B}\xi x_{j^{\grave{t}}}^{\backslash }|^{2_{3}}\S \mathfrak{X}B$

$r_{!x\dot{\iota}=\theta}$

の彫の武を得る。

鴬徽分の場合の STStP I と岡様に

$\backslash _{\dot{i}_{\{\Phi}^{r}}$ に対して $G\underline{\gg}\mathfrak{Q}$

が示せたとしよう o 萎らに、

$@TL_{arrow}^{\gamma}\{P\underline{\nabla}\S^{j}$
$\mathscr{X}\zeta_{\backslash }r_{\hat{A}j}^{t}>\mathfrak{B}$ な為 $r_{3}$ B\searrow 存在する

ことが言える甑問題 11は解決することとをるが、$\zeta\lambda.8$} の右辺の被積釧関数は $\triangleleft’\iota,$
$\partial_{\dot{3}^{W}}$ の

二次形弐と見たと妻正定値ではないので、STEP 蟹は正しいかどう瀞分からない。それを

鍾避するために 4節の STEP IV 激鋒の考察ど $\backslash$ 補鋤瀾数 $p$ と $\phi$ の導入とを必要とした。

なお、 $\xi 1$。S) の右週の被積鰯関数が $\alpha\iota,$
$\partial_{j^{\mathfrak{U}}}$ の二款形式と見て正定殖であることを要しな

いのであれぱ、そこに $c\tau \mathfrak{v}ss$ term {\partial iB諏が加わって毒良いであろう。そこで、引節では
$\zeta_{r}^{\rceil}.5\}$ を導くにあたって \S 1.4) の爾辺に $2\Phi$( $\S x\S\}$ a瞬をかけたところを藪 lxl) ($2\partial_{r}\overline{u}$ 十 $g\overline{u}$)

をかけることにする。

2 定理

$iota\langle x$} $\in H_{loc}^{2}\langle\Omega$) を

(2.13 $-\Delta u+(q_{1}(x\}+q_{2}(x))u(x$} $=\emptyset$ 誠 $\Omega’\supset\{X\in$ 盆 n $\dot{l}$ $\S xf\geq R\S$
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を満たす、台が有界ではない関数とする。

以下 $r=|x|$ とし’ $= \frac{d}{dr}$ とする。

以後次の仮定 (Q), (A) をおく。

(Q.1) $q_{1}(x)$ は実数値関数であり次の性質を満たす :
$\forall w(x)\in H_{loc}^{1}(\Omega)$ に対して

$\sqrt{|q_{1}(x)|}w(x)\in L_{loc}^{2}(\Omega)$ かつ $\sqrt{|\partial_{r}q_{1}(x)|}w(x)\in L_{1oc}^{2}(\Omega)$ .

(Q.2) $q_{2}(x)$ は複素数値関数でもよいが次の性質を満たす :
$\forall w(x)\in H_{loc}^{1}(\Omega)$ に対して $\sqrt{|q_{2}(x)|}w(x)\in L_{loc}^{2}(\Omega)$ .

(A) $i=1,2$ に対して以下の性質を満たす $[R_{0},\infty$ ) で連続な関数\mbox{\boldmath $\psi$}i(r), $\sigma_{i}(r),$ $\eta_{i}(r)$ が

存在する。

(A1) $\psi_{i}(r)>0$ ,

(A.2) $\sigma_{i}(r)>0$ かつ 有界,

(A.3) $\eta;(r)\leq 2$ かつ 有界,

(A.4) $\sigma_{i}(r)-\eta_{i}(r)\in C^{1}([R_{0}.\infty))$ かつ

$\{(\sigma_{2}(r)-\eta_{2}(r))-(\sigma_{1}(r)-\eta_{1}(r))\}’=O(r^{-1})$ ,

(A.5) 定数 $a_{1}>1,$ $a_{2}>0$ が存在して

$\lim_{|x|arrow}\sup_{\infty}\frac{\psi_{i}(r)^{2}}{\sigma_{i}(r)}[r\partial_{r}q_{1}(x)+\eta_{i}(r)q_{1}(x)+\frac{a}{\sigma_{i}(r)}|rq_{2}(x)+\frac{1}{4}\{\sigma_{i}(r)-\eta_{i}(r)\}’|^{2}]<0$ ,

(A 6) $\lim_{|x|arrow\infty}\frac{\psi_{i}(r)}{r\sigma_{j}(r)}=0$,

(A.7) 正定数 $C_{1},$ $C_{2}$ と連続関数 $\tau(r)$ が存在して、

$C_{2}\sigma_{2}(r)\leq\tau(r)\leq C_{1}$ ,
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$\lim_{rarrow\infty}\frac{\psi_{2}(r)}{\sqrt{\sigma_{2}(r)}}\exp(\int_{R^{r_{0}}}\frac{\tau(t)-\eta_{2}(t)}{2t}dt)=0$ .

〈仮定終わり〉

さて

(2.2) $\Phi_{i}(r)=\exp(\int^{r}\frac{\sigma_{i}(t)+\eta_{i}(t)}{2t}dt)$

と置こう。

定理 21 以上の仮定が満たされているとき

$\lim_{Rarrow}\inf_{\infty}\int_{|x|=R}\Phi_{1}(|x|)[|\partial_{r}u|^{2}+(\frac{1}{r^{2}}+(q_{1})_{-})|u|^{2}]dS>0$

が成り立つ。ここで

$(q_{1})_{-}(x)={\rm Max}\{0, -q_{1}(x)\}$

である。

定理 2.2 さらに、

(Q.3) 定数 $0<a_{3}<1,$ $\delta\geq 0,$ $C_{3}>0$ が存在して

$\int_{\Omega}\{(q_{1})_{-}(x)+({\rm Re}[q_{2}]+\frac{1}{4r}(\sigma_{1}-\eta_{1})’)_{-}(x)\}|w|^{2}dx$

$\leq\int_{\Omega}\{a_{3}|\nabla w(x)|^{2}+C_{3}r^{\delta}|w|^{2}\}dx$

がすべての $w(x)\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対して成り立つとしよう。

このとき

(1) $\lim_{Rarrow}\inf_{\infty}R^{\delta}\Phi_{1}(R)\int_{R<|x|<R+1}|u|^{2}dx>0$

が成り立つ。

(2) さらに $\int^{\infty}R^{-\delta}\Phi_{1}(R)^{-1}dR=\infty$ であれば $u(x)\not\in L_{2}(\Omega)$
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である。

注 2.3 最も基本的な仮定は (A.5) の $i=1$ である。これは $n=1,$ $\sigma_{1}\equiv\eta_{1}$ のときに

は、 $\gamma=x^{-1}\sigma_{1}=\grave{x}^{-1}\eta_{1}$ と置くことにより (1.3) とほぼ同値となる。なお、ここで $\sigma_{1}=\eta_{1}$

を仮定しなくてもよいのは、 1節の最後に注意した $g$ の導入のご利益である。

また、 (A.3) の中の $\eta_{i}\leq 2$ は偏微分特有の仮定であり、常微分の場合には不要である。

注 2.4 定理の主張の中には $i=1$ しか現れていないことに注意しよう。 $\sigma_{1}$ を固定す

ると $\eta_{1}$ が小さく取れれば取れるほど良い定理と言うことになる。他方、 $\eta_{2}$ しか現れない

仮定 (A.7) は $\eta_{2}$ が大きければ大きいほど満たしやすい仮定である。そこで $i=1,2$ と分

けることとした。

3 例

$q_{1}(x)=-r^{\alpha}+V_{1}(x)-\lambda$, $q_{2}(x)=V_{2}(x)+r^{-1}Q’(r)$

なる場合を考えよう。ここで

$\alpha>0,$ $-\infty<\lambda<\infty$ は定数

$V_{1}(x),$ $Q(r)$ は実数値関数

$\partial_{r}V_{1}=o(r^{\alpha-1}\theta(r)),$ $V_{1}=o(r^{\alpha}\theta(r)),$ $V_{2}=o(r^{(a/2)-1}\theta(r)),$ $Q(r)=o(\theta(r))$

とし $\theta(r)$ は

$\theta(r)=1,$ $\log r,$ $(\log r)^{-1-e_{0}}$ $(\epsilon_{0}>0)$

のどれかとしよう。

このとき、次が成り立つ。

命題 3.1

1) $\theta(r)\equiv 1$ のときは
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$\{u\not\in L^{2}(|x|>R_{0}^{X})^{\geq C_{e}R^{-(\alpha/2)-e}}\int_{R<[x|<R+1}|u|^{2}dforany\epsilon>0if0<\alpha<2$

.
2) $\theta(r)=\log r$ のときは

$\{u\not\in L^{2}(|x|>R_{0}^{X})^{\geq C_{e}R^{-(\alpha\oint 2)}(\log R)^{-e}}\int_{R<|x|<R+1}|u|^{2}dforany\epsilon>0if0<\alpha\leq 2$

.
3) $\theta(r)=(\log r)^{-1-e_{0}}$ のときは

$\{\int_{8l\not\in L^{2}(|x|}R<1^{x|<R+1}1_{>R_{0}^{X})^{\geq CR^{-(\alpha/2)}}}u|^{2}d$

if $0<\alpha\leq 2$ .

この証明に先立って、$Q(r)$ の例をあげておく 。 $Q(r)=-l^{\infty}t^{-e_{1}}e^{t}\sin e^{t}dt$ は $Q(r)=$

$O(r^{-e_{1}})$ なので上の仮定を満たすが、 $r^{-1}Q’(r)=r^{-1-e_{1}}e^{f}\sin e^{f}$ なので $q_{2}$ 自身は非常に

大きくなり得ることに注意しておこう。

証明 $\beta_{2}<\beta_{1}=\alpha,$ $0<\epsilon<2^{-1}(2+\alpha)$ に対して

$\sigma(r)=\sigma_{i}(r)=\epsilon\theta(r)-2Q(r)$ , $\eta_{i}(r)=\epsilon\theta(r)+2Q(r)-\beta$:

とおくと (A.4) が満たされ

$(\sigma_{i}-\eta_{0})’=-4Q’$ , $\sigma:+\eta:=2\epsilon\theta-\beta_{i}$

である。 $Q=o(1)\cdot\theta$ . だから $R_{1}$ を十分大きく取ることにより $r>R_{1}$ に対して $|Q(r)|<$

$(\epsilon/4)\theta(r)$ とできる。 よって

(31) $(\epsilon f2)\theta(r)<\sigma(r)<(3\epsilon/2)\theta(r)\leq(3\epsilon/2)$ ,

(3.2) $(\epsilon/2)\theta(r)-\beta:<\eta_{i}(r)<(3\epsilon/2)-\beta_{i}<2-(\epsilon/2)$ for $r>R_{1}$

となり、 (A.2), (A.3) が満たされる。次に $\psi_{i}(r)=r^{-a/2}(i=1,2)$ とおくと (A.I),(A.6) は

明かである。 $rq_{2}+4^{-1}(\sigma-\eta_{i})’=rV_{2}$ に注意すると

$\lim_{rarrow}\sup_{\infty}\sigma^{-1}\psi_{i}^{2}\{r\partial_{r}q_{1}+\eta_{i}q_{1}+a_{i}\sigma^{-1}|rq_{2}+4^{-1}(\sigma-\eta:)’|^{2}\}$

$= \lim_{farrow}\sup_{\infty}\sigma^{-1}r^{-\alpha}\{-(\alpha+\eta_{i})r^{\alpha}+(r\partial_{r}V_{1}+\eta_{i}V_{1})-\eta_{i}\lambda+a_{i}\sigma^{-1}|rV_{2}|^{2}\}$
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$\leq-\lim_{rarrow}\inf_{\infty}(\alpha+\eta_{i})\sigma^{-1}+\lim_{rarrow}\sup_{\infty}\{o(1)\cdot\sigma^{-1}\theta(r)-\eta_{i}\lambda\sigma^{-1}r^{-\alpha}+0(1)\cdot\sigma^{-2}\theta(r)^{2}\}$

を得るが、 $\beta_{2}<\beta_{1}=\alpha$ と (3.1), (3.2) より第一項は負、第二項は零となり、 (A.5) が満た

される。

さらに、 $\tau$ を $0<\tau<\alpha-\beta_{2}$ となる定数に取ると (A.7) も満たされる。

このとき、

$\Phi_{1}(R)=\exp(\int_{R_{0}^{R}}(2t)^{-1}\{\sigma(t)+\eta_{1}(t)\}dt)=(\frac{R}{R_{0}})^{-(a/2)}\exp(\epsilon\int_{R_{0}^{R}}\frac{\theta(t)}{t}dt)$ ,

$\exp(\epsilon\int_{Ro}^{R}\frac{\theta(t)}{t}dt)\{\begin{array}{l}=ConstR^{e},if\theta(r)\equiv l=Const(logR)^{e},if\theta(r)=(1ogr)^{-l}\leq Const,if\theta(r)=(logr)^{-l-e_{0}}\end{array}$

である。 $\delta=\alpha$ として (Q.3) が満たされるから、定理 22により命題 3.1が示された。

4 証明の概要

STEP I $\gamma_{i}(r),$ $g_{i}(r),$ $\rho(r),$ $k_{i}(x)$ $(i=1,2)$ を後に定める実数値関数とする。 $\Phi_{i}(r)=$

$\int^{r}\gamma_{i}(t)dt$ と置く。 $v(x)=e^{\rho(r)}u(x)$ と置き、 (2.1) を $v$ の方程式に書き換えると

$-\Delta v+2\rho^{l}\partial_{r}v+\{q_{1}+q_{2}+\rho’’+(n-1)r^{-1}\rho’-\rho^{\prime 2}\}v=0$

となる。この両辺に $\Phi_{i}(r)(2\partial_{r}\overline{v}+g_{i}\overline{v})$ をかけ、 $(R_{0}<)s<$ 同 $<t$ で積分し、部分積分を

して、実数部分を取る。それと (1.6) で $u$ を $v$ に置き換えた式とを辺々加えると

$+{\rm Re}[ \{\gamma_{i}g_{i}+2q_{1}+2\overline{q_{2}}+g_{i}’+2(\rho^{l/}+\frac{n-1}{r}\rho’-\rho^{\prime 2}+g_{i}\rho’)+2k_{i}\}(\partial_{r}v)\overline{v}]$

$+ \{g_{i}(q_{1}+{\rm Re}[q_{2}])+g_{i}(\rho^{\prime t}+\frac{n-1}{r}\rho-\rho^{l2})+\partial_{r}k_{i}+(\gamma_{i}+\frac{n-1}{r})k_{i}\}|v|^{2}]dx$

を得る。

$\sigma;,$ $\eta_{i}$ を仮定に現れる関数とし、 $\phi(r)$ を後に定める関数として、

$\gamma_{i}(r)=\{\sigma_{i}(r)+\eta_{i}(r)\}/(2r)$ , $g_{i}(r)=\{\sigma_{i}(r)-\eta_{i}(r)\}/(2r)+(n-1)/r$,
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$k_{i}(x)=-q_{1}(x)+\rho’(r)^{2}+(g_{i}(r)^{2}/4)-\phi(r)$

と置くと、上式は

(4.1) $F_{i}(t; \rho,\phi)-F_{i}(s;\rho,\phi)=\int_{\epsilon<|x|<t}r^{-1}\Phi_{i}(r)G_{i}(x;\rho,\phi)dx$ $(i=1,2)$

と書ける。 ここで瓦, $G_{i}$ は次式で与えられる。

$F_{i}(t; \rho,\phi)=\int_{|x|=t}\Phi_{i}(r)\{2|\partial_{r}v|^{2}-|\nabla v|^{2}+g_{i}(r){\rm Re}[(\partial_{r}v)\overline{v}]$

$+(-q_{1}(r)+ \rho’(r)^{2}+\frac{1}{4}g_{i}(r)^{2}-\phi(r))|v|^{2}\}dS$

$G_{i}(x; \rho,\phi)=\tilde{G}_{i}(x)+4r\rho’(r)|\partial_{r}v|^{2}+2r(\rho^{ll}+\frac{n-1}{r}\rho’+g_{i}\rho’-\phi){\rm Re}[(\partial_{r}v)\overline{v}]$

$+r \{2\rho’\rho^{\prime l}+\frac{\eta.\cdot(r)}{r}\rho^{l2}+g_{i}(\rho^{l\prime}+\frac{n-1}{r}\rho’)-\phi’-(\gamma.\cdot+\frac{n-1}{r})\phi\}|v|^{2}$

$\tilde{G}_{i}(x)=\sigma_{j}(r)|\partial_{r}v|^{2}+(2-\eta_{i}(r))(|\nabla v|^{2}-|\partial_{r}v|^{2})$

$+2{\rm Re}[ \{rq_{2}+\frac{1}{4}(\sigma_{i}(r)-\eta_{i}(r))’\}(\partial_{r}\overline{v})v]+rg_{i}(\gamma_{i}+\frac{g_{i}}{2}-\frac{1}{r}){\rm Re}[(\partial_{r}v)\overline{v}]$

$+[-\{r\partial_{r}q_{1}+\eta_{i}(r)q_{1}\}$

$+g_{i} \{r{\rm Re}[q_{2}]+\frac{1}{4}(\sigma_{i}(r)-\eta_{i}(r))^{l}\}+\frac{1}{4}g_{i}^{2}(r\gamma_{i}+n-3)]|v|^{2}$ .

なお、仮定 (Q.1), (Q.2) は部分積分の正当性のために使われている。

STEP II 仮定 $(A.1)-(A.6)$ より

$G_{1}(x;0,0)\geq 0$ for $\forall|x|\geq\exists R_{1}\geq R_{0}$

を示すことができる。

STEP III

$\exists R_{*}>R_{1}$ st. $F_{1}(R_{*};0,0)>0$

$\Rightarrow$ 定理 2.1が成り立つ。
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実際、 (4.1) と STEP II より $F_{1}(r;0,0)$ は非減少関数であり、 $\rho\equiv 0$ の時は $v=u$ であ

ることと、 $|g_{1}(r)|\leq Constr^{-1}$ に注意すると

$F_{1}(r;0,0)= \int_{|x|=r}\Phi_{1}(r)\{2|\partial_{r}u|^{2}-|\nabla u|^{2}+g_{1}{\rm Re}[(\partial_{r}u)\overline{u}]+(-q_{1}+g_{1}2/4)|u|^{2}\}dS$

$\leq Const\prime_{|x|=r}\Phi_{1}(r)\{|\partial_{r}u|^{2}+(\frac{1}{r^{2}}+(q_{1})_{-})|u|^{2}\}dS$

を得るからである。

STEP IV

$\rho_{1}(r)=\int_{R^{r_{0}}}\{\exp(\int_{R^{\epsilon_{0}}}\frac{\tau(t)-\eta_{2}(t)}{2t}dt)\}ds$

とおく。 $\phi(r)$ が

(4.2) $\lim_{rarrow\infty}\frac{\psi_{2}(r)^{2}}{\sigma_{2}(r)}r\{r\phi(r)^{2}+|\phi’(r)+(\gamma_{2}(r)+\frac{n-1}{r})\phi(r)|\}=0$

を満たすならば、

$\exists R_{2}\geq R_{1}$ , $\exists M>0$ , $s.t$ . $G_{2}(x;m\rho_{1},\phi)\geq 0$ for $\forall|x|\geq R_{2},$ $\forall m\geq M$ .

この証明には、 (A 7) を使う。

STEP V $\rho_{1},$
$\phi$ を上の通りとすると

$\exists R_{3}\geq R_{2}$ , $\exists m_{0}>M$, $s.t$ .

$F_{2}(r;m_{0}\rho_{1}, \phi)\geq F_{2}(R_{3};m_{0}\rho_{1}, \phi)>0$ for $\forall r\geq R_{3}$ .

実際、 $v=e^{\rho}u$ により $F_{2}(r;m_{0\rho_{1}}, \phi)$ を $u$ を使って表しておく。$e^{-2m\rho_{1}(r)}F_{2}(r;m\rho_{1}, \phi)$ は

$m$ の 2次式であって

$m^{2}$ の係数 $=2 \int_{|x|=r}\Phi_{2}(r)\rho_{1}^{\prime 2}|u|^{2}dS$

である。 $supp[u]$ が compact ではないから上の量が正となる $r=R_{3}$ が存在し、 $m_{0}$ を十

分大きく取ると、求める式の第二の不等式を得る。第一の不等式は (4.1) と STEP IV よ

り従う。

STEP VI $\phi$ を (4.2) を満たす関数とする。 $r$ の関数 $\rho_{2}(r;R)$ を
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$\rho_{2}(r;R)=C(R)\log r$

とおき、定数 $C(R)$ を

$m_{\mathcal{O}}\rho_{1}’(r)=p_{2}’(r;R)$ at $r=R$

を満たすように取る。このとき、

難\sim ; $p_{2}$ \langle 。; $R_{4}$), $\phi$) $\triangleleft-\gg$ 亀\sim ; $\rho_{2}(\cdot ; R_{4}),\phi)|_{r=\ }>0$ for $\forall r\geq\exists R_{4}\geq R_{3}$

である\mbox{\boldmath $\theta$} なぜなら $\searrow$ STEP IV と同様にして、

$8_{2}\zeta X_{?}^{\cdot}\beta_{2}(\cdot ; R_{4}),\phi)\geq 0$ for $\forall|xJ\geq\exists R_{4}$

を得るから、 $\zeta 4$。1) より昂\sim ; $\rho_{2}$( $\cdot$ ;鵡), $\phi$) は単調非減少関数である。また、 $v$ を it に戻す

ことにより

$\Psi_{2}(r;\rho_{2}(\cdot\Phi R_{4}),\phi)=exp12\{\rho_{2}(r|R_{4})-m_{0}\rho_{1}(r)\}]\cdot F_{2}(r;m_{0}\rho_{1},\phi)$ at $r=R_{4}$

であることが分かるが、STEP V よりこれは正である。

STEP VII 次のいずれかが成む立つことは明らかである�

Case 1 : $\forall R_{5}\geq R_{0}$ , $\exists R_{6}\geq R_{s}$ s.t.

$\frac{d}{dr}I_{ix\}=\tau}\frac{\Phi_{1}}{f}(2\rho_{2}^{J}+g_{2}-g_{1})|u|^{2}dS|_{r=\ } \leq 0$;

Case 2 : $\exists R_{7}\geq R_{0}$ , s.t.

$\frac{d}{dr}\int_{|x\models r}\frac{\Phi_{1}}{r}(2\rho_{2}’+g_{2}-g_{1})|u|^{2}dS>C$ fcr $\forall r\geq R_{7}$ .

STEP VIII $0<2\rho_{2}^{J}+g_{2}-g_{1}\leq Constr^{-1}$ に注意すれば、Case 2が成り立つ場合には

$\lim_{Rarrow}\inf_{\infty}\oint_{1^{x}1=R}\frac{\Phi_{1}(r)}{r^{2}}1u|^{2}dS>0$

を得るので、定理 21が成り立つ。

STEP IX $\phi(r)$ がさらに
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(4.3) $\phi\geq\frac{1}{4}(g_{2}^{2}-g_{1}^{2})+2\rho_{2}^{;2}+g_{2}\rho_{2}’$

$- \frac{1}{4r}(\sigma_{1}+\eta_{1}+2n-4)(2\rho_{2}^{l}+g_{2}-g_{1})-\rho_{2^{l}}’-\frac{1}{2}(g_{2}-g_{1})’$

for $\forall r\geq\exists R_{8}$

を満たすならば、Case 1が成り立っている場合には STEP III の仮定が導かれ、定理 2.1

が成り立つ。

STEP X (A.6) より (4.2), (4.3) を満たす $\phi$ が存在する。

注 (4.2) と「 $(4.3)$ で禽を $m_{0}\rho_{1}$ で置き換えたもの」 とを同時に満たす $\phi$ が存在す

るならば STEP VI は不要であるが、それは期待できない。

5 定理の拡張

1) 方程式 (2.1) の代わりに

$- \sum_{j,k=1}^{n}(\frac{\partial}{\partial x_{j}}+\sqrt{-1}b_{j}(x))a_{jk}(x)(\frac{\partial}{\partial x_{k}}+$ A$b_{k}(x))u+(q_{1}(x)+q_{2}(x))u=0$

を扱うことも可能である。

2) $\sigma_{i},$ $\eta$: が必ずしも $r=$ 同のみの関数ではない場合を許すように仮定を置くことも
できる。

Reference :

M. Arai and J. Uchiyama, Growth order of eigenfunctions of Schr\"odinger operators with

potentials admitting some integral conditions. (in preparation.)


