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特異測度の下での間隙三角級数の挙動について

筑波大学数学系 福山克司 (Katusi Fukuyama)

0. 間隙三角級数のある種の特異測度の下での中心極限定理は Hadamard 間
隙条件を仮定した上で Kaufman [11] 及び高橋茂先生 [26], [30] により示され
ています. この小論では間隙条件を高橋間隙条件に緩め中心極限定理と重複
対数の法則を示した結果及び一般の間隙級数についての結果を紹介したいと

思いますが, 読み易い内容とするため実際の証明は Hadamard 間隙条件の場
合を中心にしてみました. 高橋間隙条件の下での証明や一般の間隙級数にっ

いては筆者の [4], [5], [6] にまとめてありますので, 万が一興味のある方は参

照して下されば幸いです.

1. 測度を一般にした場合の結果
ここで述べる結果は, 高橋間隙条件をみたす間隙三角級数の従う極限定理

であるが, 基本となる確率測度を必ずしも Lebesgue 測度について絶対連続な
ものに限らず, ある種の条件をみたす特異測度の下での定理に拡張したもの
である.

以下 $\Omega=R$ とし $\Omega$ 上の確率測度 $P$ は次の 2条件の何れかをみたすもの
とする.

(H) $P[\omega,\omega+h]\leq Mh^{\rho}$ $(\omega\in\Omega, h>0)$

(D) $|\hat{P}|\leq M|u|^{-\rho/2}$ $(u\in R)$

但し $M,$ $\rho$ は正定数, $\hat{P}$ は $P$ の特性函数とする. これらの条件をみたす

確率測度には Cantor 測度などの面白い例がある. 詳しくは, Kershner [9],
Wiener-Wintner $[291, [30]$ を参照されたい.

まず, これらの条件の下での間隙三角級数についての中心極限定理を述べ
る.
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THEOREM 1. $P$ は (H) をみたすとする. 正数列 $\{\phi(j)\}$ は

$\phi(j+1)-\phi(j)\geq dj^{-\alpha}$ $(d>0,0\leq\alpha<1/2)$

をみたすとし, $\{\gamma_{j}\}$ は任意, $\{a_{j}\}$ は

$A_{n}^{2}=a_{1}^{2}+\cdots+a_{n}^{2}arrow\infty$ , $a_{n}=o(A_{n}n^{-\alpha}(1+\alpha\log n)^{-1})$

をみたすとする. このとき Lebesgue 測度について殆ど全ての $X>1$ につい

て次の中心極限定理が成立する.

$P( \frac{1}{A_{n}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\sqrt{2}\cos(x^{\phi(j)}\omega+\gamma;)\leq s)arrow\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{s}e^{-u^{2}/2}du$

ここで $x$ の例外集合は $\{a_{j}\}$ に依らないように取れる.

THEOREM 2. $P$ は (H) をみたすとし, 正数列 $\{\beta_{j}\}$ は高橋間隙条件

$\beta_{i+1}/\beta_{j}>1+cj^{-\alpha}$ $(c>0,0\leq\alpha<1/2)$

をみたすとし, $\{\gamma_{j}\}$ は任意, $\{a_{j}\}$ は定理 1と同じ条件をみたすとする. この

とき LebeSgue 測度について殆ど全ての $t\in R$ について次の中心極限定理が

成立する.

$P( \frac{1}{A_{n}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\sqrt{2}\cos(\beta_{j}t\omega+\gamma_{j})\leq s)arrow\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{s}e^{-u^{2}/2}du$

ここで $t$ の例外集合は $\{a_{j}\}$ に依らないように取れる.

THEOREM 3. $P$ は (D) をみたすとし, $\{\beta_{j}\},$ $\{\gamma;\},$ $\{a_{j}\}$ は定理 2と同じ条件
をみたすとする. このとき次の中心極限定理が成立する.

$P( \frac{1}{A_{n}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\sqrt{2}\cos(\beta_{j}\omega+\gamma_{j})\leq s)arrow\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{s}e^{-u^{2}/2}du$

定理 1は Kaufman [8] が

$a_{j}\equiv 1$ , $\phi(j)=j$ , $x>2$
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の場合に示した結果の拡張である. Kaufman の結果は Hadamard 間隙条件
をみたす特別な場合であり, 我々の結果は

$x^{\phi(j+1)}/x^{\phi(j)}\geq 1+(d\log x)j^{-\alpha}$

となるので, 高橋間隙条件を仮定していることになる.

定理 2は高橋 [24] が Hadamard 間隙条件

$\beta_{i+1}/\beta_{j}>q>1$

の下で示した結果の拡張であり, 定理 3は高橋 [28] がやはり Hadamard 間隙
条件の下で示した結果の拡張である.

$P$ が $[0,1]$ 上の Lebesgue 測度のときに定理 3にあたる定理は (即ち高橋間
隙条件の下での定理は)Erdo”s [3] により示され, $P$ が $[0,2\pi]$ 上の LebeSgue
測度正の部分集合に制限し正規化した LebeSgue 測度の場合には高橋 [20] に
よる.

これらに対応する重複対数の法則も示すことができる.

THEOREM 4, 5, 6. 定理 1, 2, 3に於て $\{a_{j}\}$ のみたすべき条件を

$A_{n}^{2}arrow\infty$ , $a_{n}=O(A_{n}(\log A_{n})^{-8}n^{-\alpha}(1+\alpha\log n)^{-1})$

とすると重複対数の法則が成り立つ. 例えば定理 4の結論は次のようになる.

Lebesgue 測度について殆ど全ての $X>1$ について

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\frac{1}{\sqrt{2A_{n}^{2}\log\log A_{n}}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\sqrt{2}\cos(x^{\phi(j)}\omega+\gamma_{j})=1$ a.s.

が成り立っ. ここで $x$ の例外集合は $\{a_{n}\}$ に依らないように取れる.

この結果は $P$ が LebeSgue 測度の場合は高橋 [25], [26] により示されてい
る.

以上は間隙三角級数についての結果だが, 三角函数を一般の函数 $f$ にした

場合には間隙性を強くする必要がある. 以下 $f\in$ Lip $\alpha(0<\alpha\leq 1)$ は周期
$2\pi$ を持ち

$\int_{0}^{2\pi}f(x)dx=0$ , $\int_{0}^{2\pi}f^{2}(x)dx=2\pi$
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をみたすものとする. Kac は大間隙条件

$n_{k+1}/n_{k}arrow\infty$ as $karrow\infty$

を仮定して $[0,1]$ 上の LebeSgue 測度の下での中心極限定理を示し, また高橋

[15] は重複対数の法則を示した. これらの結果は確率測度に条件 (H) または
(D) を仮定した場合にも同前の如く拡張される.

THEOREM 7, 8, 9 定理 1, 2, 3は $\sqrt{2}\cos(\cdot)$ を上の条件をみたす $f(\cdot)$ にか

えても, $\{\beta_{j}\}$ が大間隙条件をみたすとし, $\{a_{j}\}$ が

$A_{n}arrow\infty$ , $a_{n}=o(A_{n})$ as $narrow\infty$

をみたすとしてやはり成立する. 但し, 定理 7では, $\{x^{\phi(j)}\}$ が大間隙条件をみ

たすように

$\phi(j+1)-\phi(j)arrow\infty$ as $narrow\infty$

を仮定する.

THEOREM 10, 11, 12. 定理 7, 8, 9の条件の下でさらに

$A_{n}arrow\infty$ , $a_{n}=O(A_{n}(\log A_{n})^{-8}(\log n)^{-1})$

として重複対数の法則が成り立っ.

2. Salem-Zygmund の結果
間隙三角級数 $\{\sqrt{2}\cos(2\pi n_{j}\omega)\}$ の従う中心極限定理は $Kac$ $[7]$ により大間

隙条件

$n_{i+1}/n_{i}arrow\infty$ as $jarrow\infty$

の下で証明されたが, 今後の我々の議論は, つぎの Salem-Zygmund [17] の定
理の証明が基礎になっている. この節では, まず話の出発点としてその証明
を簡単な場合に限って与えてみることにする.
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THEOREM A. 自然数列 $\{n_{j}\}$ は Hadamard 間隙条件

$n_{j+1}/n;>q>1$ $(j\in N)$

をみたすとし, $\Omega$ は $[0,1]$ の LebeSgue 測度正の部分集合とする. また実数列
$\{a_{j}\}$ について

$A_{n}^{2}=a_{1}^{2}+\cdots+a_{n}^{2}arrow\infty$ , $a_{n}=o(A_{n})$ as $narrow\infty$

が成立しているものとする. このとき $\{\sqrt{2}\cos(2\pi n_{j}\omega)\}$ を $(\Omega, d\omega/|\Omega|)$ の確

率変数列と考えて次の中心極限定理が成立する.

$\frac{1}{|\Omega|}|$ { $\omega\in\Omega;\frac{1}{A_{n}}\sum_{i=1}^{n}$ a$j^{\sqrt{2}}$ ros $(2\pi n_{j}\omega)\leq s$ } $| arrow\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{s}e^{-u^{2}/2}du$ .

ここで $|\cdot|$ は集合の LebeSgue 測度を表すものとする.

ここでは $\Omega=[0,1]$ として証明してみることとする. 以下暫くの間, 簡単
のため $\zeta_{j}(\omega)=\sqrt{2}\cos(2\pi n_{j}\omega)$ と書くことにし, また見通しをよくするため
$q\geq 3$ の場合だけを先に証明してしまうことにする.

中心極限定理を証明するためには, それと同値な特性函数

$\phi_{n}(t)=Eex_{P}(\frac{it}{A_{n}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\zeta_{j})$

の $e^{-t^{2}/2}$ への各点収束をいえばよい. (ここで $E$ . は確率測度での積分 $\int_{0^{1}}\cdot d\omega$

を表している. )
$\log(1+ix)$ の Taylor 展開により $e^{-ix}=(1+ix)ex^{p}(-x^{2}/2+O(|x|^{3}))$ が

導かれるので, これを用いると

$\phi_{n}(t)=E\prod_{i=1}^{n}(1+\frac{ita_{i}}{A_{n}}\zeta_{j})$ exn $(- \frac{t^{2}}{2A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{i^{\zeta_{j}^{2}}}^{2}+\sum_{j=1}^{n}O(|\frac{ta_{j}\zeta_{j}}{A_{n}}|^{3}))$

が得られる.
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ここでまず $eXP(\cdot)$ が $e^{-t^{2}/2}$ に確率収束することを示す. $ex^{p}$ の中身が
$-t^{2}/2$ に $L_{2}$ 収束していることを示せば十分である. 第二項に着目すれば

$\sum_{j=1}^{n}O(|\frac{ta_{j}\zeta_{j}}{A_{n}}|^{3})=\frac{\sqrt{2}|t|}{A_{n}}\max_{n}j\leq|a_{j}|O(\frac{t^{2}}{A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}\zeta_{j}^{2})=o(1)\frac{t^{2}}{A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}\zeta_{j}^{2}$

であるから, 第一項の収束をいえば十分であることがわかる. その第一項と
$t^{2}$ $n$

$-t^{2}/2$ との差は $\overline{2A_{n}^{2}}\sum_{j=1}a_{j}^{2}(\zeta_{j}^{2}-1)$ となり, ここで $i\neq j$ なら

$E( \zeta_{i}^{2}-1)(\zeta_{j}-1)=\int_{0^{1}}\cos(4\pi n;\omega)\cos(4\pi nj\omega)d\omega$

$= \frac{1}{2}\int_{0^{1}}(\cos(4\pi(n_{i}+n_{j})\omega)+\cos(4\pi(n_{i}-n_{j})\omega))d\omega$

$=0$

となること, 即ち $\{\zeta_{i^{2}}-1\}$ が直交列であることと, $|\zeta_{i}^{2}-1|\leq 1$ であることに

注意すれば

$E( \frac{t^{2}}{2A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}(\zeta_{j}^{2}-1))^{2}\leq\frac{t^{2}}{4A_{n}^{4}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{4}\leq\frac{t^{2}}{4A_{n}^{4}}\max_{n}a_{j}^{2}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}j\leq=t^{4}o(1)$

が得られ $L_{2}$ 収束することが解る.

一方

$E \prod_{j=1}^{n}(1+\frac{itaj}{A_{n}}\zeta_{j})=1$

である. これを以下示そう. RieSZ 積の議論であるが, 左辺の積を展開して得
られる項は定数項の 1以外は係数と $\zeta_{j_{1}}\ldots\zeta_{j_{r}}(j_{1}<\cdots<j_{r})$ の積になって
いる. これは

$\zeta_{j_{1}}\ldots\zeta_{j_{r}}=\frac{\sqrt{2}^{l}}{2^{r-1}}$
$\sum$ COS $(2\pi(nj_{r}\pm\cdots\pm nj_{1})\omega)$

$\pm,\ldots,\pm$
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と Fourier 展開される. ここで

$n_{j_{r}}\pm n_{j_{r-1}}\pm\cdots\pm n_{j_{1}}\geq n_{j_{r}}-n_{j_{r-1}}-\cdots-n_{j_{1}}$

$\geq nj_{r}-nj_{r}-1-\cdots-n_{1}$

$=nj_{r}(1- \frac{n_{i_{r}}-1}{n_{j_{r}}}-\cdots-\frac{n_{1}}{n_{j_{r}}})$

$\geq n_{j_{r}}(1-\frac{1}{q}-\cdots-\frac{1}{q^{j_{r}-1}})$

$\geq n_{j_{r}}(1-\frac{1/q}{1-1/q})$

$\geq nj_{r}/2$

であることに注意すれば $E\zeta_{j_{1}}\ldots\zeta_{j_{r}}=0$ が示され, 求める式が得られる. こ

の式と

$| \prod_{j=1}^{n}(1+\frac{itaj}{A_{n}}\zeta_{j})|\leq\exp(\frac{t^{2}}{2A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}\zeta_{j}^{2})\leq e^{t^{2}}$

を考慮して

$| \phi_{n}(t)-e^{-t^{2}/2}|=|\phi_{n}(t)-e^{-t^{2}/2}E\prod_{j=1}^{n}(1+\frac{itaj}{A_{n}}\zeta_{j})|$

$\leq|E\prod_{j=1}^{n}(1+\frac{ita_{i}}{A_{n}}(j)$

X $( ex^{p}(-(1+o(1))\frac{t^{2}}{2A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}\zeta_{j}^{2})-e^{-t^{2}/2})|$

$\leq Ee^{t^{2}}|ex^{p}(-(1+o(1))\frac{t^{2}}{2A_{n}^{2}}\sum_{j=1}^{n}a_{j}^{2}\zeta_{j}^{2})-e^{-t^{2}/2}|$

と評価されるが, 被積分函数は有界で $0$ に確率収束するので, 有界収束定理よ
り $\phi_{n}(t)arrow e^{-t^{2}/2}$ が従う. 以上で $q\geq 3$ の場合は示された. 先に進む前に整
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理しておくと, 以上の証明で用いた本質的な性質は次の 3点に集約されるこ

とが解る.

(1) 確率変数列 $\{\zeta_{j}\}$ の有界性.

(2) $\frac{1}{A_{n}^{2}}\sum_{=j1}^{n}a_{j}^{2}(\zeta_{j}^{2}-1)arrow 0i^{p}$ . を導くために用いた $\{\zeta_{j}^{2}-1\}$ の直交性.

(3)RieSZ 積の議論に用いた $E\zeta_{j_{1}}\ldots(j_{r}=0\cdot$

(2) については $\{\zeta_{2}^{2_{j}}-1\}$ と $\{\zeta_{2}^{2_{j-1}}-1\}$ が共に直交列という主張 (2’) に弱め
てもよいことは自明であろう.

このような考察に基づき $q<3$ の場合を考察してみよう. $r\in N$ を

$q^{r}\geq q/(q-1)$ となるようにとり,

$d_{j}^{2}= \sum_{i=(j-1)r+1}^{j_{r}}a_{i}^{2}$ $D_{N}^{2}=d_{1}^{2}+\cdots+d_{N}^{2}$ ,

$\zeta_{j}=\frac{1}{d}$
$\sum^{r}^{j}$

$a_{i^{\sqrt{2}}}\cos(2\pi n_{i}\omega)$

2 $i=(j-1)r+1$

と改めて $\zeta_{j}$ を定める. COS 列を $r$ 個ずっ BlOCk して分散で割ったものを考え
るのである. このように定めると

$\frac{1}{A_{Nr}}\sum_{i=1}^{Nr}$ a$i \sqrt{2}\cos(2\pi n_{i}\omega)=\frac{1}{D_{N}}\sum_{j=1}^{N}d_{i}\zeta_{j}$

となるので, $(_{j}$ についての中心極限定理を示せば良いということになる.

$D_{N}arrow\infty$ , $d_{N}=o(D_{N})$ as $Narrow\infty$

や $|\zeta_{j}|$ \leq r～厄は容易に導かれる. 更に $\zeta_{j}^{2}-1$ を展開してみると

$(_{j}^{2}-1= \frac{1}{d_{j}^{2}}\{\sum_{i=(j-1)+1}^{j_{r}}a_{i}^{2}\cos(4\pi n_{i}\omega)$

$+ \sum_{(j-1)r<i_{1}<i_{2}\leq j_{r}}a_{i_{1}}a_{i_{2}}\cos(2\pi n_{i_{1}}\omega)\cos(2\pi n_{i_{2}}\omega)$
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となりその Fourier 展開に現れる周波数は上限は $2n_{j_{r}}$ 下限は

$n_{i+1}-n; \geq n_{i+1}(1-\frac{1}{q})\geq n_{(j-1)+1}(1-\frac{1}{q})$

で評価される. 故に $\zeta_{i^{2}+2}-1$ に現れる最小周波数と, $\zeta_{j}^{2}-1$ の最大周波数の

差は

$n_{(j+1)r+1}(1- \frac{1}{q})-2n_{i^{r}}\geq n_{(j+1)r+1}(1-\frac{1}{q}-\frac{2}{q^{r+1}})>0$

と評価されることが解る. これから (2’) の性質は成り立っていることが解る.

一方 (3) の性質についても

$njr+1-n-n-\cdots-n_{r}$

$\geq n_{i^{r}+1}(1-\frac{1}{q}-\frac{1}{q^{r+1}}-\cdots-\frac{1}{q^{(j-1)r-1}})$

$\geq n_{j_{r}-1}(1-\frac{1}{q}\frac{q^{r}}{q^{r}-1})$

$>0$

となるので, やはり成立していることがわかり証明は終結する.

以上 $Salem-Z^{yg}mund$ の定理を特別な場合に証明してみたが, 間隙条件を

高橋間隙条件

$nj+1/nj>1+Cj^{-\alpha}$ $(C>00\leq\alpha\leq 1/2)$

に弱めようとすると次のようなことが問題になることが容易に想像されよう.
$1+cj^{-\alpha}$ は $jarrow\infty$ として 1に収束するので, (2’), (3) の条件を保存するた
めには $r$ は $j$ により大きく しなければならない. それにより $\{\zeta_{j}\}$ の一様有

界性が崩れるので (1) の条件を弱めるための考察が精密に成されなければな
らない.

高橋間隙条件の下での中心極限定理は $Erd\acute{\acute{o}}s[3]$ と高橋 [18], [19], [20], [21]
によりほぼ独立な形で示されたが, $Erd\acute{\acute{o}}s$ は $KaC$ の流れを引く証明を数論的

技巧的評価を駆使して行っていて, その理解はなかなかに困難である. それ

に対して高橋の証明は $Salem-Z^{yg}mund$ の流れを引くものであって, その技
法は他の極限定理の導出にも有力である. 筆者の結果もこの線に沿ったもの
である. ともかく, この節を締めく くるに当たり高橋の結果を正確に述べて
おこう.
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THEOREM B. 自然数列 $\{n_{j}\}$ は高橋間隙条件

$n;+1/n_{j}>1+cj^{-\alpha}$ $(C>00\leq\alpha\leq 1/2)$

をみたすとし, $\Omega$ は $[01]$ の LebeSgue 測度正の部分集合とする. また実数列
$\{a_{j}\}$ について

$A_{n}^{2}=a_{1}^{2}+\cdots+a_{n}^{2}arrow\infty$ , $a_{n}=o(n^{-\alpha}A_{n})$ as $narrow\infty$

が成立しているものとする. このとき $\{\sqrt{2}\cos(2\pi n_{j}\omega)\}$ を $(\Omega, d\omega/|\Omega|)$ の確

率変数列と考えて中心極限定理が成立する.

3 Multiplicative Systems について
2節に於て注意した通り $\{\xi_{i}\}$ の一様有界性と $\{\xi_{i}^{2}-1\}$ の直交性及び

$E\xi_{i_{1}}\ldots\xi_{i_{r}}=0$ $(r\in N, i_{1}<. .$. $<i_{r})$

という条件の下で中心極限定理は成立するのであった. 一般にこの. 3番目の条

件をみたす確率変数列のことを Multiplicative Systems $(MS)$ と呼ぶが, これ

については様々な条件を付加した上で確率論的考察がなされている. この概

念を用いれば前の $Salem-Z^{yg}mund$ の定理は, { $\sqrt{2}$ COS $2\pi n_{j}\omega$ } は LebeSgue
測度の下で一様有界 MS で付加的な条件もみたされるので中心極限定理を成
りたたしめる, という形に整理できる. MS の概念が $Salem-Z^{y}gmund$ の証明

を抽象化したものである以上, この整理の仕方は単なる Abstract Nonsense
のお遊びに過ぎないこととなるが, MS それ自体は自然な概念である以上こ
の方面の研究を十分押し進めた上で間隙級数への応用を考えれば, 新たな結
果が得られることも期待できる. 本稿の結果はその典型例ということになる.

研究の方向としては一様有界性を弱めることの外に次のようなものがあっ
た. MS においては $E\xi_{i_{1}}\ldots\xi_{i_{r}}=0$ が eXaCt に $0$ に等しいことを要求して

いるが, 少なくとも前出の RieSZ 積の平均が 1に収束しさえすれば良いのだ
から, ある意味で nealy $0$ であれば良いことになる. この様にして作られた

概念が Weakly Multiplicative Systems (WMS) であるが, nearly $0$ の定式

化の方法により様々な定義が可能であり, 歴史的にも Variation が多い. それ

を全て羅列するのは労多く して功少なき作業であるので M\’OriCZ [10], [11] の
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Historical Comments を引用するにとどめて, 敢えて我田引水して筆者 $[4]$ の

WMS に対する平均中心極限定理を述べてみよう. まず記号を準備する. まず

$|b_{i_{1},\ldots,i_{r}}=E(\xi_{i_{1}}$ . . . $\xi_{i_{r}})$ , $\overline{b}_{i_{1},\ldots,i_{r}}=E((\xi_{2i_{1}-1}^{2}-1). . . (\xi_{2i_{r}-1}^{2}-1))$ ,

$-\overline{b}_{i_{1},\ldots,i_{r}}=E((\xi_{2i_{1}}^{2}-1)\ldots(\xi_{2i_{r}}^{2}-1))$

とおき, 無限次元 VeCtor $B_{r},$ $\overline{B}_{r}$ および $\overline{\overline{B}}_{r}$ を

$B_{r}=(b_{i_{1},\ldots,0_{r}})_{i_{1}<\cdots<i_{r}}$ , $\overline{B}_{r}=(\overline{b}_{i_{1},\ldots,i_{r}})_{i_{1}<\cdots<i_{r}}$ , $\overline{\overline{B}}_{r}=(\overline{\overline{b}}_{i_{1},\ldots,i_{r}})_{i_{1}<\cdots<i_{r}}$

と定める. そして $||B_{r}||_{\delta},$ $||\overline{B}_{r}||_{\delta}$ および $||\overline{\overline{B}}_{r}||_{\delta}$ はこれらの VeCtor の $l_{\delta}-norm$

とする. 例えば

$||B_{r}||_{\delta}=( \sum_{i_{1}<\cdots<i_{r}}|b_{i_{1},\ldots,i_{r}}|^{\delta})^{1/\delta}$ .

ここでは $\{\xi_{i}\}$ は次の評価をみたすという意味で WMS であるということと
する.

$||B_{r}||_{\delta}^{1/r}\leq Br^{1-1/\delta}$ , $||\overline{B}_{r}||_{2}^{1/r}\leq Br^{1/2}$ , $||\overline{\overline{B}}_{r}||_{2}^{1/r}\leq Br^{1/2}$ $(r\in N)$ .

THEOREM 13 $\{\xi_{i}\}$ は上の意味で WMS であるとし, 実数列 $\{\lambda_{i}\}$ と正数
$\lambda$ は

$\infty$

$\sum\lambda_{i}^{2}=1$ $|\lambda_{i}|\leq B\lambda$ , $\lambda\leq 1$ $(i\in N)$ ,
$i=1$

$|\lambda_{i}\xi_{i}|\leq B\lambda$ $(i\in N)$

をある $\delta\in[1,2$ ) とある $B\geq 1$ についてみたすとする. このとき級数
$\sum_{i=1}^{\infty}\lambda_{i}\xi_{i}$ は確率収束してその分布函数 $F$ と標準正規分布函数 $G$ との問の
$L_{\infty}$ -norm と $L_{1}- norm$ は次のように評価される.

$||F-G||_{\infty}\leq LB^{2}\lambda^{(1/4)\wedge(2\Delta/3)}$ , $||F-G||_{1}\leq LB^{3}\lambda^{(2/7)\wedge(4\Delta/5)}$ .
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ここで $L$ は絶対定数で, また $\triangle=2/\delta-1$ である.

この定理は極限定理の形をしていないが, これより中心極限定理は以下の

ようにして導かれる. 例えば

$\frac{1}{A_{n}}\sum_{i=1}^{n}a_{j}\xi_{j}arrow N_{0,1}$ as $narrow\infty$

を示したいとする.

$\lambda_{l}=\{\begin{array}{l}a_{j}/A_{n}j\leq n0O\cdot W\cdot\end{array}$

とおく と

$\frac{1}{A_{n}}\sum_{=j1}^{n}a_{i}\xi_{j}=\sum_{j=1}^{\infty}\lambda j\xi_{j}$ , $\lambda=\max_{n}j\leq|aj|/A_{n}$

となり, $A_{n}arrow\infty,$ $a_{n}=o(A_{n})$ である限りに於て $||F-G||_{\infty}$ の評価より求

めることが得られる.

WMS の仮定の下での中心極限定理の証明を全て述べるには紙面が足り
ないので, もっとも典型的な $RieSZ$ 積の収束のみ示すことにしよう. 以下の

Lemma で得られている, その収束の Order も実は証明中で重要な役割を演
ずることを付記しておく.

LEMMA 14 $|t|\leq(8B^{2}\lambda^{\Delta})^{-1},$ $p<\infty$ ならば

$|E \prod_{i=1}^{p}(l+\sqrt T\text{乙_{}t\lambda_{i}}\xi_{i})-1|\leq CB^{2}\lambda^{\Delta}|t|$ .

(証明) H\"older の不等式より

$|E \prod_{i=1}^{p}(1+\sqrt{-1}t\lambda_{i}\xi_{i})-1|$

$\infty$

$\leq\sum$ $\sum$ $|t|^{r}|\lambda_{i_{1}}$ . . . $\lambda_{i_{r}}||b_{i_{1},\ldots,i_{r}}|$

$r=1i_{1}<\cdots<i_{r}$



110

$\leq(\sum_{r=1}^{\infty}|2Btr^{1/\epsilon}|^{r\epsilon}\sum_{i_{1}<\cdots<i_{r}}|\lambda_{i_{1}}\ldots\lambda_{i_{r}}|^{\epsilon})^{1/\epsilon}$

$\cross(\sum_{r=1}^{\infty}|2Br^{1/\epsilon}|^{-r\delta}\sum_{i_{1}<\cdots<i_{r}}|b_{i_{1},\ldots,i_{r}}|^{\delta})^{1/\delta}$

$\leq(\sum_{r=1}^{\infty}|2B^{2}tr^{1/\epsilon}\lambda^{\triangle}|^{r\epsilon}\sum_{i_{1}<\cdots<i_{r}}\lambda_{i_{1}}^{2}\ldots\lambda_{i_{r}}^{2})^{1/\epsilon}$

$\cross(\sum_{r=1}^{\infty}(2Br^{1/\epsilon}||B_{r}||_{\delta}^{-1/r})^{-r\delta})^{1/\delta}$ .

ここで, 次の事実を使う.

$\sum_{i_{1}<\cdots<}$

毎

$\lambda_{i_{1}}^{2}\ldots\lambda_{i_{r}}^{2}\leq\frac{1}{r!}$

$\sum_{i_{1},\ldots,i_{r}}$

$\lambda_{i_{1}}^{2}\ldots\lambda_{i_{r}}^{2}\leq\frac{1}{r!}\leq(\frac{e}{r})^{r}$

は互いに異なる

このことから

$|E \prod_{i=1}^{p}(1+\sqrt{-1}t\lambda_{i}\xi_{i})-1|$

$\leq(\sum_{r=1}^{\infty}|4B^{2}t\lambda^{\Delta}|^{r\epsilon})^{1/\epsilon}(\sum_{r=1}^{\infty}2^{-r\delta})^{1/\delta}$ .

あとは $|t|\leq(8B^{2}\lambda^{\Delta})^{-1}$ に注意すれば, 求める評価を得る.

更に条件を少し付け加えると, 重複対数の法則をも示すことができるが, こ

れについては 5節でまとめて述べることとしよう.

4. 条件 (H) または (D) の下での定理の証明
この節では (H) を仮定した場合の証明の方針についてまず述べる. 定理 2

を Hadamard 間隙条件 $q>3$ のときに示すことにする. これは結局高橋 [24]
の結果であるが, この上に blOCking $techni^{q}ue$ を乗せたものが定理 2の証明
であると想像して欲しい.
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証明の大方針は, $\xi_{j}=\sqrt{2}COS(\beta_{j}t\omega+\gamma_{j})$ として $\{\xi_{j}\}$ が a.e. $t$ について定

理 13の条件をみたす, 即ち WMS になることを示す, というものである.

まず高橋 [24] の Lemma を引用する.

LEMMA C. (H) の下では

$\int_{v}^{v+1}|\hat{P}(ut)|dt\leq D|u|^{-\rho/2}$ $(u, v\in R)$

が成立. ここで $D$ は $\rho$ にのみ依存する定数である.

WMS であることを示すために $b_{i_{1},\ldots,i_{r}}$ の評価をする.

$b_{i_{1},\ldots,i_{r}}= \frac{\Gamma^{2}}{2^{r-1}}$
$\sum$ $E\cos((\beta_{i_{r}}\pm\cdots\pm\beta_{i_{1}})t\omega+(\gamma_{i_{r}}\pm\cdots\pm\gamma_{i_{1}}))$

$\pm,\ldots,\pm$

である. ここで Salem-Zygmund の定理の証明と同様に

$\beta_{i_{r}}\pm\cdots\pm\beta_{i_{1}}\geq\beta_{j_{r}}/2\geq 3^{j_{r}}/2$

が導かれるので $|E\cos(\beta T\omega+\gamma)|\leq|\hat{P}(\beta t)|$ を用いれば,

$|b_{i_{1},\ldots,i_{r}}|\leq|\hat{P}(3^{i_{r}}t/2)|$

となるので, Lemma より

$\int_{v}^{v+1}|b_{i_{1},\ldots,i_{r}}|dt\leq\sqrt{2}^{r}\int_{v}^{v+1}|\hat{P}(3^{\dot{\iota}_{r}}t/2)|\leq\sqrt{2}^{r}D(3^{i_{r}}/2)^{-\rho i_{r}/2}$ .

それ故

$\int^{v+1}||B_{r}||_{1}dt\leq\sqrt{2}^{r}D\sum_{i_{1}<\cdots<i_{r}}3^{-\rho i_{r}/2}\leq\frac{\sqrt{2}^{r}D}{(r-1)!}\sum_{i_{r}=1}^{\infty}i_{r}^{r-1}3^{-\rho i_{r}/2}\leq(D’)^{r}$

を得る. $||\overline{B}_{r}||_{1},$ $||\overline{\overline{B}}_{r}||_{1}$ についての評価も同様になされて結局それらより

$\int_{v}^{v+1}\sum_{r=1}^{\infty}\frac{1}{(2D’)r}\{||B_{r}||_{1}+||\overline{B}_{r}||_{1}+||\overline{\overline{B}}_{r}||_{1}\}dt\leq 3$
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が得られる. 故に a.e. $t\in[v, v+1]$ こついて

$||B_{r}||_{1},$ $||\overline{B}_{r}||_{1},$ $||\overline{\overline{B}}_{r}||_{1}\leq c(2D^{/})^{r}$

が成立する. これが求める評価であった. 条件 (D) の下では最初から $\hat{P}$ の

deCay が与えられているので積分をする必要が無いという違い以外は全く同
じである.

5. 重複対数の法則
LebeSgue 測度の下での間隙三角級数の重複対数の法則は $WeiSS$ により

Hadamard 間隙条件の下で証明され, 高橋間隙条件の下では高橋が示した.

高橋の方法は MS の議論を一部用いたもので我々はその路線を更に徹底して
踏襲する 即ち, まず WMS についての重複対数の法則を示した上で, (H)
または (D) の下での結果を前と同様にそれに帰着する形で証明する. 我々の

WMS についての定理は以下の通りである.

まず記号を導入する.

$b_{k;i_{1},\ldots,i_{r}}^{*}=E$ $(\xi_{2i_{1}-1}\ldots(\xi_{2i_{k}-1}^{2}-1). ..\xi_{2i_{r}-1})$ ,

$b_{k;i_{1},\ldots,i_{r}}^{**}=E(\xi_{2i_{1}}\ldots(\xi_{2i_{k}}^{2}-1)\ldots\xi_{2i_{r}})$

とし $B_{r}^{*},$ $B_{r}^{**}$ は無限次元 veCtor で

$B_{r}^{*}=(b_{k;i_{1},\ldots,i_{r}}^{*})_{1\leq k\leq r,i_{1}<\cdots<i_{r}}$ , $B_{r}^{**}=(b_{k;i_{1},\ldots,i_{r}}^{**})_{1\leq k\leq r,i_{1}<\cdots<i_{r}}$

と与えられるものとする.

THEOREM 15. 確率変数列 $\{\xi_{i}\}$ と実数列 $\{c_{i}\}$ は

$||B_{r}||_{\delta}^{1/r}=O(r^{1-1/\delta})$ as $rarrow\infty$ for some $\delta\in[1,2$ ),
$||\overline{B}_{r}||_{2}^{1/r},$ $||\overline{\overline{B}}_{r}||_{2}^{1/r}=O(r^{1/2})$ as $rarrow\infty$

$(^{*})$ $||B_{3}^{*}||_{2},$ $||B_{3}^{**}||_{2}<\infty$ ,
$C_{n}^{2}=c_{1}^{2}+\cdots+c_{n}^{2}arrow\infty$ ,

$c_{n},$ $c_{n}||\xi_{n}||_{\infty}=O(c_{n}(\log C_{n})^{-(8v\frac{4}{\Delta})})$
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をみたすとする. このとき次の重複対数の法則が成り立っ.

$\lim sup\frac{1}{\sqrt{2C_{n}^{2}\log\log C_{n}}}\sum_{i=1}^{n}c_{i}\xi_{i}narrow\infty=1$ a.s.

この結果は実は函数型の定理に拡張できる. WMS に対する重複対数の法
則は Berkes が

$c_{i}=1$ , $||\xi_{i}||_{\infty}\leq B(i\in N)$ , $\sum_{r=1}^{\infty}||B_{r}||_{1}<\infty$ , $\sum_{r=1}^{\infty}||B_{r}’||_{1}<\infty$ .

という強い条件の下で示した. 筆者はこの結果を

$c_{n}=o(C_{n}^{1-\epsilon})$ as $narrow\infty$ , $||\xi_{i}||_{\infty}\leq B(i\in N)$ ,
$||B_{r}||_{\delta}^{1/r}\leq B$ , $||B_{r}’||_{2}^{1/r}\leq B(r\in N)$ for some $\delta\in[1,2$ ) and $\epsilon>0$

の場合に拡張した. 上記の定理は $(*)$ という余計な条件を仮定しているので,
これらの拡張にはなっていないが, 次のような VerSion も証明することが出
来, これは上記 2定理の完全な拡張になっている.

THEOREM 16. 定理 16は条件 $(*)$ を次の条件に取り替えても成り立っ.

$E\xi_{n}^{4}\leq B$ $(n\in N)$ .

この定理の証明の方法を簡単に述べよう. 一般に同分布独立確率変数列
$\{X_{i}\}$ に対する重複対数の法則を示す古典的な方法は次のようなものであろ

う. 以下 $s_{n}=X_{1}+\cdots+X_{n}$ とする.

(1) $\theta>1$ とし $s_{\theta^{n}}$ に対する重複対数の法則の上からの評価を示す.
(2) 和 $s_{n}$ についての maximal inequality (鏡像の原理) を用いて $S_{n}$ の

$\max$ は $s_{\theta^{n}}$ の $\max$ に支配されることを示して, $s_{n}$ についての上から

の評価を示す.

(3) $s_{n}$ の分布の Gauss 近似の order を調べ $\thetaarrow\infty$ として $s_{\theta^{n}}$ が下から

の評価にしたがうことを Borel-Cantelli の第 2 Lemma により示す.

(1) については $E\exp(tS_{n})$ の評価に懸かっている. これについての古典的な
結果としては吾妻 [1] のものが最も強力でかっ $Sim^{p}1e$ である. 即ち
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LEMMA D. $\{\xi_{n}\}$ を一様有界 $(|\xi_{n}|\leq K)$ MS とし $\{a_{n}\}$ は実数列とする.
$A_{n}^{2}=a_{1}^{2}+\cdots+a_{n}^{2},$ $s_{n}=a_{1}\xi_{1}+\cdots+a_{n}\xi_{n}$ とおく. このとき

$E( \exp\{\lambda S_{n}\})\leq\exp(\frac{1}{2}\lambda^{2}A_{n}^{2}K^{2})$

が成立しこれより

$P(|S_{i}|\geq yKA_{i}\sqrt{2})\leq 2e^{-y^{2}}$ $\forall y\geq 0,$ $\forall i\in N$

が導かれる.

但しこれの仮定は我々の目的には強すぎるのでこれより弱い結果を別な方

法で証明して用いる.

(2) の maximal inequality については M\’oricz $[12]$ の結果が強力である

LEMMA E. $\{\zeta_{j}\}$ は確率変数列とし

$b+m$

$E(\zeta_{j}^{2})=\sigma_{j}^{2}$ , $S(b,m)= \sum$ (, $M(b,m)= \max|S(b,m)|$ and
$j\leq m$

$j=b+1$

$b+m$

$g(b, m)=A \sum\sigma_{j}^{2}$ .
$J=b+1$

と記号を定める. もし

$P \{|S(b, m)|\geq\lambda\}\leq Cex^{p}(-\frac{\lambda^{2}}{g(b,m)})$ $\forall_{\lambda}\forall_{b,m}\in N$ .

が成り立っているならばある定数 $C_{1}$ に対して,

$P \{M(b, m)\geq\lambda\}\leq C_{1}\exp(-\frac{\lambda^{2}}{2^{g}(b,m)})$
$\forall_{\lambda}$

が成り立っ.

これの元になった不等式は BillingSley [2] の中に見いだされる. その不等
式とこの M\’OriCZ の不等式を合わせて使う.

(3) については我々は独立性を仮定していないので, 独立性を要しない
Borel–Cantelli の Lemma の拡張を用いる ( $R\acute{e}nyi[14]$ 参照)
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LEMMA F. $P( \lim su^{p_{narrow\infty}}A_{n})=1$ if

$\sum_{n=1}^{\infty}P(A_{n})=\infty$ and

これを用いるためには 2次元の分布函数の近似が必要となるので, 2次元の

特性函数の近似を平均中心極限定理の証明の副産物として示し, SadikOVa [16]
の $Berry-ESSeen$ の不等式の拡張を用いることとなる. この方法は R\’eV\’eSZ

[15] で初めて用いられた.

6 $Ga^{p}$ Series について
$f$ を Fourier 近似することにより Hadamard 間隙三角級数列の場合に帰着

する. その近似が微妙で面白いのだが紙幅と気力と時間が共に尽きたので残

念ながらまたの機会ということにしたい.
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