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1 はじめに

非線形方程式

$f(x)=0$ (1)

の解を求める問題に対して, 最もよく用いられるのがニュートソ法である. ニュートソ法

の収束定理には, カソトロビッチの定理 [1], 占部の定理 [2] などがある. これらは収束の

保証のみならず真解の唯一存在領域をも与えるので, 非線形方程式に対する非常に強力な

解析手段となり得る.

しかし, 浮動小数点方式などの固定有限桁の数値による数値計算で, これらのニュート

ン法の収束定理の条件成立を確認し, ニュートン法反復により近似解を生成しても, 関数

の打ち切り誤差, 丸め誤差が介在するため, その精度は保証されていない. また, 固定有

限桁の数値であるので, 任意精度の近似解を求めるという要求には当然応えられない.

著者らは, 厳密に丸め誤差, 打ち切り誤差を把握し, 任意精度の近似解を得るという立

場から, 計算機で扱える数値を分母分子を任意桁の整数としてもつ有理数として精度保証

付き数値計算の研究を行ってきた [4]. 有理数演算の長所は主に次の 2つが挙げられる :

$\bullet$ 四則演算に閉じている. すなわち, ある意味で, 完全精度の (情報落ちのない) 演算が

行える.

$\bullet$ 有理数の連分数展開 [5] を利用して, 丸め誤差を指定したより桁の短い有理数への丸め

が行える.
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本稿では, 有限次元非線形方程式

$f(x)=0$ , $f$ : $U\subset R^{m}arrow R^{m}$ , (2)

の近似解が何らかの方法により求められたとき,

$\bullet$ それがどの程度 (何桁まで) 正しいのか, 精度の保証を与える.

$\bullet$ 近似解の精度を任意に高める.

という問題に対して, まず, 関数 fの打ち切り誤差を考慮した上で, 真解の存在を厳密に

検証することにより近似解の精度保証が行えることを示す. さらに, 有理数の適当な丸め

を考慮して近似解の精度を任意に高める精度保証付き広義ニュートソ法反復を提案する.

2 広義ニュートン法の収束条件

本節では準備として広義ニュートソ法の収束条件を示す. 広義ニュートソ法の収束を保

証する占部の定理は縮小写像原理を適用することにより証明される [3]. 以下に示す定理 1

は占部の定理を縮小写像原理により近い形にしたものである.

定理 1 $X,Y$を Banach 空間, $U\subset X$を非空な開集合, $f$ : $Uarrow Y$を $C^{I}$級とする. $f(x)=0$

の近似解 $x_{0}\in U$ と, 有界線形作用素 $L$ : $Yarrow X$ ( $f’(x_{0})^{-1}$の近似) が与えられ, ある $\delta>0$

が存在して, 次の条件 $(A)\sim(D)$ が満たされているとする :

(A) $B(x_{0i}\delta)\subset U$ . 但し, $B(x_{0};\delta)=\{x\in X|\Vert x-x_{0}\Vert\leq\delta\}$ .

(B) $E$を恒等作用素とするとき, ある $K_{0}>0$ が存在して,

$\Vert E-Lf’(x)\Vert\leq K_{0}$ , $\forall x\in B(x_{0};\delta)$ . (3)

(C)

$\Vert Lf(x_{0})\Vert+K_{0}\delta\leq\delta$ . (4)

(D)

$K_{0}<1$ . (5)

このとき以下の $(a)\sim(e)$ が成立する :
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(a) $f(x)=0$ の解 $x^{*}$は $B(x_{0};\delta)$ に唯一存在.-

更に,

$x_{k+1}=x_{k}-Lf(x_{k})$ . $(k\geq 0)$ (6)

で定義される点列 $\{x_{k}\}$ に対して,

(b)

$x_{k}\in B(x_{0};\delta)$ . $(k\geq 0)$ (7)

(c)

$x_{k}arrow x^{*}$ . $(karrow\infty)$ (8)

(d)

$\Vert x_{k}-x^{*}\Vert\leq\frac{\Vert Lf(x_{k})\Vert}{1-K_{0}}$ $(k\geq 0)$ (9)

(e)

$\Vert x_{k}-x^{*}\Vert\leq\frac{K_{0}^{k}}{1-K_{0}}\Vert Lf(x_{0})\Vert$ . $(k\geq 0)$ (10)

口

定理 1の条件 (C) は,

$g(x)=x-Lf(x)$ , (11)

により定義される $g$ : $B(x_{0};\delta)arrow X$が, 自分自身への写像となるための条件, また, 条件

(D) は $g$が縮小写像, すなわち, 任意の $z_{1},$ $z_{2}\in B(x_{0};\delta)$ に対して,

$\Vert g(z_{1})-g(z_{2})\Vert\leq K_{0}\Vert z_{1}-z_{2}\Vert$ , $(K_{0}<1)$ (12)

となるための条件である.

数値誤差の入らない無限精度の数値計算が行えるならば, 反復 (6) により生成される点

列 $\{x_{k}\}$ は, 真解がへ一次収束する. しかし, 浮動小数点方式などの固定有限桁の数値に

よる数値計算で, 定理 1の条件成立を確かめ, 反復 (6) により近似解を生成しても, その精

度に保証はない. また, 固定有限桁の数値であるので, 任意精度の近似解を求めるという

要求にも当然応えられない.



4

次節以降では, 計算機で扱える数値を有理数として, 非線形方程式 (2) の近似解に対す

る真解の存在の厳密な検証条件, さらに, 近似解の精度を任意に高める精度保証付き広義

ニュートソ法反復とその収束性を示す.

3 有理数演算による真解の存在の検証

以下では, 有理数を要素とする $m$ 次元ベクトル $x$ のノルム, 線形作用素 $A=[a_{ij}](m\cross m$

行列) の作用素ノルムを以下のように定義する.

$\Vert x\Vert=\max_{1\leq i\leq m}|x_{i}|$ , (13)

$\Vert A\Vert=\max_{1\leq i\leq m}\sum_{j=1}^{m}|a_{ij}|$ . (14)

$f$ : $U\subset R^{m}arrow R^{m}$は次の仮定 1を満たすものとする. 但し, $Q$は有理数の集合である.

仮定 1実数値関数 $f$の値を計算する近似関数の列 $\{f_{N} : U\cap Q^{m}arrow Q^{m}\}(N=1,2, \ldots)$ が

存在し,

$\Vert f_{N}(x)-f(x)\Vert\leq\epsilon_{N}$ , $\forall x\in U\cap Q^{m}$ (15)

と誤差\epsilon N $>0$ が有理数として評価でき,

$\epsilon_{N}arrow 0$ . $(Narrow\infty)$ (16)

口

まず, 何らかの方法により方程式 $f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U\cap Q^{m}$が得られたとき, 定理

2の条件の成立を有理数演算で確かめることにより真解 $x^{*}\in U$の存在が厳密に検証される :

定理 2(有理数演算による真解の存在の検証 1) $U\subset R^{m},$ $f$ : $Uarrow R^{m}$を仮定 1を満たす

Cl級関数とする. $f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U\cap Qm$ と, 要素が全て有理数の $m\cross m$ 行列

$L$ ( $f’(x_{0})^{-1}$の近似) が与えられ, 適当な $f$の近似関数 $f_{N_{0}}$に対して, ある $\delta>0$ が存在して,

次の条件 $(A’)\sim(C’)$ が満たされているとする :

(A’) $B(x_{0};\delta)\subset U$ $(B(x_{0};\delta)=\{x\in R^{m}|\Vert x-x_{0}\Vert\leq\delta\})$ .

(B’) $E$を $m\cross m$ 単位行列とするとき,

$\Vert E-Lf’(x)\Vert\leq K_{0}$ , $\forall x\in B(x_{0}; \delta)$ (17)

なる有理数 $K_{0}>0$ が評価できる.
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(C’) $0<c\leq 1$ なる定数 $c\in Q$について

$\Vert L\Vert(\Vert f_{N_{0}}(x_{0})\Vert+\epsilon_{N_{0}})+K_{0}\delta\leq c\delta$ (18)

このとき, $B(x_{0};\delta)$ に $f(x)=0$ の真解 $x^{*}$が唯一存在する. 口

(証明)

仮定 1より

$\Vert f(x_{0})\Vert\leq\Vert f_{N_{0}}(x_{0})\Vert+\epsilon_{N_{0}}$ . (19)

式 (18) $,(19)$ より

$\Vert Lf(x_{0})\Vert+K_{0}\delta\leq c\delta$. (20)

また, 式 (18) より

$K_{0}<c$ . (21)

よって, $0<c\leq 1$ であるから, 式 (18) の成立により, 定理 1の条件 $(C),(D)$ の成立が確か

められる 口

真解の存在を検証するだけならば, 定理 2の条件 (C’) において $c=1$ で十分である. 真

解の存在を検証した後に, 次節に示す広義ニュートソ法により近似解の精度をさらに高め

るために, この定数 $c$ が 1より小さいことが必要となる.

4 単体近似を用いた導関数の近似

有理数演算により定理 2を用いて真解の存在を検証し, 近似解の精度保証を行う上で重

要となるのは, $f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U\cap Q^{m}$が与えられたときに, $f’(x_{0})^{-1}$の近似として

$\Vert E-Lf’(x)\Vert\leq K_{0}$ , $\forall x\in B(x_{0};\delta)$ (22)

なる要素がすべて有理数の $m\cross m$ 行列 $L$ が構成できる事, その際 $K_{0}>0$ が有理数として

評価できる事, 定理 2の条件 (A‘)\sim (C’) を満たす\delta >0を得る事である. 本節では, 導関数

$f’(x)$ の\alpha -リブシッッ連続性を仮定し, $x_{0}$を重心とする単体を構成して $f$を区分的線形近

似し, その線形成分を用いて L を構成し, Koを評価するアルゴリズムを示す.

仮定 2 $f(x)$ のフレッシェ導関数 $f’(x)$ は $\alpha-$リプシッツ連続, すなわち

$\Vert f’(x_{1})-f’(x_{2})\Vert\leq\alpha\Vert x_{1}-x_{2}\Vert$ , $\forall x_{1},$ $x_{2}\in U$ (23)
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であり, リブシッッ定数\alpha $>0$ が有理数として評価できる ロ

アルゴリズム 1(単体近似を用いた $L$ の構成)

$f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U\cap Q^{m}$が与えられたとき,

Step 1: $x_{0}$ を重心とする刻み幅\mbox{\boldmath $\rho$}\in Qの単体\mbox{\boldmath $\sigma$} $=co\{v^{0}, \ldots, v^{m}\}$ を構成する $(co\{v^{0}, \ldots , v^{m}\}$

は $m+1$ 個の頂点ベクトル $v^{0},$
$\ldots,$

$v^{m}(v^{i}\in Q^{m})$ の凸包).

Step 2: 単体\mbox{\boldmath $\sigma$}において, 適当な近似関数 $f_{N_{0}}$を用いた単体近似の線形成分 $A_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ を有

理数演算により求める.

Step 3: $A_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ の各要素を誤差\eta 以内の有理数に丸め, その行列を $\tilde{A}$ とする.

Step 4: 有理数演算により A\tilde の逆行列を求め, $L$ とする. ロ

アルゴリズム 1の Step 1において, 頂点ベクトル $v^{0},$
$\ldots,$

$v^{m}$は次のようにして求められ

る [6] :

$v^{0}[j]=x_{0}[j]- \rho\frac{m+1-j}{m+1}$ , $(j=1, \ldots, m)$

( $v^{0}[j],$ $x_{0}[j]$ は $v^{0},$
$x_{0}$ の第 $i$成分) (24)

$v^{i+1}=v^{i}+\rho e^{i}$ . $(i=0, \ldots, m-1)$

$e^{i}[j]=\{01$
,

$(j\neq i(j=i:_{1)}1)$ (25)

仮定 1のもと, 重心座標\mbox{\boldmath $\lambda$} $=(\lambda_{0}, \ldots, \lambda_{m})$ をもつ $x\in\sigma$ , すなわち,

$x= \sum_{i=0}^{m}\lambda_{i}v^{i}$ , $\sum_{i=0}^{m}\lambda_{i}=1$ , $\lambda_{i}\geq 0$ , $i=0,$ $\ldots,$
$m$ (26)

なる $x$ に対して, $f_{N_{0}}$を用いた $f$の単体近似 [61,

$F_{\rho,N_{0}}(x)= \sum_{i=0}^{m}\lambda_{i}f_{N_{0}}(v^{i})$ , (27)

が定義される. $F_{\rho,N_{0}}$ : $Uarrow R^{m}$ は単体\mbox{\boldmath $\sigma$}において線形であるので, 要素がすべて有理数で

ある $m\cross m$行列 $A_{\rho,N_{\text{。}}}(\sigma),$ $m$ 次元ベクトル $b_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ を用いて,

$F_{\rho,N_{0}}(x)=A_{\rho,N_{0}}(\sigma)x+b_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ , $x\in\sigma$ (28)
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と書ける. $m\cross m$ 行列 $A_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ は, $x\in\sigma$における $f’(x_{0})$ の近似となり, 次のようにして

計算される :

$A_{\rho,N_{0}}( \sigma)=\frac{1}{\rho}[f_{N_{0}}(v^{1})-f_{N_{0}}(v^{0}),$ $\cdots,$ $f_{N_{0}}(v^{m})-f_{N_{0}}(v^{m-1})]$ . (29)

$f’(x_{0})$ に対する $A_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ の精度に関して, 作用素ノルムの定義 (14) より直ちに補題 1が成

立する.

補題 1[6] 仮定 1, 2のもと,

$\Vert A_{\rho,N_{0}}(\sigma)-f’(x_{0})\Vert\leq\frac{2(m+1)^{2}\epsilon_{N_{0}}+\alpha m^{2}\rho^{2}}{(m+1)\rho}$. (30)

口

以下では, 簡単のため,

$\beta=\frac{2(m+1)^{2}\epsilon_{N_{0}}+\alpha m^{2}\rho^{2}}{(m+1)\rho}$ (31)

とする.

注意 1適当な\epsilon N0が与えられているとき, 式 (31) で定められる $\beta$を最小にするような単体

の刻み幅\mbox{\boldmath $\rho$}N0は,

$\rho_{N_{0}}=\frac{m+1}{m}\sqrt{\frac{2\epsilon_{N_{0}}}{\alpha}}$. (32)

さらに, このときの\beta N0は
$\beta_{N_{0}}=2m\sqrt{2\alpha\epsilon_{N_{0}}}$, (33)

により与えられる (実際には, $\rho_{N_{0}},\beta_{N_{0}}$の値は有理数として近似的に計算される). ロ

アルゴリズム 1の Step 3において, $A_{\rho,N_{0}}(\sigma)$ の各要素を誤差\eta 以内の有理数に丸めるこ

とにより生成される行列 Aについて, 次の補題 2が成立する.

補題 2

$\Vert A_{\rho,N_{0}}(\sigma)-\tilde{A}\Vert\leq m\eta$ . (34)

口

定理 2における $f’(x_{0})^{-1}$の近似 $L$ として, $\tilde{A}$の逆行列を用いたとき, 定理 2の条件の成立

は次の定理 3により確かめられる.
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定理 3(有理数演算による真解の存在の検証 2) 仮定 1, 2のもと, $f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in$

$U\cap Q^{m}$ に対して, 適当な近似関数 $f_{N_{0}}$を用いて, アルゴリズム 1により $m\cross m$ 行列 $L$ を

構成するとき,

$B(x_{0}; \delta)\subset U$, (35)

$\Vert L\Vert(\Vert f_{N_{0}}(x_{0})\Vert+\epsilon_{N_{0}}+\alpha\delta^{2}+(\beta+m\eta)\delta)<c\delta$ , (36)

を満たすような $\delta>0$ が存在すれば, $B(x_{0} : \delta)$ に $f(x)=0$ の真解 $x^{*}\in U$が唯一存在する.

口

(証明) 定理 2において, $L$ をアルゴリズム 1により構成される行列とすると,

$\Vert E-Lf’(x)\Vert=\Vert L(\tilde{A}-f’(x))\Vert$

$\leq\Vert L\Vert(\Vert\tilde{A}-A_{\rho,N_{0}}(\sigma)\Vert+\Vert A_{\rho,N_{0}}(\sigma)-f’(x_{0})\Vert+\Vert f’(x_{0})-f’(x)\Vert)$

$\leq\Vert L\Vert(m\eta+\beta+\alpha\Vert x_{0}-x\Vert)$ . (37)

式 (37) より, $x\in B(x_{0};\delta)$ であれば, $K_{0}=\Vert L\Vert(\alpha\delta+\beta+m\eta)$ , と評価でき, 式 (36) を満

たすような\delta >0が存在すれば, 定理 2の条件 (B’),(C’) の成立が確かめられる 口

注意 2定理 3における式 (36) を満たすような $\delta>0$ の存在は,

$(\beta+m\eta)\Vert L\Vert<c$, (38)

$\frac{4\alpha\Vert L\Vert^{2}(\Vert f_{N_{0}}(x_{0})||+\epsilon_{N_{0}})}{(c-(\beta+m\eta)||L\Vert)^{2}}<1$ , (39)

の成立により確かめられる. 式 (38),(39) が成立していれば, $\delta>0$ は

$\overline{\delta}-d<\delta<\overline{\delta}+d$ (40)

の範囲から選べる. ここで

$\overline{\delta}=\frac{1}{2\alpha}(\frac{c}{\Vert L\Vert}-\beta-m\eta)$ , (41)

$d=\sqrt{\overline{\delta}^{2}-\frac{\Vert f_{N_{0}}(x_{0})\Vert+\epsilon_{N_{0}}}{\alpha}}$. (42)

ただし, 式 (42) における $d$ の値は, 真の値よりも小さい有理数として, 近似的に計算され

る 口
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5 関数の打ち切り誤差, 適当な有理数の丸めを考慮した精度保証付き広義

ニュートン法

本節では, 定理 2が成立, すなわち, $f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U\cap Q^{m}$の近傍に真解 $x^{*}\in U$

の存在が検証されたあとに, x0を初期点とし, 関数 fの打ち切り誤差, 有理数の適当な丸

めを考慮して近似解の精度を任意に高める精度保証付き広義ニュートソ法反復を示す.

まず, $f(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U\cap Q^{m}$ , 要素がすべて有理数の適当な $m\cross m$ 行列 $L$ ,

$0<c<1$ なる定数 $c\in Q$について, 定理 2の条件 $(A’)\sim(C’)$ を満たすような $\delta_{0}>0,$ $K_{0}>0$

を有理数として求め, $0<\kappa<1-c$ なる定数\kappa \in Qを定める.

真解がとの誤差評価が\delta k-l $\in Q$で与えられている $x_{k-1}\in U\cap Q^{m}$から $x_{k}\in U\cap Q^{m}$を生

成し, その誤差評価\delta k\in Qを与える $k$回目の反復 $G_{k}$ : $U\cap Q^{m}arrow Q^{m}$ , すなわち

$x_{k}=G_{k}(x_{k-1})$ , $(k\geq 1)$ (43)

は次のようになる :

アルゴリズム 2(精度保証付き広義ニュートン法反復)

$\Vert x_{k-1}-x^{*}\Vert\leq\delta_{k-1}$ (44)

なる $x_{k-1}\in U\cap Q^{m}$が得られている.

Step 1:
$\Vert L\Vert\epsilon_{N_{k}}+r_{k}+\triangle_{k}\leq\kappa\delta_{k-1}$ (45)

を満たすように, fの近似関数 $f_{N_{k}}$ , 丸めの大きさの上限 $r_{k}\in Q,$ $\Delta_{k}$ 欧 $Q$を定める.

Step 2: $f_{N_{k}}(x_{k-1})$ の値を用いて

$g_{N_{k}}(x_{k-1})=x_{k-1}-Lf_{N_{k}}(x_{k-1})$ (46)

を有理数演算により誤差なしで計算.

Step 3: $g_{N_{k}}(x_{k-1})\in Q^{m}$の各成分を誤差 $r_{k}$以内の有理数に丸め, $x_{k}$ とする.

Step 4: $(K_{0}+\kappa)\delta_{k-1}$ を誤差\triangle k以内に下方へ丸め, $\delta_{k}$ とする. 口
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アルゴリズム 2により生成される点列 $\{x_{k}\}$ が真解 $X^{*}$に収束するためには,

$\bullet$ アルゴリズム 2により生成される点列 $\{x_{k}\}$ が $x_{0}$ の\delta o近傍 (真解 $X^{*}$の唯一存在する領

域) に存在する.

$\bullet$ $x_{k}$ と真解 x*の誤差\delta kが毎回の反復により縮小する.

の 2点が必要とされる. アルゴリズム 2の収束性に関して, 次の定理 4が成立する.

定理 4(精度保証付き広義ニュートン法反復の収束性) 定理 2が成立するような $x_{0}$ , すな

わち, \delta 0近傍に真解 x*が唯一存在するような xoを初期点としてアルゴリズム 2により生成

される点列 $\{x_{k}\}(k\geq 1)$ は

$x_{k}\in B(x_{0};\delta_{0})\cap Q^{m}$ , (47)

$\Vert x_{k}-x^{*}\Vert\leq\delta_{k}\leq(I_{t_{0}’}’+\kappa)\delta_{k-1}$ , (48)

$(K_{0}+\kappa<1)$

を満たす 口

(証明)

式 (47), (48) の成立を, 数学的帰納法により証明, すなわち, 任意の $k\geq 1$ について

$\Vert x_{k}-x_{0}\Vert\leq\delta_{0}$ , (49)

$\Vert x_{k}-x^{*}\Vert\leq\delta_{k}\leq(K_{0}+\kappa)\delta_{k-1}$ , (50)

が成立することを示す.

(i) $k=1$ のとき

$\Vert x_{1}-x_{0}\Vert=\Vert G_{1}(x_{0})-x_{0}\Vert$

$\leq\Vert G_{1}(x_{0})-g_{N_{1}}(x_{0})\Vert+\Vert g_{N_{1}}(x_{0})-g(x_{0})\Vert+\Vert g(x_{0})-x_{0}\Vert$ . (51)

第 1項はアルゴリズム 2の Step 3における丸めの大きさにより評価される.

$\Vert G_{1}(x_{0})-g_{N_{1}}(x_{0})\Vert\leq r_{1}$ . (52)
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第 2項について,

11 $g_{N_{1}}(x_{0})-g(x_{0})\Vert=||x_{0}-Lf_{N_{1}}(x_{0})-(x_{0}-Lf(x_{0}))||$

$\leq\Vert L||||f_{N_{1}}(x_{0})-f(x_{0})||$

$\leq\Vert L\Vert\epsilon_{N_{1}}$ . (. 仮定 1より) (53)

第 3項について, 式 (20) より,

$\Vert g(x_{0})-x_{0}\Vert\leq(c-K_{0})\delta_{0}$. (54)

よって,

$\Vert x_{1}-x_{0}\Vert\leq\kappa\delta_{0}+(c-K_{0})\delta_{0}$

$=(\kappa+c-It_{0}’)\delta_{0}$

$<\delta_{0}$ . $(. \kappa+c-K_{0}<1)$ (55)

したがって, $k=1$ のとき, 式 (49) は成立. また,

$\Vert x_{1}-x^{*}\Vert+\Delta_{1}=\Vert G_{1}(x_{0})-x^{*}\Vert+\triangle_{1}$

$\leq\Vert G_{1}(x_{0})-g_{N_{1}}(x_{0})+\Vert g_{N_{1}}(x_{0})-g(x_{0})\Vert+\Delta_{1}+\Vert g(x_{0})-x^{*}\Vert$. (56)

第 1項, 第 2項, 第 3項について, 式 (45),(52), (53) より,

$\Vert G_{1}(x_{0})-g_{N_{1}}(x_{0})\Vert+\Vert g_{N_{1}}(x_{0})-g(x_{0})\Vert+\Delta_{1}\leq\kappa\delta_{0}$. (57)

第 4項について, $x_{1}\in B(x_{0};\delta_{0})$ であるから,

$\Vert g(x_{0})-x^{*}\Vert\leq K_{0}\Vert x_{0}-x^{*}\Vert$

$\leq\Lambda_{0}^{\nearrow}\delta_{0}$ . (58)

よって,

$\Vert x_{1}-x^{*}\Vert+\triangle_{1}\leq(K_{0}+\kappa)\delta_{0}$. (59)

$(K_{0}+\kappa)\delta_{0}$を誤差\triangle 1以内に下方に丸め, $\delta_{1}$ とすれば,

$\Vert x_{1}-x^{*}\Vert\leq\delta_{1}\leq(\Lambda_{0}^{\nearrow}+\kappa)\delta_{0}$ . (60)
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したがって, $k=1$ のとき, 式 (50) は成立.

(ii) $k=l$のとき

$\Vert x_{l}-x_{0}\Vert\leq\delta_{0}$ , (61)

$\Vert x_{l}-x^{*}\Vert\leq\delta_{l}\leq(1K_{0}+\kappa)\delta_{l-1}$ , (62)

が成立すると仮定.

$k=l+1$ のときについて

$||x_{l+1}-x_{0}\Vert=\Vert G_{l+1}(x_{l})-x_{0}\Vert$

$\leq\Vert G_{l+1}(x_{l})-g_{N_{l+1}}(x_{l})\Vert+\Vert g_{N_{i+1}}(x_{l})-g(x_{l})\Vert$

$+\Vert g(x_{l})-g(x_{0})\Vert+\Vert g(x_{0})-x_{0},$ $\Vert$ (63)

第 1項はアルゴリズム 2の Step 3における丸めの大きさにより評価される.

$\Vert G_{l+1}(x_{l})-g_{N_{l+1}}(x_{l})\Vert\leq r_{l+1}$ . (64)

第 2項について,

$\Vert g_{N,+1}(x_{l})-g(x_{l})\Vert=\Vert x_{l}-Lf_{N_{l+1}}(x_{l})-(x_{l}-Lf(x_{l}))\Vert$

$\leq\Vert L\Vert\Vert f_{N_{l+1}}(x_{l})-f(x_{l})\Vert$

$\leq\Vert L\Vert\epsilon_{N_{l+1}}$ . (. 仮定 1より) (65)

第 3項について, $x_{l}\in B(x_{0};\delta)$ であるから式 (12) により

$\Vert g(x_{l})-g(x_{0})\Vert\leq K_{0}\Vert x_{l}-x_{0}\Vert$

$\leq K_{0}\delta_{0}$ . (66)

第 4項について,

$\Vert g(x_{0})-x_{0}\Vert\leq(c-K_{0})\delta_{0}$ . (67)

よって,

$\Vert x_{l+1}-x_{0}\Vert\leq\kappa\delta_{l}+I_{t_{0}^{\nearrow}}\delta_{0}+(c-K_{0})\delta_{0}$

$\leq\kappa\delta_{l}+c\delta_{0}$

$<\kappa\delta_{0}+c\delta_{0}$ $(. \delta_{l}<\delta_{0})$

$<\delta_{0}$ . $(. c+\kappa<1)$ (68)
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しだがって, $k=l+1$ のとき, 式 (49) は成立. また,

$||x_{l+1}-x^{*}||+\triangle_{l+1}=\Vert G_{l+1}(x_{l})-x^{*}\Vert+\triangle_{l+1}$

$\leq\Vert G_{l+1}(x_{l})-g_{N_{t+1}}(x_{l})\Vert+\Vert g_{N_{l+1}}(x_{l})-g(x_{l})||$

$+\triangle_{l+1}+\Vert g(x_{l})-x^{*}\Vert$ . (69)

第 1項, 第 2項, 第 3項について, 式 (45),(64), (65) より,

$\Vert G_{l+1}(x_{l})-g_{N_{l+1}}(x_{l})\Vert+\Vert g_{N_{l+1}}(x_{l})-g(x_{l})\Vert+\triangle_{l+1}\leq\kappa\delta_{l}$ . (70)

第 4項について, $x_{l}\in B(x_{0};\delta_{0})$ であるから,

$\Vert g(x_{l})-x^{*}\Vert\leq K_{0}\Vert x_{l}-x^{*}\Vert$

$\leq K_{0}\delta_{l}$ . (71)

よって,

$\Vert x_{l+1}-x^{*}\Vert+\triangle_{l+1}\leq(K_{0}+\kappa)\delta_{l}$ . (72)

$(K_{0}+\kappa)\delta_{l}$を誤差\triangle 1+1以内に下方へ丸め, $\delta_{l+1}$ とすれば,

$\Vert x_{l+1}-x^{*}\Vert\leq\delta_{l+1}\leq(K_{0}+\kappa)\delta_{l}$ . (73)

したがって, $k=l+1$ のとき, 式 (50) は成立.

以上 (i)(ii) より, 任意の $k\geq 1$ について式 (49),(50) は成立. $\square$

誤差を考慮しない広義ニュートソ法反復 (6) では, 1回の反復ごとに真解との誤差が K0
倍縮小する. 本節で示したアルゴリズム 2により生成される点列 $\{x_{k}\}\subset U\cap Q^{m}$の真解

$x^{*}\in U$に対する誤差評価の列 $\{\delta_{k}\}\in Q$は, 式 (48) より毎回 Ko+\kappa 倍以下の割合で小さく

なっていることがわかる.

また, 定理 2の条件 (C’) は定理 1の条件 (C) より厳しくなっている (右辺の\delta の係数が

$0<c\leq 1$ なる定数 $c$ となっている). これは, 写像 $G_{k}$に関数 $f$の打ち切り誤差と有理数

の丸めの誤差が含まれるために, アルゴリズム 2により生成される点列 {xk} を xoの\delta o近傍

(真解の唯一存在する領域) から出ないようにするために必要となった.

本節で示した誤差を考慮した精度保証付き広義ニュートソ法反復により, 非線形方程式

(2) の任意精度の近似解が有理数として得られる.



14

6 数値実験例

本節では, 3\sim 5節で示したアルゴリズムをある非線形方程式に対して数値実験を行った

結果を示す. そのため, 著者らは分母分子を任意長の整数として持つ有理数を数値型とす

る有理数演算ライブラリーを作成した. この中には,

$\bullet$ 有理数の四則演算.

$\bullet$ 有理数を要素とするベクトル, 行列の演算, 及び, それらのノルムの評価.

$\bullet$ ガウスの消去法による連立 1次方程式, 逆行列の exact な計算.

$\bullet$ 連分数展開を用いた丸め誤差指定の有理数の丸め関数.

$\bullet$ 有理数の平方根を任意精度の有理数として近似する関数.

などが含まれている.

例 1例 1では, 以下に示す非線形写像 $f$ : $R^{m}arrow R^{m}$の不動点を求める問題を考える:

$f(x)=(f_{1}(x), \ldots, f_{m}(x))$ , $x\in R^{m}$ , (74)

$f_{k}(x)=( \sum_{i=1}^{m}x_{i}^{3}+\sqrt{mk})/2m$ $(1 \leq k\leq m)$ .

口

\phi mkの値は連分数展開を用いて任意精度の有理数として計算できるので, fは仮定 lを

満たしているといえる.

m=5のとき, 単精度, 及び倍精度浮動小数点演算によるニュートソ法反復で得られた

近似解を表 1に示す. まず, この近似解がどの程度の精度をもっているのか, それぞれ有理

数演算により定理 3の条件成立を確認することにより検証する.
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表 1: 浮動小数点演算によるニュートン法反復で得られた近似解 $(m=5)$

(i) 単精度浮動小数点演算で得られた近似解の場合

$\alpha=3,$ $\epsilon_{N_{0}}=1.0\cross 10^{-8},$ $\rho_{N_{0}}=3149/38567216$ ((32) により計算), $\eta=1.0\cross 10^{-4}$ とし

てアルゴリズム 1により $L$ を構成する. $c=1/10$ としたとき,

(38) の左辺 $\approx 4.07\cross 10^{-3}<c$

(39) の左辺 $\approx 5.01\cross 10^{-5}<1$

であり, 定理 3の条件成立が確かめられる. このとき, \delta 0=1/3445144\approx 2.9 $\cross$ 10-7と計算

でき, $x_{0}$の\delta 0近傍に $f(x)$ の不動点 $x^{*}\in R^{5}$が存在することが検証された. すなわち, 表 1

の単精度浮動小数点演算により得られた近似解に定理 3により保証された精度は小数点以

下 6桁である.

(ii) 倍精度浮動小数点演算で得られた近似解の場合

$\alpha=3,$ $\epsilon_{N_{0}}=1.0\cross 10^{-11},$ $\rho_{N_{0}}=777/300930806$((32) により計算), $\eta=1.0\cross 10^{-4}$ と

してアルゴリズム 1により $L$ を構成する. $c=1/10$ としたとき,

(38) の左辺 $\approx 7.96\cross 10^{-4}<c$

(39) の左辺 $\approx 2.32\cross 10^{-8}<1$

であり, 定理 3の条件成立が確かめられる. このとき, $\delta_{0}=1/2081529083\approx 4.80\cross 10^{-10}$

と計算でき, $x_{0}$の\delta 0近傍に $f(x)$ の不動点 $x^{*}\in R^{5}$が存在することが検証された. すなわち,
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表 1の倍精度浮動小数点演算により得られた近似解に定理 3により保証された精度は小数点

以下 8桁である.

次に, 表 1の単精度浮動小数点演算により得られた近似解を初期点として, 第 5節で提案し

た精度保証付き広義ニュートソ法により近似解の精度を高める. このとき, $K_{0}\approx 4.07\cross 10^{-3}$

と評価でき, $\kappa=1/100$ と定め, 表 1の単精度の近似解を初期点 $x_{0}\in Q^{5}$として, アルゴリ

ズム 2により生成した点列 {xk}, 及び真解 x* との誤差評価 {\delta k} を表 2に示す. なお, アル

ゴリズム 2の Step 1における $\kappa\delta_{k-1}$の配分は, $\Vert L\Vert\epsilon_{N_{k}}$ : $r_{k}$ : $\triangle_{k}=9$ :9 :2とした. 近似解

の精度は毎回の反復で K0+\kappa \approx 1.407 $\cross$ 10-2倍ずつ向上している. 毎回の反復で適当な有

理数の丸めを行っているため, 得られる近似解と誤差評価の有理数の桁の長さは毎回の反

復で 1, 2桁増える程度にとどまっている.
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表 2: 精度保証付き広義ニュートソ法反復 $(m=5)$
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表 3: 精度保証付き広義ニュートソ法反復 ( $m=5$ , 第 1成分のみ小数点以下 30桁表示)

注) 下線部が精度の保証されている桁

さらに, 近似解の精度が毎回の反復で向上していく様子を, 表 3に xkの第 l 成分を小数

点以下 30桁まで表示することにより示す. 下線部が精度の保証されている桁である. 表 2,

3より反復 10回で小数点以下 23桁の精度が分母分子がそれぞれ 13桁の有理数により得ら

れていることがわかる.

表 4, 5において, 精度保証付き広義ニュートソ法により得られた結果 (表中のすべての

桁の精度は保証されている) と単精度, 及び倍精度の浮動小数点演算により得られた近似

解を, 表 4, 5において比較する. それぞれについて, 下線部が浮動小数点演算の数値計算

結果に保証される精度であると結論できる.
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表 4: 単精度浮動小数点演算により得られた近似解の精度保証 $(m=5)$

注) 下線部が精度の保証されている桁

表 5: 倍精度浮動小数点演算により得られた近似解の精度保証 $(m=5)$

注) 下線部が精度の保証されている桁
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例 2 ロジスティック写像

$x_{0}$ : given, $x_{n+1}=rx_{n}(1-x_{n})$ , $0<r\leq 4$ , (75)

により生成される軌道 $\{x_{n}\}(1\leq n\leq m)$ を, $X=(x_{1}, x_{2}, \ldots.x_{m})\in U$を変数とする非線形

方程式

$f(X)=(\begin{array}{l}x_{1}-rx_{0}(1-x_{0})x_{2}-rx_{1}(1-x_{1})|x_{m}-rx_{m-1}(1-x_{m-1})\end{array})=0$ , (76)

の近似解と考え, 定理 2により真の軌道の存在, 及びその精度を保証する $(U=[0,1]\cross$

$[0,1]\cross\cdots\cross[0,1]\subset R^{m})$ . 口

まず, 方程式 (76) の近似解 $X^{(0)}=\{x_{1}^{(0)} , x_{2}^{(0)}, \ldots, x_{m}^{(0)}\}\in U\cap Q^{m}$ を次のようにして生成

する:

アルゴリズム 3(近似軌道 $X^{(0)}$の構成)
$x_{0}^{(0)}$を $x_{0}\in[0,1]\cap Q$ . $n=0$ .

Step 1: $rx_{n}^{(0)}(1-x_{n}^{(0)})$ を有理数演算により誤差なしで計算.

Step 2: $rx_{n}^{(0)}(1-x_{n}^{(0)})$ を誤差\mbox{\boldmath $\xi$} $>0$ 以内の有理数に丸め, $x_{n+1}^{(0)}$ とする.

Step 3: $n=n+1$ とする. $n=m$ であれば終了. そうでなければ Step 1へ.

$\square$

アルゴリズム 3の Step 2で有理数の丸めを行うことより, $\Vert f(X^{(0)})\Vert\leq\xi$ということにな

る. また, $f(X)$ のヤコビ行列 $f’(X)$ は,

$f’(X)=(r(2x_{1}0^{-}11)$
$r(2x_{2}-11)$ .

$r(2x_{m1}1-1)$

$0_{1})$ , (77)
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であるから, $f’$ : $Uarrow U$のリブシッツ定数は $\alpha=2r$であることがわかる. また, $f’(X)$ の

逆行列 $f’(X)^{-1}$は,

$f’(X)^{-1}=[(-1)^{m+1}a^{1_{1}}a_{2}\cdot a_{m}a_{1}a_{2}-a_{1}..$

$(-1)^{m}a_{2}^{1_{a_{2}}}\cdot a_{m}-.$

.
$-a_{m}1$

$01)$ , (78)

但し,

$a_{i}=r(2x_{i}-1)$ , $(i=1, \ldots, m)$ (79)

となる. 近似軌道 $X^{(0)}\in$ U\cap Qmの近傍に真の軌道 $X^{*}\in U$ , すなわち無限精度の演算

による反復で生成される軌道が存在するかどうかを, 定理 2の条件の成立により検証する.

$f’(X^{(0)})^{-1}$の近似行列 $L$ として, $f’(X^{(0)})^{-1}$の各要素を誤差\eta $>0$ 以内の有理数に丸めた行

列を用いる. すなわち, 作用素ノルムの定義 (14) より

$\Vert f’(X^{(0)})^{-1}-L\Vert\leq m\eta$ . (80)

$X^{(0)}\in U\cap Q^{m}$の近傍に真の軌道 $x*\in U$が存在するかどうかを厳密に検証する条件が定理

2の系として得られる.

系 1(ロジスティック写像による真の軌道の存在の検証)

$B(X^{(0)}; \delta)\subset U$ , (81)

$\xi\Vert L\Vert+m\eta\Vert f’(X^{(0)})\Vert\delta+2r\Vert L\Vert\delta^{2}<c\delta$, (82)

を満たすような $\delta>0$ が存在すれば, $B(X^{(0)}; \delta)$ に $f(X)=0$ の真解 $x*\in U$が唯一存在す

る 口

(証明)

$\Vert E-Lf’(X)\Vert\leq\Vert E-Lf’(X^{(0)})\Vert+\Vert Lf’(X^{(0)})-Lf’(X)\Vert$

$\leq\Vert f’(X^{(0)})\Vert\Vert f’(X^{(0)})^{-1}-L\Vert+\Vert L\Vert\Vert f’(X^{(0)})-f’(X)||$

$\leq m\eta\Vert f’(X^{0})\Vert+2r\Vert L\Vert\Vert X^{(0)}-X\Vert$ (83)

$X\in B(X^{(0)}; \delta)$ であれば, $K_{0}=m\eta\Vert f’(X^{(0)})\Vert+2r\Vert L\Vert\delta$と評価でき, 式 (82) を満たすよう

な\delta >0が存在すれば, 定理 2の条件 (B’),(C’) の成立が確かめられる. $\square$
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注意 3 $||f’(X^{(0)})||$ の値は, 作用素ノルムの定義 (14) より,

$\Vert f’(X^{(0)})\Vert=\max\{1,\max_{1\leq i\leq m-1}1+r(2x_{i}-1)\}$, (84)

により計算される. また, 式 (82) を満たすような $\delta>0$ の存在は,

$m\eta\Vert f’(X^{(0)})\Vert<c$ , (85)

$\frac{8r\xi\Vert L\Vert^{2}}{(c-m\eta||f’(X^{(0)})||)^{2}}<1$ , (86)

の成立により確かめられる. このとき, $\delta>0$ は,

$\overline{\delta}-d<\delta<\overline{\delta}+d$ , (87)

の範囲から選べる. ここで,

$\overline{\delta}=\frac{c-m\eta||f’(X^{(0)}\Vert}{4r||L\Vert}$ (88)

$d=\sqrt{\overline{\delta}^{2}-\frac{\xi}{2r}}$ . (89)

但し, 式 (89) における $d$ の値は, 真の値よりも小さい有理数として, 近似的に計算される.

口

系 1により, 真の軌道の存在を検証するには, 近似軌道 $X^{(0)}\in U\cap Q^{m}$を生成するとき

の丸めの大きさ $\xi>0$ , 及び, $L$ を構成する際のヤコビ行列の逆行列 $f’(X^{(0)})^{-1}$の各要素の

丸めの大きさ \eta >0を適当に定めてやらなければならない. 実際, ||L|| の値はそれほど\mbox{\boldmath $\xi$}, $\eta$

に依存しない. 予め $\Vert L\Vert$ のおおよその値が見積もれているとき, 系 1の条件が成立するよ

うな $\xi$ , \eta の値の範囲が次の補題 3により与えられる.

補題 3

$\xi<\frac{c^{2}}{8r||L\Vert^{2}}$ (90)

$\eta<\frac{1}{m\Vert f’(X^{(0)})\Vert}(c-2\Vert L\Vert\sqrt{2r\xi})$ , (91)

を満たすように, $\xi$ , \eta を定めれば, 系 1の条件が成立する. 口

(証明) まず, $\xi$を固定したとき, 式 (85) より,

$\eta<\frac{c}{m\Vert f’(X^{(0)}\Vert}$ , (92)
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式 (86) より,

$\eta<\frac{1}{m\Vert f(X^{(0)})\Vert}(c-2\Vert L\Vert\sqrt{2r\xi})$ , $\eta>\frac{1}{m\Vert f’(X^{(0)})\Vert}(c+2\Vert L\Vert\sqrt{2r\xi})$ , (93)

よって,

$\eta<\frac{1}{m||f’(X^{(0)})\Vert}(c-2\Vert L\Vert\sqrt{2r\xi})$ . (94)

また, このような $\eta>0$ が存在するためには,

$c-2\Vert L||\sqrt{2_{7}\xi}>0$ , (95)

すなわち,

$\xi<\frac{c^{2}}{8r||L\Vert^{2}}$ (96)

口

反復 (75) により生成される点列の振る舞いはパラメータ鴬こよって異なることが知られ

ている. $m=1OO$ とし, $(i)r=3.1$ ( $2$ 周期解), (ii)r=3.186(カオス解), の 2通りについて

アルゴリズム 3により生成される軌道の精度保証を系 1の条件成立を確かめる事により行う.

(i), (ii) それぞれの場合について, 検証する軌道 X(0)を生成する際の丸め\mbox{\boldmath $\xi$}, 行列 L を構

成する際の丸め\eta , $\Vert L\Vert,$ $\Vert f’(X^{(0)})\Vert$ の値, 及び, このとき系 1により評価される (85), (86)

の左辺の値, 真の軌道との誤差\delta , $K_{0}$ を表 6に示す (これらの値はすべて計算機上では有理

数として評価されている). なお\mbox{\boldmath $\xi$}, \eta の値は補題 3を考慮して定めたので, 系 1の条件成立

が確かめられている. (ii) の場合は, 条件成立の時点ですでに十分な精度が得られている

が, (i) の場合については, さらに精度保証付き広義ニュートソ法反復により近似解の精度

を高めた.

表 7, 8に倍精度浮動小数点演算により反復 (75) により生成した軌道と, 有理数演算によ

り小数点以下 20桁の精度が保証されている軌道を示す. $r=3.1$ の場合, 表 7より倍精度

浮動小数点演算による反復で生成された軌道の小数点以下桁 14桁以降の精度は, 有理数演

算による検証で保証されている (下線部が精度の保証されている桁). ところが, $r=3816$

の場合, 表 8より倍精度浮動小数点演算による反復で生成された軌道の精度は反復を重ね

るごとに落ち, $x_{80}$以降では 1桁も信頼できないことがわかる.
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表 6: ロジスティック写像の真の軌道の存在検証

注) 表中の $\Vert L\Vert$ , $\Vert f’(X^{(0)})\Vert,$ (85),(86) の左辺, $K_{0}$の値は大体の値

7 むすび

本稿では, 非線形方程式の近似解が何らかの方法により与えられているとき, まず, 有理

数演算による真解の存在を厳密に検証し, 近似解の精度保証が行えることを示した. さら

に, 有理数の適当な丸めを考慮して, 近似解の精度を任意に高める精度保証付き広義ニュー

トソ法反復を示した.
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表 7: ロジスティック写像の軌道の精度保証 ($r=3.1,2$ 周期解)

注) 下線部が精度の保証されている桁
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表 8: ロジスティック写像の軌道の精度保証 ( $r=3.816$ , カオス解)

注) 下線部が精度の保証されている桁
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