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近似的 GCD を用いた有理関数近似 1

野田松太郎\dagger , 宮広栄一\dagger \dagger , 甲斐博\dagger
\dagger 愛媛大学工学部情報工学科 \dagger \dagger 愛媛大学工学部電子工学科

1 はじめに

関数近似の技法は最も代表的な数値計算法の一っであり、多くの教科書でも詳しく議論さ
れている。以後の解析が困難なような複雑な関数、実験結果のようにデータ列が与えられた場合
の近似関数形の導出などに対して色々な関数近似の方法がある。 これらに共通するのは、有限個
の点 (以下サンプ $\tau_{J}$点と呼ぶ) とその点での関数値またはデータ値の組を与えて近似関数を求め
ることである。 このうち多項式近似は最も単純で性質の究明も十分に進んでおり応用も広い。 し

かし、近似される関数やデータが変化が激しかったり、特異点を含んでいたりすると、点の組を
増加させても十分な近似が得られない。現在広く用いられているスプライン関数近似他の多くの
高精度の近似法もあるが、得られる関数形が煩雑で定性的な振舞いを見たり、より進んだ解析を
したりするには十分ではない。そこで、本論では多項式近似に劣らず単純で数学的解析も進んで
おり、かっ激しい変化や特異点を含むデータにも対応し得る有理関数近似 $[4, 5]$ を取り上げる。有
理関数近似を得られれば、近似関数の振舞いの解析はもちろん、数値数式融合アルゴリズムであ
るハイブリッド積分 [3] を用いて高精度な積分結果を求めることも可能となる。
有理関数近似は分子、分母の多項式の比で関数近似を行うものだが、高精度の有理関数近似

を得ようとして、サンプル点とデータの組を増大さすと分母の多項式の次数が大きくなり、不必
要な零点を持っことがある。すなわち、近似有理関数は本来存在しない不必要な極を持っことに
なる。 これは有理関数近似の限界であり広範囲な利用を不可能にしている。多くの有理関数近似
の議論では分子、分母の多項式は互いに素で、かっ分母の多項式は近似区間では零点を持たない
という大前提のもとで行われている。本論ではこの点にっいての考察を加え、有理関数近似の利
用範囲を拡大することを考える。実験例を通じて、極を生じる分母の多項式の不必要な零点の位
置は分子の多項式の零点の位置と近似的に同じであることを示す。すなわち分子、分母の多項式
の次数を高次にすると、それらが近似的共通因子を持つことになる。 この近似的共通因子を取り
去れば低次の有理関数近似が得られる。 このようにして求めた有理関数近似の精度は、最初の有
理関数近似を高精度にすれば近似的共通因子の近似度だけ低下することが分かる。 もともと少な

い点で近似したものより有効な近似有理関数を求めることが可能になると予想できる。結局この
ような有理関数近似を得る上での要点は近似的共通因子をどのように求めるかである。本論では、
これを分子、分母の多項式の近似 GCD(最大公約多項式)[7] を計算して求める。すなわち、ハイブ
リッド計算での有理関数近似を得ることになる。以下、 2で簡単に有理関数近似を概説し、 $ では

ハイブリッド計算での有理関数近似を得るアルゴリズムに至る過程を実例を通じてみる。 アルゴ

リズムとその拡張にっいては 4で述べる。 また最後に本論の研究を進める上で、今後に行うべき
いくつかの課題について言及する。
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2 有理関数近似と問題点

関数 $f(x)$ の範囲 $[a, b]$ での有理関数近似は次のようにして求める。 いまサンプル点の列

$x_{0}=a,$ $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{N}=b$ を与え、各点での関数値 $f(x_{0}),$ $f(x_{1}),$ $\cdots,$ $f(x_{N})$ を計算する。結局、 (点、

関数値) の有限個の組を与えるので、関数値を実験データなどの離散データに置き換えても支障
はない。 これらの組を正確に通る有理関数

$r_{m,n}= \frac{p_{m}}{q_{n}}$ (2.1)

を決定する。 ここで $p_{m},$ $q_{n}$ は各々次数 $m,$ $n$ の多項式であり、$Pm=a0+a_{1}x+\cdots+a_{m}x^{m},$ $q_{n}=$

$b_{0}+b_{1}x+\cdots+b_{n}x^{n}$ とする。 (1.1) 有理関数を $(m, n)$ 有理関数と呼ぶ (type of ($m$,n))。便利
のために、特に $b_{0}=1$ とおく。 これら多項式の係数を決定するには $n+m+1$ 個の点と関数値
または離散データの組を与え、連立 1次方程式を解く必要がある。したがって、$N=n+m$ であ
る。 また、 $(m, n)$ 有理関数では関数近似の精度を考えると $m=n$ または $m=n\pm 1$ の場合が最

適とされている [81 。
有理関数近似に関する議論は古くから行われている。例えば指数関数のように $(m, n)$ 有理関

数の収束定理が示されている場合もある。ただし、 これらで扱われる有理関数 $r_{m,n}$ は既約である
( $[a,$ $b]$ 内では $p_{m},$ $q$ は共通の零点を持たない) とされている。教科書 ([5] など) では、 これに

ついて

$\frac{x+1}{x^{2}+3x+2}=\frac{(x+1)}{(x+1)(x+2)}=\frac{1}{x+2}$ (2.2)

としており、 $r=1/(x+2)$ を結果の有理関数としている。また、有理関数は考える区間 $([a, b])$

内で極を持たないことも仮定されている。すなわち、分母の多項式 $q_{n}$の $n$ 個の零点はすべて区間

外にあるか複素数であるとされている。 しかし、現実に現れる関数近似の問題では多項式の係数
は一般に浮動小数であり、通常の方法では上のような多項式の因数分解は不可能である。浮動小
数点計算の結果求める $r_{m,n}$が既約である場合はほとんど無いといってよいくらいである。特に、
$n,$ $m$ を大きくすると分母の多項式 $q_{n}$の実の零点が区間内にある可能性も増大し、近似有理関数が
極を持ち近似の意味を失う場合が多い。次にこれを例で示す。

例 1Runge の例
$f(x)= \frac{1}{1+25x^{2}}$ (2.3)

・近似範囲 :[-1, 1]. サンプル点の数と分子、分母多項式の次数 :

1. 5点、 $(m, n)=(2,2)$

2. 9点、 $(m, n)=(4,4)$

$3.17$ 点、 $(m, n)=(8,8)$. 得られた近似有理関数 :

$r_{2,2}$ $=$ $\frac{1+2.220446\cross 10^{-16}x^{2}}{1+25x^{2}}$

$r_{4,4}$ $=$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1-0.573334x-1.304265x^{2}-1.850372\cross 10^{-17}x_{3^{3}}+1.319579\cross 10^{-15}x^{4}1-0.573334x+23.6957x^{2}-14.33335x-32.60662x^{4}$

$r_{8,8}$ $=$ $\frac{p_{8}(x)}{q_{8}(x)}$
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ここで

$p_{8}(x)$ $=$ $1+0.4189994x-1.225321x^{2}+0.2264419x^{3}-0.1168712x^{4}+0.3296147x^{5}$

$-1.059114x^{6}+8.258448\cross 10^{-16}x^{7}+2.402926\cross 10^{-15}x^{8}$

$q_{8}(x)$ $=$ $1+0.4189994x+23.77468x^{2}+10.70143x^{3}-30.7499x^{4}+5.990661x^{5}$

$-3.980895x^{6}+8.240367x^{7}-26.47785x^{8}$

5点での近似有理関数 $r_{2,2}$ は元の関数に非常に近い形をしている。 しかしサンプル点の数を 9 、

$17$ とすると結果は一見良くない。 まず、 $r_{4,4}$を検討する。 この有理関数の分母の多項式 $q_{4}$ は次の
ような実の零点を持っ。

$x\approx-1.122578$ and 0.6829942

これらの中、 $x\approx 0.682994$ の零点は近似範囲内にあり、従来から扱われている有理関数近似の前
提とは異なっている。当然、 $r_{4,4}$ は極を持っはずである。いま、 (2.3) の関数と $r_{4,4}$ を近似範囲内

で図示すると各々Fig.la, $b$ になる。Mathematica で特にズームァップしない Fig lb では予想さ

これは極を生むべき $q_{4}$ の零点が他のものと打ち消し合われていることを意味する。 そこで、分子
の多項式 $p_{4}$の零点を計算してみる。 これはすべて実根で

$x\approx\pm 3.14387\cross 10^{8},$ $-1.122579$ and 0.6829947

となる。予想通り $q_{4}$の実根は $p_{4}$のものときわめて近接しており、それらがあたかも両多項式の共
通因子のようになっており、係数決定のときの数値計算の誤差と浮動小数点係数とを考慮すると
(2.2) の近似計算版であると想像し得る。すなわち、両多項式の近似的 $GCD[7|$ を計算し、$r_{4,4}$ の分
子分母から共通部分を除くと近似的に既約な有理関数近似が得られる。実際に cutoff値 $\epsilon=10^{-3}$

(精度 $10^{-3}$の近似的 GCD) で $p_{4}$ と $q_{4}$の近似的 GCD $(g)$ を求めると

$g=0.75781\cross 10^{15}-0.43448\cross 10^{I5}x-0.98839\cross 10^{15}x^{2}$

となる。分子、分母の多項式からこれを除くと

$r_{4,4}\Rightarrow r_{2,2}’=\ovalbox{\tt\small REJECT}-1.304264838-0.5985697351\cross 10^{-15}x+0.1319579366\cross 1_{X}0_{2^{-14}}x^{2}-1.304264830-0.3820494108\cross 10^{-8}x-32.60662094$

となる。結果を見やすくするため、分母の多項式の定数項を 1にし、再び多項式中の微小係数項
を切り捨てると

$\tilde{r}_{0,2}=\frac{1}{1+25.00000015x^{2}}$
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となり、 (2.3) に与えた $f(x)$ に非常に近い近似関数を得る。 $r_{8,8}$ の場合にも同じことがいえ、 $p_{8}$

と $q_{8}$ の近似的 GCD を求めると

$g$ $=$ $0.41615\cross 10^{15}+0.17437\cross 10^{15_{X}}-0.50992\cross 10^{15_{X}2}+0.94235\cross 10^{14}x^{3}-0.48637\cross 10^{14}x^{4}$

$+0.13717\cross 10^{15}x^{5}-0.44076\cross 10^{15_{X}6}$

なる 6次式を得る。近似的除算 $p_{8}/g,$
$q_{8/9}$ により近似有理関数は

$-1.059114117+0.1573677134\cross 10^{-14}x+0.2402926343\cross 10^{-14}x^{2}$
$n$

$r_{8,8}\Rightarrow r_{2,2}=\overline{-1.059114117+0.6331500428\cross 10^{-13}x-26.47785292x^{2}}$

となり、分子の定数項を 1にし、微小係数項を切り落とすと

$\tilde{r}_{0,2}=\frac{1}{1+25x^{2}}$

である。 (2.3) と一致している。すなわち、有理関数近似ではサンプル点の数を増大さすと一見不
必要な極の数が多くなり有理関数近似は不適当と思える。 しかし、分子、分母の両多項式が持つ
近似的共通因子を計算し、それで分子、分母を割り、近似的規約形を求めると精度のよい近似有理
関数となすることがわかる。当然、浮動小数係数の多項式間の近似的共通因子を求めるには佐々
木、野田により提案された近似的 GCD 算法の使用が考えられる [7] 。そこで次に近似的 GCD 算
法について簡単にまとめる。

3 近似的 GCD 計算と有理関数近似への応用

近似的 GCD アルゴリズムは悪条件代数方程式

$P(x)=a_{m}x^{m}+a_{m-1}x^{m-1}+\cdots+a0=0$ , $a_{m}\neq 0$ . (3.1)

の解を得る目的で開発された。ここで多項式の係数は浮動小数を許している。$P(x)$ を無平方分解、
すなわち

$P(x)=Q_{1}(x)Q_{2}^{2}(x)\cdots Q_{l}^{l}(x)$ , (3.2)

すると、近似的多重根因子が無平方因子 $Q:,$ $i=1,$ $\cdots,$
$l$ として取り出すことができる。 $Q_{1}(x)$ 部

分は良条件の単根のみを含み、以下は近接根の性質を用いて全根を求めることができる。 ここで

は近似的無平方因子を見いだすことが重要になる。 これは $P(x)$ と、 それを $x$ で微分した多項式
$dP(x)/dx$ の最大公約多項式 (GCD) を求めるとよい。 もし、 $P(x)$ の係数が整数か有理数なら、
この計算はユークリッド互除法で多項式剰余列 (PRS)

$(P_{1}=P(x), P_{2}=dP(x)/dx,$ $\cdots,$ $P_{k-1}\neq 0,$ $P_{k}=0$) (3.3)

を求め、GC $D(P_{1}, P_{2})=pp(P_{k-1})$ とすればよい。ここで pp は多項式の原始部分 (pIimitive part)
を表す。 しかし、 $P(x)$ の係数が浮動小数になると、 (3.3) の PRS での $0$ の判定が困難になる。
そこで、 $0<\epsilon\ll 1$ なる微小量\epsilon を導入し、 多項式の全ての係数が \epsilon 以下になったとき、 その多項
式を $0$ とみなす。 これを cutoff $\epsilon$ という。 したがって、 PRS を次のように書き直す。

$(P_{1}, P_{2}, \cdots, P_{k-1}\neq 0(cutoff\epsilon), P_{k}=0(cutoff\epsilon))$ . (3.4)
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このとき、ユークリッド互除法を次のように規格化しておく。

$P_{1-1}=Q:P:+Max(1,mmc(Q;))\cross P:+1$ , $i=2,$ $\cdots,$
$k$ .

ここで、 $Q_{\{}$ は多 x 式 P:-l と君の商を表す。cutoff操作を含む PRS から得られる最大公約多項
式を近似的 GCD と呼び、 cutoff値とともに

$ApxGCD(P_{1}, P_{2}; \epsilon)=pp(P_{k-1})$ (3.4)

と書く。 したがって、 このときの近似的無平方分解は次のようになる。

$P(x)=Q_{1}(x)Q_{2}^{2}(x)\cdots Q_{l}^{1}(x)+O(\epsilon(x))$ . (3.5)

これを用いると 2の $r_{4,4}$ の近似的共通因子は

$g=ApxGCD(p_{4}, q_{4}; 10^{-3})=0.7578\cdots$

などと書ける。 これを用いて 2で述べた有理関数近似のアルゴリズムを書くと次のようになる。

アルゴリズム 近似的 GCD を用いた有理関数近似 $-I$

入力 : 有限個の点、 $x0,$ $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{k}$ と対応する関数値または実験データ、 $f(x_{0}),$ $f(x_{1}),$ $\cdot$ . . , $f(x_{k})$ .
近似的 GCD のための cutoff 値 $\epsilon$ .

出力 : $(x_{0}, f(x_{0})),$ $(x_{1}, f(x_{1})),$ $\cdots,$ $(x_{n}, f(x_{n}))$ を近似する有理関数 $r(x)=p(x)/q(x)$ 。

方法 :

1. 入カデータを近似する $(m, n)$ 有理関数

$r^{(0)}(x)= \frac{p^{(0)}(x)}{q^{(0)}(x)}=\frac{\Sigma_{j=0}^{m}a_{j}x^{j}}{\Sigma_{j=0}^{n}b_{\dot{J}}x^{i}}$ , $b_{0}=1$

を求める。

2. $p^{(0)}(x)$ と $q^{(0)}(x)$ の精度 $\epsilon$ の近似的 GCD を求める。

$g=ApxGCD(p^{(0)}(x), q^{(0)}(x);\epsilon)$

3. $p^{(0)}(x)$ と $q^{(0)}(x)$ を $g(x)$ により近似的除算し

$r^{(1)}(x)= \frac{p^{(1)}(x)}{q^{(1)}(x)}=\frac{\frac{p^{(0)}(x)}{g(x)}}{\frac{q^{(0)}(x)}{g(x)}}$

とする。

4. 以下の有理関数の正規化を行う。

(a) $r^{(1)}(x)$ を $q^{(1)}(x)$ の定数項で割る。

(b) $r^{(1)}(x)$ の微小係数項を無視する。

5. 正規化した有理関数を $r(x)$ とする。
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このアルゴリズムを他の例に用い、 さらに改良することを考える。 ここで考える例は
例 2 分母に 2重極を持っ関数の例

$f(x)= \frac{l}{x\sin x}$ (3.6)

. 近似範囲 : $[0,$ $\pi|$

. サンプル点の数と分子、分母多項式の次数 :. 21点、 $(m, n)=(10,10)$

ただし、 $x0=0.001,$ $\cdots,$ $x_{20}=3.141$ として 0.157幅に等間隔にとる。. 得られた近似有理関数 :

$7’(0)$
$=$ $p^{(0)}/q^{(0)}$

$p^{(0)}$ $=$ $-1.8476\cross 10^{14}+5.2531\cross 10^{14_{X}}+1.5974\cross 10^{14}x^{2}-1.2001\cross 10^{13}x^{3}+6.8986\cross 10^{12}x^{4}$

$-6.9830\cross 10^{11_{X}5}+1.4066\cross 10^{11_{X}6}-1.2594\cross 10^{10_{X}7}+1.5740\cross 10^{9_{X}8}-9.4088\cross 10^{7_{X}9}$

$+6.4614\cross 10^{6_{X}10}$

$q^{(0)}$ $=$ $1-1.0210\cross 10^{3_{X}}-1.8476\cross 10^{14_{X}2}+5.2531\cross 10^{14}x^{3}+1.9053\cross 10^{14_{X}4}$

$-9.9553\cross 10^{13}x^{5}-2.1264\cross 10^{13}x^{6}+5.6795\cross 10^{12}x^{7}+3.5873\cross 10^{11}x^{8}-1.0047\cross 10^{11}x$

$+3.4377\cross 10^{9_{X}10}$

. 近似的 GCD
$g=ApxGCD(p^{(0)}, q^{(0)};10^{-3})=x-0.3210$

. 正規化した近似有理関数
$r^{(1)}$

$=$ $\frac{p^{(1)}}{q^{(1)}}$

$p^{(1)}$ $=$ $-4.681\cross 10^{13}-1.273\cross 10^{13_{X}}+8.015\cross 10^{11}x^{2}-5.440\cross 10^{11}x^{3}+5.322\cross 10^{10}x^{4}$

$-1.112\cross 10^{10_{X}5}+9.841\cross 10^{8}x^{6}-1.256\cross 10^{8}x^{7}+7.484\cross 10^{6}x^{8}-5.255\cross 10^{5}x^{9}$

$q^{(1)}$ $=$ 1–255.$59x-4.681\cross 10^{13_{X}2}-1.273\cross 10^{13_{X}3}+8.604\cross 10^{12_{X}4}$

$+1.578\cross 10^{12}x^{5}-4.705\cross 10^{11}x^{6}-2.658\cross 10^{10_{X}7}+8.083\cross 10^{9}x^{8}-2.796\cross 10^{8}x^{9}$

. $r(x)=r^{(1)}$ とする。

アルゴリズム近似的 GCD を用いた有理関数近似-I を適用した結果は上の通りである。次に
Fig. 2に最初に与えた (3.6) (Fig.2a) 、単純な有理関数近似 $r^{(0)}$ の結果 $(Fig.2b)$ および近似
的 GCD で近似的既約化をした $r^{(1)}(Fig.2c)$ を示す。 ここでも一見、Fig. $2b$ と Fig. $2a$ は似てい
るが、 $x=0$ 付近と $x=0.3210\cdots$ 近くでは拡大図は大きく異なり単純な近似は定性的に元の関
数の近似になっていないことがここからもわかる。後者は例 1にもあった不必要な極による。近
似的既約化をした $r(1)$では予想通り $x=0.3210\cdots$ 近くの極は消えている。 しかし、例 2の関数
は 1位の極を $x=\pi$に持っ他、 $x=0$ に 2位の極を持っ。
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1位の極はうまく表されているが、 $X=0$ の 2位の極は近似誤差により近接した 2個の極に分
離していることがわかる。 これは $q^{(1)}$ の零点を求めれば明かである。それらは

$X=-5.61,$ $-3.15,$ $-2.43,$ $-0.14615\cdots\cross 10^{-5},0.14614\cdots\cross 10^{-5},3.14159\cdots,$ $6.28,9.10$ and 21.5

である。本来 $x=0$ にある筈の 2位の極が $x=\pm 0.1461\cdots\cross 10^{-5}$ の 1位の極 2 っのなっている。
近似有理関数が元の関数と同じ定性的性質を持っためには、 $q^{(1)}$ の近似的無平方分解が必要とな
る。 これは

$q^{(1)}arrow qq_{2}^{2}qq_{1}$

ただし

$qq_{2}$ $=$ $X+2.8665\cross 10^{-12}$

$qq_{1}$ $=$ $x^{7}\sim-28.90x^{6}+95.07x^{5}+1.682\cross 10^{3_{X}4}-5.644\cross 10^{3_{X}3}$

$-3.077\cross 10^{4_{X}2}+4.554\cross 10^{4_{X}}+1.674\cross 10^{5}$

と達成できる。 これをもとに近似有理関数を書き直し

$r^{(2)}= \frac{p^{(2)}}{q^{(2)}}$ ,

とすると、 $p^{(2)},$ $q^{(2)}$は各々

$p^{(2)}$ $=$ $1+0.2720x-1.712\cross 10^{-2}x^{2}+1.162\cross 10^{-2}x^{3}-1.137\cross 10^{-3_{X}4}+2.376\cross 10^{-4_{X}5}$

$-2.102\cross 10^{-5_{X}6}+2.683\cross 10^{-6}x^{7}-1.598\cross 10^{-7}x^{8}+1.122\cross 10^{-8_{X}9}$,

Fig. $2dr(x)=r^{(2)}$

アルゴリズム 近似的 GCD を用いた有理関数近似-II
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入力 : 近似的 GCD を用いた有理関数近似-I と同じ。

出力 : 近似的 GCD を用いた有理関数近似-I と同じ。

方法 :1. $-4$ . : 近似的 GCD を用いた有理関数近似-I と同じ。

5 $q^{(1)}(X)$ の近似的無平方分解をし、結果の有理関数を $r^{(2)}(x)$ とする。

6正規化-1: $r^{(2)}(x)$ の微小係数項を無視する。

7正規化-2: 各無平方因子の定数項を 1にする。

8結果の有理関数を $r(x)$ とする。

4 近似的 GCD を用いた有理関数近似と誤差

以上で近似的 GCD を用いた有理関数近似の 2つのアルゴリズムを示した。特に、近似
関数の定性的性質を重視するような場合は第 2のアルゴリズムを用いる必要がある。 ただ
し、元の関数やデータが滑らかで極などがない場合には第 1のアルゴリズムで終了する方が
誤差の面で僅かに得策である (近似的無平方分解にともなうハイブリッド計算の誤差を考え

なくてよい)。次にこのアルゴリズムを用いた計算と、その場合の誤差にっいて触れる。 い

ま、近似する関数を f(x) 、結果の近似有理関数を $r(x)$ とすると、近似範囲内の点 $x$ での誤

差を

$E(x)=|f(x)-r(x)|$ , (4.1)

とする。次の例では区間内に 100個の点を取り、誤差の平均と最大を各々

平均: $E_{Ave}= \sum_{i=1}^{100}E(x_{i})/100$ , (4.2)

最大: $E_{{\rm Max}}=_{i} \max_{=1,100}E(x;)$ , (4.3)

とし、関数近似の良さを調べる。用いる例は以下の通りである。

例 3無理関数の例 $(X\in[0,1])$

$f(x)=$ 珂 (鴎 4 ; (4.4)

例 4離散データの場合 $(x;\in[0,1])$

100個の点とデータの組 $(x;, f(x_{i})),$ $i=1,100$ を与える。

$-4-42......... \cdot.....\frac{1}{21^{1.2.3}}$

.
$4$

.
$5$

.

$Fig.3$ 例 $3,$ 例 $4$ のグラフ
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例 $3$
、

$4$ の各々の範囲内でのグラフは上に示した。例 3に対してまず $N=11$ 、すなわち

$(m, n)$ 有理関数近似としては $(10, 0)$ , $(9,1),$ $\cdots,$ $(5,5),$ $\cdots$の多くの組合せを考える。 これら

と $E_{Ave\text{、}}E_{{\rm Max}}$ を次の Table 1に示す。 ここでの有理関数近似には近似的 GCD はなく、最
初の近似 $r^{(0)}$である。

これは有利関数近似の特性をよく示しており、近似に用いる点数が同一なら、 $(m, n)$ 有利関

数近似では $m=n$ か $m=n\pm 2$ の場合が誤差が最小になる。 もちろん、 $m+n$ が奇数の場

合には $m=n\pm 1$ が最適になることは明かである。そこで、 これらの最適な場合に $m$ 、 $n$

を変化させ、本論で提案したアルゴリズムを用いた結果を Table 2に示す。

なお、 $\deg(g)$ は近似的 GCD の次数をあらわす。 この関数は本来単調で近似が簡単である。
したがって最初の有利関数近似も十分過ぎるくらいの正確さを持っている。ただし、 この

Table からは見れないが、分母の多項式は零点を持っており、定性的にはもとの関数と近似
式は大きく異なっている。これに対し、近似的 GCD を用いて極を取り去り、分子分母の次
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数を低くした結果は定性的には正しい振舞いをすることはもちろん、工学問題などに要求さ
れる精度は保っているといえる。特に、近似的 GCD を用いた有理関数近似は $(5, 5)$ 有理関

数あたりに帰看する様子がわかる。このことをはまた最初の近似を $(6, 5)$ 有理関数あるいは

それ以下のものとすると近似的 GCD がなく既約なものになっていることからも明かである。
次に例 4についてみる。与えられた 100個の点とデータの組からサンプル点として 31

個取った場合 $((15,15)$ 有理関数) と 23個取った場合 $((11,11)$ 有理関数) を考える。各々
の有理関数近似に対して最初の近似関数、近似的 GCD で次数を減少させた有理関数近似の
結果と元のデータの間の誤差をやはり $E_{Avc\text{、}}E_{M}$

。$x$ として Table.\mbox{\boldmath $\theta$} に示す。

ここでも実用に耐え得る精度で次数が低く扱い易い有理関数近似が得られることが分かる。
さらにここで提案したアルゴリズムが、ある意味でのデータの平滑化をもたらしている

ことを再び例を用いて示す。

例 5 (2.3) の関数から得られる $(x;, f(x_{i}))$ のデータの組にノイズを入れた。データを

Tab1e.4に示し、 ノイズ部分には下線を入れた。

例 6 再び (4.4) の関数から得られるデータの組にノイズを加える。入カデータは Table.5
にあり、 ここでもノイズ部分は下線で示されている。

このようなノイズを加えたデータの関数近似を得ようとすると、通常の関数近似法は
しばしばきわめて悪い結果を生じる。例 5,6の場合は、各々例 1,3にノイズをランダムに加
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えたものなので、近似関数の確からしさを見るために次の量を考える。いま、例 5,6のデー

タは下線を施したデータ以外はすべて例 1,3に各々等しい曲線をサンプルしたものである
とする。 このため、 (4.1) の $f(x)$ として、 (2.3) および (4.4) を取り、近似範囲 (例 5では

$x\in[-1,1]$ 、例 6では $x\in[0,1]$ ) の 100個の点での $E$ の平均と最大を再び $E_{Ave\text{、}}E_{{\rm Max}}$ と

する。例 5,6に近似的 GCD を用いた有理関数近似-I を適用すると次のような結果を得る。
例 5 $n=8,$ $m=8$ とする。. 最初の有理関数近似 $(r_{8,8}^{(0)})$

$(0)$

(0) $p_{8}$

$r_{8,8}$
$\overline{q_{8}^{(0)}}$

$p_{8}^{(0)}$
$=$ 8+1.2506 $\cross 10^{15}x+3.9305\cross 10^{15}x^{2}-1.2704\cross 10^{I6}x^{3}-3.1126\cross 10^{16}x^{4}$

$+2.0327\cross 10^{16}x^{5}+4.0655\cross 10^{16}x^{6}+89.164x^{7}-211.83x^{8}$

$q_{8}^{(0)}$
$=$ 1+1.2506 $\cross 10^{15}x+3.9305\cross 10^{15}x^{2}+1.8561\cross 10^{16_{X}3}+6.7137\cross 10^{16}x^{4}$

$-2.9729\cross 10^{17}x^{5}-7.3751\cross 10^{17}x^{6}+5.0819\cross 10^{17}x^{7}+1.0163\cross 10^{18}x^{8}$

. 近似的 GCD $(ApxGCD(p_{8}^{(0)}, q_{8}^{(0)};0.001 ))$

$g$ $=$ $5.9038\cross 10^{12}x-1.8555\cross 10^{13}x^{2}+5.9975\cross 10^{13}x^{3}+1.4694\cross 10^{14}x^{4}$

$-9.5961\cross 10^{13}x^{5}-1.9192\cross 10^{14}x^{6}$

. 求める有理関数近似
$r(x)= \frac{1}{1+25x^{2}}$ (4.5)

例 6 $n=10,$ $m=10$ とする。. 最初の有理関数近似 $(r_{10}^{(0)_{10}})$

$r_{10}^{(0)_{10}}$
$=$ $\frac{p_{10}^{(0)}}{q_{10}^{(0)}}$

$(0)$

$p_{10}$ $=$ 1 – 28449 X $10^{1}$露十 3.2432 $\cross 10^{2}$広 $2-1.9615\cross 10^{3_{X}3}$ 十 6.9219 $\cross 10^{3_{X}4}$

$-1.4522\cross 10^{4_{X}5}+1.7006\cross 10^{4}x^{6}-7.7438\cross 10^{3}x^{7}-4.5484\cross 10^{3}x^{8}$

$+6.7945\cross 10^{3}x^{9}-2.2447\cross 10^{3_{X}10}$

$q_{10}^{(0)}$
$=$ $1-2.8944\cross 10^{1}x+3.3873\cross 10^{2}x^{2}-2.1314\cross 10^{3}x^{3}+8.0047\cross 10^{3}x^{4}$

$-1.8669\cross 10^{4}x^{5}+2.6974\cross 10^{4}x^{6}-2.2883\cross 10^{4}x^{7}+9.5394\cross 10^{3}x^{8}$

$-5.2876\cross 10^{2}x^{9}-6.1755\cross 10^{2}x^{10}$

. 近似的 GCD $(ApxGCD(p_{10}^{(0)}, q_{10}^{(0)}; 0.001))$

$g$ $=$ $11738\cross 10^{-3}-34196\cross 10^{-2_{X}}+040402x^{2}-25775$露 3 $+98784x^{4}$

$-23.761x^{5}+36.104x^{6}-33.605x^{7}+17.473x^{8}-3.8831x^{9}$

. 求める有理関数近似
$r(x)= \frac{0.99959+0.67864x}{1+0.1867x}$ (4.6)
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以上の結果から $E_{Av\epsilon\backslash }E_{{\rm Max}}$を求めると次のようになる。

Table.6を見れば、本論で提案したハイブリッド計算による有理関数近似の方法がいかにデー
タの平滑化に強力であるかについて詳しく述べる必要もないであろう。

5 むすび

以上実例を通してハイブリッド計算の立場から有理関数近似を見直し有効なアルゴリズ
ムを提唱した。関数近似の技法は特に数値計算では基本的な技法の一つであり、十分な発展
を遂げているように思える。実用的な面からはスプライン関数による近似その他の有力な方
法が提案され用いられている。 しかし、 これらの近似で得られた関数は複雑で以後の解析に
は適していない。有理関数近似は得られる関数型が単純で近似関数の振舞いを見るには都合
がよい。それにもかかわらず従来からは有理関数の既約性を重視するあまり、実用性のっい
てあまり考慮が払われてこなかった。これに対し、本論で提唱するアルゴリズムでは近似的
GCD 算法 [7] を用いることにより、厳密な有理関数の既約性の概念を近似的既約性に置き
換えた。 このような置き換えにより、関数近似の適用範囲は飛躍的に拡大する。 このような

有理関数近似の適用によって、実用的な解析に耐え得る精度で、定性的に正しい複雑な関数
あるいは離散データ列の有理関数近似を得ることができる。有理関数近似を得られれば、以
後の様々な解析が簡単に行える。たとえば、有理関数に対するハイブリッド積分 $[2, 3]$ を用

いた記号積分または高精度の定積分値を得ること、特異点付近の状況の解析、関数の極限操
作などは容易に行える。また、近似的 GCD 算法の適用はある種のフィルター的効果を近似
有理関数にもたらすことがわかる。厳密な本来の関数近似では有限個の点とその点での関数
値またはデータ値を与えるので、 これらの点では近似誤差はない。 しかし、反面データに含
まれるノイズの影響をどのように排除するべきかは大きな問題となる。 しかし、例でも示し
たように本論で提案したハイブリッド計算での有理関数近似ではノイズの影響は自動的に吸
収され、よい精度の近似を与えていることがわかる。

しかしここで示したアルゴリズムは発展途上のものであり、今後研究、整備しなければ
ならない課題は非常に多くある。すぐに行えそうなものだけでも. 最初の有理関数を高精度な Pad\’e 近似、Tschebysceff関数近似、連分数近似などにする. 精密な誤差評価と最適近似との関係. すでに完成されている古典的な有理関数近似の多くの研究成果 $[4, 5]$ と本論での有理関

数近似との関係

などがある。また、有理関数近似の計算途中で明かとなった他の問題点として、多項式の係
数が非常に大きくなった場合、近似的 GCD アルゴリズムで十分に吸収しきれなくなる場合
がある。 これらに対しては近似的 GCD アルゴリズムの改良も必要と成ろう。
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