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平面オイラーグラフの辺素な路問題を解く並列アルゴリズム

中山慎一 NAKAYAMA Shin-ichi
増山 繁 MASUYAMA Shigeru
豊橋技術科学大学 知識情報工学系

あらまし $K$ 個の始点 $s_{k}$ と終点 $t_{k}$ の対 $(S_{k}t_{k})$ , $k=$ $1$ , 2, $\ldots$ , $K$ が与えられたとき、 $s_{k}$ から $t_{k}$

への $d_{k}$ 本の路 $(k= 1. 2, \ldots K)$ をグラフ $G=$ $(V, E)$ 内に互いに素にとれるかどうかを問うのが辺
素な路問題である。但し, $G$ 内の路が互いに辺を共有しないとき、 これらは互いに素であるという。本稿
では、 この問題の制限された一つの部分クラスである、与えられた無向グラフ $G$ と各終点 $i_{k}$ と各始点 $s_{k}$

とを結ぶ辺 $(k=1, 2, \ldots K)$ で構成されるグラフ $H$ とを合成したグラフが平面、かつ、オイラーグラ
7で、始点、終点の対の数 $(K)$ が定数個の場合に対し、 CREW PRAM上で辺素な路の存在判定を
$o(n^{3}+m)$ 個のプロセッサを用いて $O(\log^{2}n+\log m)$時間で、辺素な路の構成を $O(n+m)$ 個のプロ
セッサを用いて $O(\log^{2}n+t\circ gm)$ 時間で求める並列アルゴリズムをそれぞれ開発した (ただし、 $n$ は節
点数、 $m$ は辺数)。

1 はじめに

辺素な路問題 $[3][5][6]$ は、指定された始点と終点の各組 $(k=$

1, $\cdots$ , $K$ ) に対し、始点から終点への互いに辺を共有しない路を、
それぞれ、要求する本数 $d_{k}$ 本取れるかどうかを決定する問題で
あり、 グラフ理論における基本的な問題の一つである (以下、本
稿では、 $d_{k}=1$、 $K$ は定数とする)。 これは、通信ネットワー
ク、VLSI デザイン、並列計算におけるプロセス実行のスケジュー
リング問題などに適用でき、幅広い応用がある。

始点と終点の組の数 $(K)$ が 1の場合、 $S$ から $t$ への辺素な路
の最大本数は、 $s$ と $t$ を分離する最小カットのサイズに等しい” と

いう、 いわゆる Menger の定理 [1] が知られている。
$K\geq 2$ の場合、辺素な路問題は多品種フロー問題の離散版と

理解することができる 。しかし、一般のグラフ $G$ では、辺素な
路問題は $K=2$ の場合であっても N $P$囲難であり $[2]$

、 効率の
良い算法は存在しないと予想される。 そのため、 グラフ $G$ の形

状や $(s_{1}, t_{i})$ の位置に制限をおいて、多項式時間で解く逐次アル
ゴリズムが種々開発されている。辺素な路問題において、与えら
れた問題のグラフ $G$ を供給グラフと呼び、辺集合 $F=\{$ ( $t;$ , Si) $|$

$i=1,2,$ $\cdots,$
$k$ } によって定まる有向グラフ $H=$ (V, $F$ ) を需要

グラフと呼ぶ。 $G+H$ が有向オイラークラフで、かつ、 $k=2$
の場合、 Frank [31により多項式時間で解けることが示され、更
に、 [7] によって、 CREW PRAM上で $O(m)$ 個のプロセッ
サを用いて、 $O(log^{2}m)$ 時間で解く並列-,’Jゴリズムが示されて
いる。 また、 $k=3$ の場合、茨木、 $Poljak[6]$ により多項式時
間で解けることが示された。

本稿では、辺素な路問題の制限された一つの部分クラスである、
$G+H$ が平面グラフで、かつ、無向オイラーグラフ (以下、平面
オイラーグラフと呼ぶ)(図 1参照) の辺素な路の存在判定、およ

び、辺素な路の構成に対し、 それぞれ並列アルゴリズムを開発し
たので報告する。 これらの並列アルゴリズムは、並列計算モデル
のひとつである CREW PRAM [4] まで、辺素な路の存在判
定を $O(n^{3}+m)$ 個のプロセッサを用いて $O\langle 1og^{2}n+\log m$) 時
間、辺素な路の構成を $0(n+m)$ 個の フ ロセッサを用いて

$O(1og^{2}n+\log m)$ 時間で求める (ただし、 $n$ は節点数、 $m$ は辺
数、 また、与えられたグラフは多重辺を持っていてもよいものと
する)。

2 定義

$G=(V, E)$ を節点集合 V、辺集合 $E$ からなる自己閉路を持
たない無向グラフとする。グラフが平面の中に埋め込み可能であ
る、 あるいは平面的であるというのは、そのグラフを平面内に描
く場合、 2つの辺が交わるのはそれらがともに接続している節点
においてのみであるように描くことができることをいう。平面へ
埋め込んだ平面的グラフを平面グラフという。平面グラフは、平
面をいくつかの辺で囲まれた連結領域に分割するが、連結領域の
閉包 (境界を含めた部分) はそれぞれ面と呼ばれる (図 1参照)。
平面グラフ $G$ に対する双対グラフ $G$ $=(V, E^{\cdot})$ を以下のよ

うに定義する。 $G$ の各面 $f$ に対応して $G^{\cdot}$ の 1つの節点 $f$
. をと

り、 $G$ の各辺 $e$ に対応して $G^{\cdot}$ の 1つの辺 $e^{*}$ をとる。 $G$ の 2節
点 $f\cdot,$ $g^{*}\in Vi^{i}G$ の辺 $e$

. によって結ばれるのは、対応する
$G$ の面 $f$ と 9が $G$ の辺 $e$ によって分離されているとき、かつそ

のときに限る $[1]$。

系列 $v0,$ $e$ ), $v_{1}$ $e_{2},$ $v_{2}$ , . . ., $e_{p},$ $v_{p}$ は、 $v;\in V$, $i=$

$0,1$ , . . ., $p$、 および、 $e_{i}=(v_{j-1}, v_{i})\in E$ , $i=1,2,$ $\ldots,$ $p$、

の条件を満たすとき、 $v_{0}$ から $v_{p}$ への路であるという。また、
$v_{0},$ $v_{\rho}$ をそれぞれ始点、終点、 $v_{1},$ $v_{2},$ $\ldots,$ $v_{P-1}$ を内点という。
グラフ $G=(V, E)$ 内の路 $(path_{S})\pi$、

$\pi’$ が互いに辺を共有し
ないとき、 これらは互いに辺素であるという。 $K$ 個の始点 $s_{k}$ と

終点 $t_{k}$ の対 $(s_{k}, t_{k})$ , $k=1,2,$ $\ldots,$
$K$
、 と要求量 $d_{k}$ (非負整数),

$k=1,2$ , . . . , $K$
、 が与えられたとき、 $s_{k}$ から $t_{k}$ へのそれぞれ

$d_{k}$ 本の路 ($k=1,2$ , . . . , K)、すなわち $\sum_{k=1}^{K}d_{k}$ 本の路のす
べてを、 $G$ 内に互いに辺を共有しないようにとれるかどうかを
問う決定問題を、辺素な路問題 $[3][5][6]$ という。

辺素な路問題において、与えられた問題のグラフ $G$ を供給グ
ラフと呼ぴ、辺集合 $F=\{(t_{i}, S_{i})|i=1,2, \cdots.’ K\}$ によって定
まるグラフ $H=(V, F)$ を需要グラフと呼ぶ。
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2節点 $s,$ $t\in V$ が与えられたとき、節点集合 $X\subseteq V$ は、

$s\in X$ と $t\in V-X$ の条件を満たす時、 $st-$ カットであるとい

う。集合 $X\subseteq V$ に対し

$\delta_{G}(X)=\{(v_{i}, v_{j})\in E | v_{i}\in\lambda’, v_{j}\in V-X\}$ (1)

と記す。
問題例 $G+H$ が辺素な路を持つためには、

$d_{G}(X)\geq d_{H}(X)$ , $\forall X\subseteq V$

でなければならない。ただし、

(2)

$d_{G}(X)=|\delta_{G}(X)|$ (3)

$d_{H}(X)= \sum_{(t_{kk})\in\delta_{H}(V-\backslash )}\prime d_{k}$
,

(4)

である。式 (2) をカット条件と呼ぶ [5]。式 (3)、 (4) の $\delta_{G}(X)$ ,
$\delta_{H}(V-X)$ は式 (1) の定義から、グラフ G(グラフ $H$ ) において
$X$ から $V-X$ ($V-X$ から $X$ ) へ橋渡 $L$ している辺の集合であ
る。

3 $G+H$ が平面オイラーグラフの場合の辺素な路問
題

カット条件は、要求本数分の辺素な路が存在するための必要条
件であるが、一般には十分条件ではない。カット条件が十分条件
となれば、 カット条件を調べることにより辺素な路の存在判定を
行なえる。 そこで、供給グラフ $G$ と需要グラフ $H$ がどのような

条件を満たせばカット条件が十分条件となるかについて、種々の
結果があきらかにされている [5]。

Seymour [$8|$ により、次の補題が示されている。

$G$ の辺

$H$の辺

図 1: $G+H$ が平面オイラーグラフの場合

補題 1[81 供給グラフ $G$ に需要グラフ $H$ を加えた無向グラフ

$G+H=(V, E\cup F)$ が平面オイラーグラフの場合 (図 1参照)、
カット条件は辺素な路が存在するための必要十分条件である。 $\square$

本稿では、 $G+H$ が平面オイラーグラフの場合に対し、 31
において辺素な路の存在判定の並列アルゴリズムを、また 3.2で

は、辺素な路が存在するならば、それらの路を構成する並列アル
ゴリズムをそれぞれ述べる。

3.1 辺素な路の存在判定

補題 1より、全ての $X\subset V$ に対してカット条件を調べれば、
辺素な路が存在するかどうか判定できる $E$ ’ ところが、 $X\subset V$

は $2^{|V|}$ 個あるので、そのままでは効率の良いアルゴリズムは得
られない。 しかしながら、 $G+H$ が平面グラフなので、平面グ
ラフの辺素な閉路の各々は、双対グラフ $(G+H)$ の辺素なカッ

トの各々に対応し、更に、 $G+H$ が平面オイラーグラフの場合、
その双対グラフ $(G+H)$ は 2部グラフ $\underline{(}V_{1},$ $V_{2},$ $E^{\cdot}\cup F^{\cdot}$ ) にな

る [81という事実を用いる。本稿では、以下、 $(G+H)$ の節点

集合と $(G+H)$ における $G$ に対応する辺集合 $E^{\cdot}$ から生成され

る部分グラフを $<E^{\cdot}>$ と表し、 $(G+1l)$ の節点集合と $(G+$

$H)$ における $H$ に対応する辺集合 $F$ から生成される部分グラ
フを $<F^{\cdot}>$ と表す (図 2参照)。

– (GGに対 H応すにる辺おけ $\text{る_{}<E^{S}>}$

の辺)

$(G+H)^{*}$における
$H$に対応する辺 ($<p*>$の辺)

– Gの辺
$—-$ Hの辺

図 2: $G+H$ の双対グラフ $(G+H)$
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これらより、補題 1は次のように示せる。

補題 2[8] $(G+H)$ が 2部グラフとする。 $<F^{*}>$ の辺
をたかだか 1つ含むような辺素なカットが $K$ 個存在するための

必要十分条件は、 $(G+H)$ の全ての閉路上において $<E>$ の
辺数が $<F>$ の辺数以上であることである $O$

補題 2より、 $(G+H)^{*}$ に $<E^{*}>$ の辺数が $<F^{\cdot}>$ の辺数
より多いような閉路が 1つも存在しないかどうか調べればよい。
そのために、 $(G+H)$ の節点集合と $<E^{*}>$ の辺のみからな
る $(G+H)$ の部分グラフ $<E^{\cdot}>$ 上での各節点対問の最短距
離と、 $(G+H)$ の節点集合と $(G+H)$ において $H$ に対応す
る辺からなる $(G+H)$ の部分グラフ $<F^{\cdot}>$ 上での各節点対
間の最長距離をそれぞれ求め、各節点対間における両者の差をと
り、 もしその差が負である、すなわち $<F^{\cdot}>$ の辺数のほうが
多い節点対が存在すれば、 $<E^{\cdot}>$ の辺数が $<F^{\cdot}>$ の辺数
以上である閉路が存在したことになり、補題 2より辺素な路は存
在しないことになる。各節点対問の $<E$ $>$ の辺による最短距
離は、並列アルゴリズム [4] で求まる。一方、 $<F^{\cdot}>$ の辺の

みを用いた最長距離は、次のようにして求められる。無向グラフ
$<F^{\cdot}>$ が木ならば、その辺集合による各節点対問の距離が最
長距離になる。 そこで、 $<F^{*}>$ に閉路が存在するかどうか調
べ、閉路が存在するならば、補題 2より辺素な路は存在しない。
一方、閉路が存在しないならば、 $<F^{\cdot}>$ はいくつかの木から

なる森となるので、各節点対問の距離が求まる。以上をまとめる
と、求める並列アルゴリズムは次のようになる。なお、入カデー
タである $G+H$ に対して、その双対グラフ \langle $G+H$) は、多項
式オーダー個のプロセッサを用いて、対数の多項式オーダー時間
で求まる [4]。そこで、 このデータは、あらかじめ与えられてい
るものとする。

procedure feasibility
{入力: 双対グラフ $(G+H)$ }
{出力:辺素な道が存在するとき $Yes$、 しないとき No}

(1){ $(G+H)$ における 2節点間に $<l’>$ の辺のみからなる
多重辺が存在するかどうか調べる。 ’

$<F>$ の辺 $(i,j)$ が格納されている配列 $<F^{\cdot}>_{-}EDGE(i)$ ,
$i=1,$ $\cdots,$

$K$ を、辞書式順序 { $(i, j)<(k, l)$ if $i<k$ or $(i=$

$k$ and $i<l$ )} にソートする。

for all $i,$ $1\leq i\leq K$ in parallel do
if $<F^{\cdot}>-EDGE(i)=<F^{\cdot}>-EDGE(i+1)$

then (7)

(2){ $(G+H)$ の節点集合と $(G+H)$ $/C$おける $H$ の辺に対応
する辺のみからなる部分グラフ $<f$ $>$ に閉路が存在する

かどうか調べる}
グラフ $<F$ $>$ の連結成分の個数 $k$ を求める [4]。森である
ことの必要十分条件である、 $K=|V$ $|-k$ が成立してい

るかどうか調べる (ただし、 $K$ はく $F^{\cdot}>$ の辺数、 $V$

は、 $<F$ $>$ の節点集合 $V_{1},$ $V_{2}$ より孤立点を除いた節点

集合)。成立していなければ. (7) へ

(3) $<F>$ の各節点対問の距離を求め [4]、行列
$<F$ $>:j,$ $i,j=1,$ $\cdots,$ $n$ に、求めた各節点 $i$

、
$j$ 問の距離

を代入。 ただし、節点対問に経路、 または、辺が存在しない
節点対に対しては $0$ を代入。

(4) {初期化}

for all $i,$ $j\in V^{\cdot}$ in parallel do
if $<E‘>$ の辺が節点 $i,$ $j$ 問に存在する

then $<E^{\cdot}>ijarrow 1$

else $<E$ ゆ
$>ijarrow 0$

(5) $(G+H)^{*}$ の節点集合と $(G+H)$ における $G$ の辺に対応
する辺のみからなる部分グラフ $<E^{\cdot}>$ 上での各節点対問
の最短経路を求める [4]。節点対問に経路が存在しない節点
対に対しては、最短経路長を $\infty$ とする。

(6) {各節点対の問における $<E^{\cdot}>$ の辺数と $<F^{\cdot}>$ の辺数

の差}

for all $i,$ $j\in V^{\cdot}$ in parallel do
begin

$<E^{\cdot}>:jarrow<E>ij-<F^{\cdot}>ij$

if $<E>:j<0$
then (6) へ

else 辺素な路は存在するのでYes を出力。
停止。

end

(7) 辺素な路は存在しないので $No$ を出力。停止。 $O$

補題 3 procedure feasibility により、 $G+H$ に $K$ 個の辺素
な路が存在するかどうか正しく判定できる。 $O$

(証明) (1) で、双対グラフ $(G+H)$ の 2節点問に $<F^{\cdot}>$

の辺のみからなる多重辺が存在すると分かると、 その節点問で
$<F^{\cdot}>$ の辺のみからなる閉路が構成されるので、補題 2より辺
素な路は存在しないことがいえる。

(2) で、 $(G+H)$ の節点集合と $(G+H)$ における $H$ の辺に
対応する辺のみからなる部分グラフ $<F^{\cdot}>$ に閉路が存在する
ならば、補題 2より辺素な路は存在しないことがいえる。

(1)、 (2) により $<F^{\cdot}>$ に閉路は含まれないことがいえたの
で、以下において $<F>$ はいくつかの木からなる森である。

(6) は、 (3) で求めた { $G+H$) の節点集合と $(G+H)$ にお

ける $H$ の辺に対応する辺のみからなる部分グラフ $<F^{*}>$ 上

での各節点対問の距離と、 (5) で求めた $(G+H)$ の節点集合と
$(G+H)$ における $G$ の辺に対応する辺のみからなる部分グラ
フ $<E^{\cdot}>$ 上での各節点対問の最短距離との差をとることによ
り、 その差が負になる節点対が存在すれば、 $<F$ $>$ の辺数が

$<E>$ の辺数以上である閉路が存在することになり、補題 2よ
り辺素な路は存在しない。そうでなければ辺素な路は存在する。
口

次に、計算時間とプロセッサ数の解析を行なう。
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入カデータである $G+H$ に対して、 その双対グラフ $(G+H)$

は、多項式オーダー個のプロセッサを用いて、対数の多項式オー
ダー時間で求まる [4]。このデータは、 あらかじめ与えられてい
るものとする。

(1) : 辞書司噴序は、 ソーティングアルゴリズムを用いて求ま
る。 $O(m)$個のプロセッサを用いて $O(1_{0_{6^{t}}’}m)$ 時間 [4] (多重辺を
もたないグラフならば、 $G+H$ は平面グラフなので $m$ は $O(n)$

となり、 $O(n)$ 個のプロセッサを用いて $O(1ogn)$ 時間となる)。
(2): $O(m)$ 個のプロセッサを用いて $C’(\log^{2}n)$ 時間 [4]。
(3) :[4] の木に関する並列アルゴリズムを用いる。 $O(n)$ 個の

プロセッサを用いて $O(\log n)$ 時間。

(4): $O(m)$ 個のプロセッサを用いて、 $O(1)$ 時間。

(5): 最短経路を求める並列アルゴリズム [4] を用いる。 $O(n^{3})$

個のプロセッサを用いて、 $O(\log^{2}n)$ 時圃。

(6) : 各配列 $<E^{*}>:j,$ $<F^{\cdot}>:ji,$ $j=1,$ $\cdots,$ $n$ にプロセッ

サを割り当て、計算し、負の値が存在するか調べる。 $O(n^{2})$ 個の
プロセッサを用いて $O(1)$ 時間。

xし Eより、 procedure feasibility は、 全体として $O(n^{3}+m)$

個のプロセッサを用いて $O(1og^{2}n+1og\prime n)$時間で解を与えるこ
とがいえる。

定理 1procedure feasibility は、 CItEW PRAM 上で全体
として、 $O(n^{3}+m)$ 個のプロセッサを用いて $O(\log^{2}n+1ogm)$

時間で解を与える。 $0$

3.2 辺素な路の構成

ここでは、先の procedure feasibility で $G+H$ に要求する
$K$ 個の辺素な路が存在することが確かめられた後、実際に $K$ 個

( $K$ は定数) の辺素な路を構成する並列アルゴリズムを述べる。
$G+H$ において、 $H$ の辺をそれぞれ] つだけ含むような閉路

を $K$ 個講成することは、補題 2に示されているように、 $G+H$

の双対グラ 7 $(G+H)$ において、 $<F$ $>$ の辺をたかだか 1つ
含むような辺素なカットを $K$ 個みつけることに対応する。 よっ
て、 $(G+H)$ において $<F^{\cdot}>$ の辺をたかだか 1つ含む辺素な
カットをみつけ、そのカットに対応する $t^{\tau}’+H$ の辺を出力する
ことにより、辺素な路を逐次構成していく (ここで、 $K$ が定数と
していることに注意)。

$G+H$ の双対グラフ $(G+H)^{r}$ の節点鴎 $\in V_{1},$ $V_{2^{*}}$ は、 $G+H$

の面に対応する。よって、 $<F$ $>$ の辺が 1本しか接続してい
ないようながにおいては、 がに対応する $G+H$ の面は、 がに

接続する辺 $(v, u;),$ $i=1,$ $\cdots,$ $p$ に対応する $H$ の辺をたかだ

か 1つ含んだ $G+H$ の辺からなる閉路に囲まれている。 また、
$G+H$ は平面オイラーグラフなので、葉 (次数 1の節点) や橋 (そ
れを取り除くと連結度がひとつ増える辺) を持たず、いくつかの
面によりグラフ全体が構成されており、更に、 $H$ の辺を 1つ含
んだ面どうしが互いに辺を共有しなければ、 $K$ 個の面で $K$ 個の
辺素な路を構成することができる。よって、 $(G+H)$ は 2部グ
ラフ $(V_{1}^{*}, V_{2}^{\cdot}, E^{\cdot}\cup F^{*})$ であることに注意すると、 $V_{1}$ または、
$V_{2}$ のいずれかの節点集合に $K$ 個の $<F$ $>$ の辺が 1本接続し
ている節点 $v^{*}$ が存在すれば、それぞれの $v$ に対応する面で辺素
な路が構成できる (図 3参照)。 このような場合、 $K$ 個の閉路を並
列に同時に構成できる。

$—-$ Hの辺

$V_{1}$

$\theta$

$V_{2}$

図 3: $|F|$ 個の $v^{*}$ がとれる場合

ところが、周囲に $H$ の辺を 2本以上含む $G+H$ の面が存在す
る場合、 $V_{l^{n\text{、}}}$ または、 $V_{2}$ のいずれかに $<F^{\cdot}>$ の辺が 1本接
続している $v$ が $K$ 個とれない場合が生じる。 このような場合、
それを先に構成しても他の辺素な路をうまくとると要求本数分、
辺素な路をとることができるようなひとつの閉路をまず構成し ‘
その閉路を $G+H$ から取り除く。
そのために、 まず, 後述の proCedure 中の (2) の $(\alpha)$

、
$(\beta)$ に

該当しない $v^{*}$ をひとつ選び、 がに接続する辺に対応する $G+$

$H$ の 1つの閉路を構成する。つぎに、 $v$ に接続した $<E^{*}>$ の

辺 $(v, u_{1}:),$ $i=1,$ $\cdots,$ $p$、 および、 $<F^{\cdot}>$ の辺 $(v, u)$ を取
り除き、 $V$ に接続している $<E^{\cdot}>$ の辺 $(v, u_{i})$ の他方の端点

曜をすべて $u$ にする。 この飢理により、 がに対応する $G+H$

の面 ( $H$ の辺を 1つ含んだ閉路) が除去される。
以上の処理を定数回 ( $O(K)$ 回)、繰り返す。
辺素な路を要求本数分構成する並列アルゴリズムは、次のよう

になる。

procedure disjoint path construction
{入力: 与えられたグラフ $G+H$ とその双対グラフ $(G+H)$ }
{出力: $K$ 個の辺素な路}

(1) $(G+H)=(V_{1}, \mathfrak{j}^{r_{2}}E^{\cdot}\cup F^{\cdot})$の各節点が $\in V_{1^{*}},$ $V_{2}^{\cdot}$ が、
$V_{1}$ または、 $V_{2}$ のいずれに属するか調べる。

(2) $V_{1}$ または、 $V_{2}^{\cdot}$ のいずれかに、 $<F^{\cdot}>$ の辺が 1本のみ
接続した節点 $v_{\dot{k}}$ が $K$ 個存在するかどうか調べる。
存在するならば、 $K$ 個の各 $v_{\dot{k}},$ $k=1,$ $\cdots,$

$K$ に接続する
$<E^{\cdot}>$ の辺 $(v_{\dot{k}}, w_{i}),$ $i=1,$ $\cdots,$ $q$ に対応する $G$ の辺
$(v_{k}, w_{\mathfrak{i}})$ を出力する。 $K$ 個の辺素な路が構成されている。
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停止。

存在しなければ、次の $(\alpha),$ $(\beta)$ に該当しないような節点 $v^{r}$

を 1つ選択する。

$(\alpha)$ 節点がに $<F^{e}>$ の辺が 2本以上接続している (図 4
(a) 参照)

$(\beta)v$ に接続している $<F^{*}>$ の辺は 1本 $(u, v)$ のみだ

が、接続している $<E^{r}>$ の辺 $(v, w_{\dot{j}}),$ $j=1,$ $\cdots,p$

の他方の端点 $w_{j’}$ に接続している $<F^{t}>$ の辺が 2つ

以上存在する (但し、 $w_{\dot{j}}\neq u$ 、 すなわち、 $<E^{\cdot}>$

の辺 $(v^{r}, u’)$ は除く)(図 4(b) 参照)

(3) {路の出力} $v^{r}$ に接続する $<E^{\cdot}>$ の辺 $(v, u_{1}^{*})$ に対応す
る $G$ の辺 $(v, u;)$ を出力

(4) { $(G+H)$ の辺の除去、すなわち、 $G+H$ の閉路の除去}

$v$ に接続していた $<F>$ の辺の他方の端点を $u$ とする。

for all $v$ に接続する辺 $(v, 1l)$ in parallel do
$(v, u^{*}|)arrow null$

for all 端点に $u$; をもつ辺 $(*, u;)$ in parallel do
$(*, u_{1}^{*})arrow(*, u^{r})$

(5) $Karrow K-1$ ( $K$ は定数)
(2) 。口

以下では、アルゴリズムの正当性の証明、および計算時間とプ
ロセッサ数の解析を行なう。

アルゴリズム全体の正当性の証明の前に、 (2) で、 $V_{1^{*}}$ または、

畷のいずれかに、 $<F^{\cdot}>$ の辺が 1本のみ接続している節点
$v_{\dot{k}}$ が $K$ 個存在しない場合、それを先に選択しても後で他の閉路
がとれる $(G+H)$ の節点を選択しなければならないが、この時

procedure disjoint path construction の (2) の $(\alpha)$
、

$(\beta)$ に

該当する節点は選ぶことができず、かつ、 $<F^{\cdot}>$ の辺が接続
している節点がにおいて、 それを先に選択できないのは、 その

2通りの場合のみであることをいう。

(b)

– $(G+H)^{*}$における $G$ に対応する辺 ( $<E^{z}>$の辺)

$—-\downarrow$ $(G+H)^{*}$における $H$ に対応する辺 ( $<F^{\iota}>$の辺)

– Gの辺

$—$ Hの辺

図 4: procedure disjoint path construction のステップ 2で

選択できない節点

補題 4 $K$ 個の辺素な路が存在する場合、 $<F^{*}>$ の辺が接続

している節点 $V$ を先に選択できないのは、アルゴリズムの (2) で

述べた $(\alpha)$
、

$(\beta)$ の 2通りの場合のみである。 ロ

(証明) アルゴリズムの (2) の $(\alpha)$ を満たすがに対しては、 $v$

に対応する $G+H$ の面に $H$ の辺が 2つ以上存在することになる
ので、 その面は $H$ の辺を丁度 1つ含んだ閉路を構成できない。

辺素な路が存在すれば、補題 3の証明で述べたように、 $<F^{\cdot}>$

はいくつかの木からなるので、 $<F^{\cdot}>$ の辺が接続している節
点で $(\alpha)$ を満たすもの以外は、木の葉にあたる部分、すなわち $<$

$F^{\cdot}>$ の辺が 1本のみ接続している節点である。 この節点がに
接続する $<E^{*}>$ の辺 $(v^{*}, w_{j^{t}}),$ $i=1,$ $\cdots,p$ の他方の端点に接
続する辺が $<E^{*}>$ の辺のみの場合、 $u$ に対応する $G+H$ の

面は、 $G$ の辺のみから構成され、かつ、 $G+H$ がオイラーグラ

フなので、 $(v^{n}, u)$ に対応する $<F$ $>$ の辺と $(v, w_{i^{*}})$ に対応

– (GG}\approx +対応すにるお辺ける$<E^{*}>$の辺)

$(G+H)^{*}$における$—-c$ $H$ に対応する辺 ( $<p*>$の辺)

– $G$の辺

$H$ の辺

図 5: 補題 4の図示
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する $G$ の辺 $(v, w_{j})$ で閉路を構成しても、他の閉路は $v$、 $w_{j}$ に

接続している他の $G$ の辺を用いればよい (図 $5(a)$ 参照)。
$v^{*}$ に接続する $<E^{e}>$ の辺 $(v^{r}, w_{j^{*}})$ の他方の端点に接続する

辺が、 $<F^{*}>$ の辺 1本 $(w_{1}^{l}, x:)$ のみの場合も、 $v^{*}$ を選択した

としても他の辺素な路が存在するにもかかわらずそれがとれなく
なることはない。 なぜならば、 $w:$ , がに対応する $G+H$ の面の
いずれを用いて閉路を構成しようとしても、 $G+H$ はオイラー

グラフで、 かつ、辺素な路が存在することは既に示されているの
で、 $(v, wi)$ に対応する $G$ の辺 (V, $w$) の節点 $v$、 $w$ からは、他
の $G$ の辺が必ず出ていなければならず、 $(\prime u^{\iota}, v)$

、 $(v, wi)$ を選
んだ、すなわち、 $(u, v^{*})$、 $(v^{t}, w_{1}^{s})$ に対応する $H$

、
$G$ の辺で閉

路を構成したとしても、残りの $<F^{\cdot}>$ の辺 $(w\ddagger, x\ddagger)$ に対応す
る $H$ の辺に対しては、残りの $V$、 $w$ に接続している $G$ の辺で路
を構成すればよいので (図 5(b) 参照)、他方の辺素な路が構成で
きなくなることはない。

$v^{*}$ に接続する $<E^{*}>$ の辺 $(v, w_{\dot{j}})$ の他方の端点に接続する
辺に、 $<F^{*}>$ の辺が 2本以上存在する場合、 $(G+H)$ の $v^{e}$

に対応する $G+H$ の面に、 $G$ の辺を共有する $H$ の辺を含んだ
他の面が 2個以上存在する。 (図 4(b) 参照)。 $G$ の辺を共有する
$H$ の辺を含んだ 2つ以上の他の面 (図 $4(|)$ ) の $wi,$ $w_{p}$ に対応す
る面) が、 このがに対応する面の $G$ の辺を用いなければ閉路を

構成できない場合、 $V$ に対応する面を先に閉路として構成する
と、 $G$ の辺を共有していた他の 2つ以上の閉路が必要とする $G$

の辺を用いるため、後に、他の 2つ以上の閉路を構成できなくな
る。 よって、 このような $v^{*}$ に対応する $C+H$ の閉路は先に構
成できない。 この閉路に対応する、 $(G\lrcorner_{-}H)$ における節点 $v^{r}$

は、 アルゴリズムの (2) で述べた $(\beta)$ を済たす。
以上より、 $K$ 個の辺素な路が存在する場合、 $<F^{\cdot}>$ の辺が

接続している節点がで選べないのは、 1) が (\alpha )、又は $(\beta)$ を満
たす場合のみである。 $O$

補題 5 K 個の辺素な路が存在するならば、 procedure disjoint
path constructionで $K$ 個の辺素な路が構成される。 口

(証明) (2) で、 $(G+H)$ の曜または、 $V_{2}$ のいずれかに、
$<F^{2}>$ の辺が 1本のみ接続した節点 $v$ う: $K$ 個存在した場合、
$K$ 個の辺素なカットが存在したことになるので、そのカットに対
応した $G+H$ の辺を選ぶことにより、 $K$ 個の辺素な路が構成で
きる。

$V_{1}$ または、 $V_{2}$ のいずれかに、 がが [$\iota’$ 個存在しなかった場
合、常にアルゴリズムの (2) の $(\alpha)$

、
$(\beta)$ に該当しないような節

点が $V_{1}\cup V_{2}$ に存在することをいう。

まず初期状態でアルゴリズムの (2) の $t\alpha)$
、

$(\beta)$ に該当しない
ような節点がが 1つも存在しないとする, $v$ が $(\alpha)$ をみたすも

ののみだとすると 、 全ての $v$ が $<F$ $>$ の辺で接続されるの
で、 $<F$ $>$ の辺による閉路を講成することになり、補題 2に
矛盾する。
がが $(\beta)$ を満たすということは、 がに接続する $<E$ $>$ の

辺 $(v, w_{i}),$ $i=1,$ $\cdots,$ $p$ に接続する辺 $(\iota v_{j_{L}}x_{i})$ の中に、少なく
とも 1本は $<F^{\cdot}>$ の辺が含まれていることを意味する。 この

$<F$ $>$ の辺 $(w_{i}, x;)$ を含む $<F$ $>$ の辺による部分グラフの
連結成分 $<F^{n}>;,$ $j=1,$ $\cdots,$ $q$ は辺素な路が $K$ 個存在する
ならば、補題 3の証明で示したように、 それぞれ木である。 よっ

て、 $(\beta)$ を満たすためには、その木の葉にあたる節点も、 $<E^{*}>$

の辺 1本で他の $<F>j$ の辺と接続していなけれぱならない。
$<F^{*}>j$ が、全て $<F$ $>$ の辺 1本の場合、全ての $<F^{\cdot}>j$

の各辺 $(v_{j^{*}}, x_{\dot{j}})$ の両端点は他の 2つ以上の $<F^{s}>5$ と $<E^{\cdot}>$

の辺で接続していなくてはならず、また、 $(G+H)$ は 2部グラ
フなので、 $K$ 個の辺素なカットが存在し (図 6(a) 参照)、 (2) で
$K$ 個の辺素な路が存在すると判定される。

$<F^{\cdot}>3$ 中に $<F^{\cdot}>$ の辺 2本以上からなる木が 1つでも存
在するならば、 $<F^{\cdot}>$ の辺数が $<E^{\cdot}>$ の辺数以上の閉路が
構成されることになり (図 6(b) 参照)、補題 2に矛盾する。
よって、 $V_{1}$ または、 珍のいずれかに、 $v^{n}$ が $K$ 個存在しな

くても、常に $(\alpha)$
、

$(\beta)$ に該当しないような節点が存在する。
また、 (2) 以下の処理においては、補題 4より、それを選んで
も他の講成すべき閉路がとれなくなることがないような閉路を選
んでいるので、 そのような閉路を $G+H$ から取り除くことがで
きる (すなわち、 $G+H$ の面に対応する $(G+H)$ の節点、およ

び接続する辺を除去できる)。
(3)、 (4)、 (5) の後、 (2) に戻り、 $K-1$ 個の辺素なカットが

存在するか調ぺる。 これを定数回 ( $O(K)$ 回) 繰り返している。 $O$

$\text{グ_{}1}$

$\triangle^{1}||$

(b)
– $(G+H)^{*}$における $G$ に対応する辺 ( $<E^{\iota}>$の辺)
$—-$ $(G+H)^{S}$における $H$に対応する辺 ( $<F^{r}>$の辺)

図 6: 補題 5の図示

次に、計算時間とプロセッサ数の解析を行なう。

(1): まず、 $(G+H)$ の各節点が $V_{1^{\text{、}}}$ 膠のいずれに属する
かを求める。 そのため、 まず、 $(G+H)$ の全域木を求める [4]。
次に、 この木の節点番号の最小な節点を根とした、根付き木の深
さ優先探索を求める [4]。探索順序の奇数番目に訪れた節点を節
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点集合 $V_{1^{*}}$ に属するとし、偶数番目に訪れた節点を節点集合 $V_{2}$

に属するとする。 $O(m)$ 個のプロセッサを用いて、 $O(1og^{2}n)$ 時
間 [4]。

(2): 各辺にプロセッサを割り当て、 1本だけ $<F^{\cdot}>$ の辺を

持つ節点嘆, $k=1,$ $\cdots$ , $f$ が Y $V_{1^{n\text{、}}}$ $V_{2}$ にいくつ存在するかを
求める。 O(m) 個のプロセッサを用いて、 O(log m) 時間 (多重辺
をもたないグラフならば、 $G+H$ は平面グラフなので $m$ は $O(n)$

となり、 $O(n)$ 個のプロセッサを用いて、 $O(\log n)$ 時間となる)o
$K$ 個の $v_{\dot{k}}$ が理、または $V_{2}^{\cdot}$ のいずれかに存在したならば、 $v_{\dot{k}}$

に接続する $<E^{\cdot}>$ の辺、 $(v_{k}^{*}, w_{i}^{*}),$ $i=1,$ $\cdots$ , $q$ に対応する $G$

の辺 $(v_{k}, w_{i})$ を出力する。出力は、 $O(m)$ 個のプロセッサを用い
て、 $O(1)$ 時間。
存在しなかった場合、アルゴリズムの $t2$ ) の $(\alpha)$

、
$(\beta)$ に該当

しない節点を探す。 1本の $<F^{*}>$ の辺 $(u, v^{*})$ をもつ $v_{k}$ に接
続する $<E^{\cdot}>$ の辺 $(v_{\dot{k}}, w_{\dot{j}}))i=1,$ $\cdots,p$ の、 $w_{\dot{j}}$ に接続する
辺 $(w_{j^{t}}, x_{l}^{*}),$ $l=1,$ $\cdots$ , $f’$ に、 $<F^{*}>$ の辺が 2本以上含まれて
いないかどうか調べる (但し、 $x_{j}^{*}\neq u$ は除く)。この条件を満
たす $v_{\dot{k}}$ の中で, 節点番号の最小なものを $v^{n}$ として選ぶ。 $O(m)$

個のプロセッサを用いて、 $O(\log m)$ 時間。

(3): (2) 同様、出力は $O(m)$ 個のプロセッサを用いて、 $O(1)$

時間。
(4): $V$ に接続している各辺 $(v‘, u^{r}:),$ $i=1,$ $\cdots,$

$q’$ にプロセッ

サを割り当て、各辺 $(v^{t}, u^{*}|)$ を $(v, u^{*})$ とする (ただし、 $u$ はが

に接続していた $<F^{\cdot}>$ の辺の他方の端点)。 $O(m)$ 個のプロ
セッサを用いて、 $O(1)$ 時間。
(5) : $O(1)$ 個のプロセッサを用いて、 $O|1$ ) 時間。

(2) $\sim(5)$ まで、 $O(n+m)$ 個のプロセッサを用いて、
$O(\log^{2}n+\log m)$ 時間。 これを、最悪 $0_{tK)}$ 回 (定数回) 繰り返
す。

よって、全体として $O(n+m)$ 個の フ $11$セッサを用いて、
$O(1og^{2}n+\log m)$ 時間で解を与える。

定理 2procedure disjoint path construction は、 CREW
PRAM 上で全体として、 $O(n+m)$ 個のプロセッサを用いて
$O(\log^{2}n+1ogm)$ 時間で解を与える。 $0$
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