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Abstract Given finile setes $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{n}$ , the size of their union $|\cup^{n_{=1}}A:|$ is given by the inclusion and exclusion formula,
$\sum^{n_{=1}}(-1)^{i-1}\sum_{|1|=i}|\bigcap_{g\in J}A_{J}|$ . There are exponential number of interseclions in the formula, hence the computation time for
$calculati_{1}\iota gt1_{1}e$ size of $tl\iota e$ unioIt simply by using the formula becomes exponentid in the number of subsets $n$ . N. Linial and N.
$Nisal|ilt\iota\cdot estigated\iota he$ problem of $approx’imating$ the size of the union by using only the size of $j$-wize intersections for $j\leq k$ . As

$s1\iota ocv11\iota 1\backslash a\iota F(k, n)=1+O(e^{-}7)2k_{\dot{n}}w1_{1}enk=\Omega(\sqrt n\gamma$ and $F(k, n)=O(k^{n}\urcorner)$ when $k=O(\sqrt n7\cdot$ In this report, it is shown that
$F( \uparrow\iota-1.’\iota)==1+\frac{n- 1}{2-1},$

$F(n-2,n)=1+ \frac{1}{\frac{1}{2}(\lfloor nn/2\rfloor)-1}$ and $F(n-3,n)=1+ \Omega(\frac{n}{2^{n}})$ .

1 はじめに

ff除原理によれば,2個の有限集合 $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{n}$ の和集合のサイ
ズがそれらの共通部分のサイズによって

$|, \cdot\bigcup_{=1}^{1}A_{i}|=\sum_{i=l}^{n}(-1)^{i-1}\sum_{|J|=i}|\bigcap_{j\in l}A_{3}|$

と表わされる.
$n$ 個の集合の和集合のサイズをこの原理を用いて正確に求め
る場合, 共通部分の個数は $2^{n}$ 個あるので, 計算時間は一般に膨
大になる. 一方, 和集合のサイズを直接求めるよりも, 共通部分
のサイズを求める方が容易な場合にはこの公式の適用が有効と
なる場合があることが知られている. [LN90] では, そのような例
として DN $F$ 式を充足させる変数値の割当ての個数を求める問題
と行列の $1$)$erluanent$ の計算が挙げられている.
ある程度の誤差を許容する事によって, ー部の共通部分のサイ

ズから和集合のサイズを近似することができれば, 計算時間を減
少できることになる. このような見地から N. Linial と N. Nisan
[LN 90] は包除原理を用いるために必要な全ての共通部分のサイ
ズの内の一部しか知り得ない場合に和集合のサイズをどの程度
良く評 できるかを研究した.

$k,$ $n$ をた $<72$ を満足する正整数とする. [LN90] では $k=$
$\Omega(\sqrt{n})$ ならば

$\sup\frac{|\cup^{n_{=1}}A_{i}|}{|\cup^{\dot{n}_{=1}}B_{i}|}=1+O(e^{-}7)2k_{\overline{n}}$ (1)

k=O( $\sqrt{}$〉儒五) ならば

$\sup\frac{|\bigcup_{i=1}^{n}A_{i}|}{|\bigcup_{j}^{n_{=1}}B_{i}|}=\Theta(\frac{n}{k^{2}})$ , (2)

が成立することを示した ただし, 有限集合 $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{n}$ ,
$B_{1},$

$\ldots,$
$B_{n}$ の動く範囲は, 条件

$( \forall i\in\{1, \ldots, k\})(\sum_{\prime}|\bigcap_{j\epsilon l}A_{j}|=\sum_{|l|=:,l\subseteq\{1,\ldots,n\}}|_{J}\bigcap_{\epsilon I}B_{J}\cdot|)$

(3)
を満足-e-6もの全体とする. 上式は, $|I|\leq$ たなる $It$こ対して
$| \bigcap_{j\in I}A_{j}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

\mbox{\boldmath $\theta$}‘‘‘\S \mbox{\boldmath $\lambda$}\check $t_{2}$れたときの,z和集合俺 n;$=1A$; のサイズとして取
$V$得 $6$ の $f_{8}5$の $\not\in b$の$Aae$を $\doteqdot\check{x}$て $A^{a}$る. この意味で, $|I|\leq k$ な
る $I$ に対する $| \bigcap_{j\in I}A_{j}|$ の値から和集合のサイズを求める際の近
似の度合 $(fl$さ $)$ を $\doteqdot\check{x}$て $A^{\dot{a}}$る. この $\sup|\bigcup_{*=1}^{n}A_{i}|/|\bigcup_{1=1}^{n}B_{*}\cdot|$ を
$F(k, n)$ と表わすことにする.
この論文では, はっきりしていなかった k=\omega (而) の場合の

近似の度合の評価を行ない, $k=n-1$ と $k=n-2$ の場合につ
いては定数まで含めて正確な値を決定した. 具体的には

$F(n-1,n)=1+ \frac{1}{2^{n-1}-1},$
$F(n-2, n)=1+ \frac{1}{\frac{1}{2}(Ln^{\mathfrak{n}}/2\rfloor)-1}(4)$

となることを導いた. $k<n-2$ の場合の $F(k, n)$ の評価は未だ
不十分だが, その評価に貢献ずると考えられる定理を示し, その
定理を用いて $F(n-3, n)=1+ \Omega(\frac{n}{2^{n}})$ という下界を評価した.
また, 式 (4) で表わされる上界に対応する和集合のサイズの近似
値を容易に算出できることも示した.

2. では確率空間を中心とした基本的な概念の説明を与えた.
3. では和集合のサイズを共通部分に関する部分的な情報から近
似的に評価する方法にっいて [$LN90|$ の内容を中心に説明した.
4.1. および 4.2. ではた $=n-1$ と $k=n-2$ の場合に対する
近似の度合の晟悪値 $(F(n-1, n)$ および $F(n-2,n))$ を多項式
近似の方法を使って評価した. 43. では 4.1., 4.2. の方法をよ
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り広い範囲のた $<$ } $\iota-\underline{9}$ に応用する上で有効と考えられる定理
を示し. それを用いて $F(n-3.?\iota)$ の下界を評価した.

2 基本概念

$Z$ で全ての整数からなる集合を, $R$ で全ての実数からなる集合
を表わず $N=\{x\in Z|x\geq 1\},$ $Z^{+}=t^{x\in Z}|x\geq 0$} $,$

$R^{+}=$

$\{J^{\cdot}\in R|\alpha\cdot\geq 0\}$ と表わす $n\in N$ に対して, $[n]=\{1, \ldots, n\}$ と
表わす. $[0]=\emptyset$ と定める. 集合 $X$ に対して $2^{X}$ は $X$ の部分集
合全体からなる集合を表わす更に多項式 $f(x)$ に対してその次
数を $\deg(f)$ または $\deg(f(x))$ と表わす.

定義 1(原子) $(\Omega.F, P)$ を確率空間, $A=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}\subseteq F$

をその事象の族とする. $I\subseteq[n]$ に対して,

$\mathcal{A},$

$= \bigcap_{\epsilon J1}A_{J}$
, $\tilde{A}_{1}=(_{J}\bigcap_{\epsilon J}A_{j})\cap(_{J}\bigcap_{\not\in 1}A_{j}^{c})$

と表わす. $’\_{J}^{\backslash }$ の形の $\mathcal{F}$ の要素を ( $A$ の) 原子と呼ぶ 1
以下の命題 1, 命題 2では凶 $=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}$ を確率空間

$(\Omega.\mathcal{F}, Pr)$ の事象の族とする.

定義 2 $A=\{A_{1}, \ldots, A_{\mathfrak{n}}\}$ を確率空間 $(\Omega, \mathcal{F}, Pr)$ の事象の族と
$\overline{9}$る. $i\in\{0\}\cup[n]$ に対して,

$r_{J}^{A}= \sum_{|J|=g}Pr(A_{J}),$ $a_{j}^{A}= Pr(\bigcup_{|J|=j}.\tilde{A}_{J})=$ $\sum_{\dot{J},|J|=}Pr(\tilde{A}_{J})$

と表わす. I

以下の命題 1, 2の証明はどちらも省略する.

命題 1 $A=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}$ を事象の族とする.

$Pr(\bigcup_{i=1}^{n}A_{j})=\sum_{i=1}^{n}a^{A}:$ .

命題 2 $A=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}$ を事象の族とする. 任意の $j\in\{0\}\cup$

$[\iota]$ に対して,

$’ \cdot f=\sum_{=g}^{n}(\begin{array}{l}ij\end{array})a^{A}$ かつ $a_{j}^{A}= \sum_{:=j}^{\mathfrak{n}}(-1)^{i+j}(\begin{array}{l}ij\end{array})r^{\dot{A}}$ .

定義 3 $n\in N,$ $k\in N,$ $k\leq n$ に対して,

$E(k,n)= \sup\{Pr(\bigcup_{i=1}^{n}A_{i})-Pr(\bigcup_{i=1}^{n}B_{i})\}$

と定義する. ただし, 事象の族踊 $=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}$ と $\mathcal{B}=$

$\{B_{1}\ldots., B_{\mathfrak{n}}\}$ の動く範囲は

$\{\forall I\subseteq[n])(|I|\leq k\Rightarrow Pr(A_{I})=Pr(B_{I}))$

を満足するもの全体とする. I
ここでの $E(k. \eta)$ の定義は [LN90] のものと同じである.

3 和集合のサイズの評価方法

[LN90] では, 有限集合 $\Omega$ の部分集合の族 $A=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}$

の共通部分のサイズの部分的な情報 $r_{1}^{A},$
$\ldots$ ,畷から和集合のサ

イズを近似的に評価する問題を, $x\in[n|$ で恒等的に 1の値を取
る関数を定数項が $0$ かっ次数が高々 $k$ の多項式 $f(x)$ で近似し
その誤差を求める問題に帰着させている. この節ではその方法
にっいて簡単に紹介する. 以下では, 特に確率空間を明示してい
ない場合には, 全事象を\Omega , 全ての事象からなる集合を $F$, 確率
を $Pr$ と表わす

命題 3 $n\in N,$ $k\in[n],$ $\alpha_{1}\in R,$
$\ldots,$

$\alpha_{k}\in R,$ $A=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}$

を事象の族とする. 多項式 $f(x)= \sum_{=J1}^{k}\alpha_{j}(\begin{array}{l}xj\end{array})$ が $(\forall i\in[n|)(1-\delta\leq$

$f(i)\leq 1)$ を満足するならば

$(1- \delta)Pr(\bigcup_{i=1}^{n}A_{i})\leq\sum_{j=1}^{k}\alpha_{j}r_{j}^{A}\leq Pr(\bigcup_{i=1}^{n}A_{i})$

従って $E(k,n)\leq\delta$ .

(証明) 命題 1より,

$(1- \delta)Pr(\bigcup_{i=1}^{n}A_{i})=(1-\delta)\sum_{*=1}^{\mathfrak{n}}a_{j}^{A}$

$\leq\sum_{i=1}^{n}a^{A}f(i)\leq\sum_{:=1}^{n}a_{i}^{A}=Pr(\bigcup_{:=1}^{\mathfrak{n}}A_{i})$ .

一方, 命題 2より,

$\sum_{=1}^{\mathfrak{n}}a^{A}f(i)=\sum_{:=1}^{n}a^{A}:\sum_{j=1}^{k}\alpha_{\dot{J}}(\begin{array}{l}ij\end{array})=\sum_{j=1}^{k}\alpha_{j}\sum_{1=1}^{R}a^{A}(\begin{array}{l}ij\end{array})=\sum_{j=1}^{k}\alpha_{j}r_{j}^{A}$

1

命題 4 $k\in N$ とする. $f(0)=0,$ $\deg(f)\leq k$ を満足する任意の
多項式 $f(x)$ に対して\alpha 1 $\in R,$ $\ldots,\alpha_{k}\in R$ が存在して,

$f(x)= \sum_{j=1}^{k}\alpha_{j}(\begin{array}{l}xj\end{array})$ ,

(証明) $M$ をその $(i,j)$ 或分が $(\begin{array}{l}ji\end{array})$ となっている $kxk$ 行列

とすると, $M$ は対角成分が全て 103上半=角行 ijlJtSO-ZF逆行列
$M^{-1}$ が存在する. 実際, $(i,j)$ 成分が $(-1)^{i+j}(\begin{array}{l}ji\end{array})$ となっている

{’#りは $M$ の逆行列である. 多項式 $f(x)$ に対し $-\tau$,

$v=(f(1),\ldots, f(k)),$ $(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})=vM^{-1},$ $g(x)= \sum_{g=1}^{k}\alpha_{j}(\begin{array}{l}xj\end{array})$

と定めれば,

$(g(1), \ldots,g(k))=(\alpha_{1}, \ldots,\alpha_{k})M=vM^{-1}M=v$

より, $f(0)=g(0)=0,$ $f(1)=g(1),$ $\ldots,f(k)=g(k)$ . $f(x),$ $g(x)$

はどちらも高々 $k$ 次の多項式であり, しかも異なる $k+1$ 個の
点で関数値が一致しているので $f(x)\equiv g(x)$ . I
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この証明は $f$ に対する $\alpha_{1},$ .;., $\alpha_{k}$ の存在を単に示しているだけ
でなく. その具体的な求め方をも示していることに注意されたい.
以上の二っの命題から $x\in[n]$ で 1を近似する定数項が $0$ か

っ高々 $k$ 次の多項式から, 和集合のサイズの近似計算方法が導
かれることがわかった. 更に, 2. の定義 3で定義された $E(k, n)$

は 1をこのように多項式近似する場合の ${\rm Min}- Ma_{\vee}x$ 解の誤差と
一致することが, 以下の命題からわかる.

命題 5 $n\in N,$ $k\in[n]$ とする. $E(k, n)$ は次の線形計画問題の
解に等しい.

問題 :

$\sum_{1=1}^{n}x_{j}\leq 1,\sum_{i=1}^{n}y;\leq 1$ ,

$\sum_{=1}’(\begin{array}{l}ij\end{array})x_{i}-\sum_{=l1}^{n}(\begin{array}{l}ij\end{array})y|$ $\leq$ $0(j=1, \ldots, k)$ ,

$\sum_{\prime=1}’(\begin{array}{l}ij\end{array})y,\cdot-\sum_{\mathfrak{i}=1}^{\mathfrak{n}}(\begin{array}{l}ij\end{array})x_{i}$ $\leq$ $0(j=1, \ldots,k)$ ,

$\alpha_{1}\geq 0(i=1, \ldots,n),$ $y;\geq 0(i=1, \ldots,n)$

の条件の下で

$\sum_{i=1}^{n}x_{i}-\sum_{j=1}^{n}y$ ;

を最大化する.

(証明) 上記の線形計画問題の解を $E’(k, n)$ とおく.

$\{\forall I\subseteq[n])(|I|\leq k\Rightarrow Pr(A_{l})=Pr(B_{l}))$

を満足する二つの事象の族

$A=\{A_{1}, \ldots,A_{n}\},\mathcal{B}=\{B_{1}, \ldots, B_{n}\}$

に対して.
$x_{j}=a_{i}^{A},$ $y;=a_{i}^{\mathcal{B}}(i=1, \ldots, n)$

とおくと, $x_{1},$
$\ldots,$ $x_{n},$ $y_{1},$ $\ldots,$ $y_{n}$ は上記の線形計画問題の制約条

件を満足するので, $E(k, n)\leq E’(k, n)$ .
一方, 上記の線形計画問題の解を与える $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n},$ $y_{1},$ $\ldots,$

$y_{n}$

$\}_{arrow}^{\sim}$対して, $\Omega_{t},=\Omega_{B}=2^{[n]}$ とおき, $P_{A}$ : $2^{\Omega_{A}}arrow R^{+}$ と $P_{B}$ :
$2^{\Omega_{B}}-R^{+}$ を

$(\forall I\subseteq[\iota])(P_{A}(\{I\})=(\begin{array}{l}n|I|\end{array})x_{|I|}),$ $P_{A}( \emptyset)=1-\sum_{i=1}^{n}x_{i}$ ,

$( \forall S\subseteq 2^{\Omega_{A}})(P_{A}(S)=\sum_{I\in S}P_{A}(\{I\}))$ ,

$( \forall I\subseteq[?l])(P_{B}(\{I\})=(\begin{array}{l}n|I|\end{array})y_{|I|}))P_{B}(\emptyset)=1-\sum_{i=1}^{n}y_{i}$ ,

$( \forall S\subseteq 2^{\Omega_{B}})(P_{B}(S)=\sum_{I\in S}P_{B}(\{I\}))$

によって定めれば, $(\Omega_{A}, 2^{\Omega_{A}}, P_{A}),$ $(\Omega_{B}, 2^{\Omega_{B}}, P_{B})$ はどちらも確率
空間となる. それらの事象の族 $A=\{A_{1}, \ldots, A_{n}\}\subseteq 2^{\Omega_{A}},$ $\mathcal{B}=$

$\{B_{1}, \ldots, B_{\mathfrak{n}}\}\subseteq 2^{\Omega_{B}}$ を $i\in[n]$ に対して

\’e, $=\{I\subseteq\Omega_{A}|i\in I\},$ $B_{i}=\{I\subseteq\Omega_{B}|i\in I\}$

と定義すれば, 任意の $I\subseteq[n]$ に対して, $1\leq|I|\leq k$ ならば,

$P_{A}(A_{l})= \sum_{J\subseteq J\subseteq[n]}P_{A}(\{J\})=(\begin{array}{l}n|I|\end{array})\sum_{=1}^{n}(\begin{array}{l}i|I|\end{array})x_{i}$

$=$ $(\begin{array}{l}n|I|\end{array})\sum_{i=1}^{n}(\begin{array}{l}i|I|\end{array})y_{i}=\sum_{J\subseteq J\subseteq[n]}P_{B}(\{J\})=P_{B}(B_{I})$ .

更に

$P_{A}( \bigcup_{i=1}^{n}A_{i})-P_{B}(\bigcup_{=1}^{n}B.)=\sum_{i=1}^{n}x_{i}-\sum_{i=1}^{n}y_{i}=E’(k,n)$ .

従って, $E’(k, n)\leq E(k, n)$ . I
命題 5の中の線形計画問題に現われる定数がすべて有理数 (整
数) であることから, 次の命題が証明できる.

命題 6任意の $n\in N$ および任意の $k\in[n]$ に対して,

$E(k, n)= \sup\frac{|\bigcup_{1=1}^{n}A_{1}|-|\bigcup_{i=1}^{n}B.|}{|\bigcup_{:=1}^{n}A_{j}|}$ .

ただし, 有限集合 $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{n},$ $B_{1},$
$\ldots,$

$B_{n}$ の動く範囲は条件 (3)
および v\chi l $A;\neq\emptyset$ を満足するもの全体とする.

$\vee$の命題 6より,

$F(k, n)= \frac{1}{1-E(k,n)}$

が導かれる.
命題 5の中の線形計画問題の双対問題は以下のようになる.

問題 :

砺 $+ \sum_{\dot{g}=1}^{k}(\begin{array}{l}ij\end{array})$吻一 $\sum_{j=1}^{k}(\begin{array}{l}ij\end{array})w_{j}$ $\geq$ 1 $(i=1, \ldots)n)$ ,

吻 $+ \sum_{j=1}^{k}(\begin{array}{l}ij\end{array})w_{j}-\sum_{j=1}^{k}(\begin{array}{l}ij\end{array})v_{j}$ $\geq$ $-1(i=1, \ldots, n)$ ,

$u_{1}\geq 0,$ $u_{2}\geq 0$ ,

$v_{j}\geq 0(j=1, \ldots, k),$ $w_{j}\geq 0(j=1, \ldots, k)-$

の条件の下で
$u_{1}+u_{2}$

を最小化する.

$v_{1},$ $\ldots,v_{k},$ $w_{1},$ $\ldots,$
$w_{k}$ に対して, 多項式 $f(x)$ を

$f(x)= \sum_{j=1}^{k}(\begin{array}{l}xj\end{array})(v_{j}-w_{j})$

と定めれば, 上記の制約条件は

$u_{1} \geq 1-\min f(i),$ $u_{2} \geq\max f(i)-1$
$i\in[n]$ $i\in[n]$

となり, 上記の問題は, 多項式 $f(x)$ が $f(0)=0,$ $\deg(f)\leq k$ を
満足するという条件の下で

$ma_{\vee}x\{1-\min_{i\in[n]}f(i),$ $0 \}+\max\{\max_{l\in[n]}f(i)-1,0\}$
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を最小化する問題となる.
$ma\backslash ,\in 1^{\iota}1f(i)=c>1$ ならば

$g(x)= \sum_{=J1}^{k}(\begin{array}{l}xj\end{array})(\frac{v_{J}}{c}-\frac{w_{J}}{c}I$

とおけは $g\langle x$ ) $=f(x)/C$ より, $\min;\epsilon[n]g(i)\leq\max;\epsilon \mathfrak{l}^{n}]g(i)=1$ .
従って.

$\iota lla_{1}\backslash g(i)\epsilon[,]-n_{\in^{1}l}i_{n}n_{1}g(i)=\frac{1}{c}(\max f(i)-nuf(i))$

$<1l1a\backslash \{1-jn\in u_{1}i_{n}n_{l}f(i),$ $0 \}+\max\{\max f(i)-1,0\}$

が成立する. 従って, 次の命題が成立する.

命題 7

$E(k, n)= \inf\max(1-f(i))$ .
$j$ $i\in[n]$

ただし. 多項式 $f$ の動く範囲は 1112LX.\epsilon 同 $f(i)\leq$ $1,$ $f(0)$ $=$

$0$ . $\deg(f)\leq$ たを満足するもの全体とする.

定義 4
$D(k, n)= \inf$ ma.x $|q(i)-1|$ .

$q2\in[\hslash]$

ただし. $q$ の動く範囲は $q(0)=0,$ $\deg(q)\leq k$ を満足する多項式
全体とする I

$\vee$ こでの $D(k, n)$ の定義は [LN90] のものと同じである.
$D(k, t\sim)$ は. ある限られた範囲の関数で 1を通常の意味で近似す
る場合の Min-Max 解の誤差を表わしている. $D(k, n)$ と $E(k, n)$

の関係を表わす次の命題は $[LN90]$ で述べられている.

命題 8

$E(k, n)= \frac{2D(k,n)}{1+D(k,n)}$

命題 8より

$F(k, n)= \frac{1+D(k,n)}{1-D(k,n)}$

が導かれる. 命題 6, 8より, $D(k, n)$ は有限集合 $A_{1,}A_{n}$ の和
集合のサイズを $|I|\leq k$ なる $I\subseteq[n]$ に対する $| \bigcap_{i\in I}A_{j}|$ \emptyset 値から

予想する場合の相対誤差の最悪値を表わしていると考えること
ができる.
命題 3, 4, 8より, $E(k, n),$ $D(k, n)$ の上界が $x\in[n]$ で 1を近
似する定数項が $0$ かっ高々 $k$ 次の多項式 $f(x)$ の具体的な形か
ら得られるが, 特定の形をした多項式から下界を得ることができ
る場合がある. [LN90] は次の命題を使って $k=O(\sqrt{n})$ の場合
の下界を求めている.

命題 9 $n\in N,$ $k\in[n]$ とする. $f(x)$ を $f(0)=0,$ $\deg(f)\leq k$

を満足する多項式とする. $1\leq i_{1}<\cdots<j_{k+1}\leq n$ を満足する
$k+1$ 個の整数 $j_{1},$

$\ldots,$
$j_{k+1}$ と $\delta>0$ が存在して,

$(\forall i\in[k+1])((-1)^{i}(f(j_{i})-1)\geq\delta)$

が成立するならば,
$D(k, n)\geq\delta$ .

(証明) 命題の条件を満足する $f(x)$ と

$(\forall i\in[n])(|g(i)-1|<\delta)\wedge g(0)=0\wedge$ deg(g) $\leq k$

を満足する多項式 $g(x)$ が存在すると仮定する. 中間値の定理か
ら, $k$ 個の異なる実数

$u_{1}\in(j_{1},j_{2}),$ $\ldots,u_{k}\in(j_{k},j_{k+1})$

カ q加生して, 任意の $x\in\{0, u_{1}, \ldots, u_{k}\}$ に対して, $g(x)-f(x)=0$
となる. $\deg(g(x)-f(x))\leq k$ であるので, この式は $g(x)\equiv f(x)$

を表わしている. これは矛盾である. I

命題 10 $n\in N,$ $k\in[n-1]$ とする.

$D(k,n)= \inf$ ma.x $|q(i)-1|$
$q$ $;\in[n]$

とおく. このとき, 多項式 $f$ が

$\max_{:\epsilon[n]}|f(i)-1|=D(k, ’\tau),$ $f(0)=0,$ $\deg(f)\leq k$

を満足するならば, $1\leq i_{1}<\cdots<j_{k+1}\leq n$ を満足する $k+1$ 個
の整数 $j_{1},$ $\ldots,j_{k+1}$ が存在して

$f(j_{i})=1+(-1)^{i}D(k, n)(i=1, \ldots,k+1)$

となる.

(証明) 省略. [Che66] を参照されたい. 1

4 んが $n$ に近い場合の $D(k, n)$ の評価

[$LN90|$ では, 1を近似する多項式として Chebychev 多項式
$T_{A}.(x)$ を変形した $q_{k.\mathfrak{n}}(x)$ を使っている. その具体的な形は

$q_{k,n}(x)=1- \frac{T_{k}(\frac{2x-(n+1)}{n-1})}{T_{k}(\frac{-(n+1)}{n-1})}$,

$T_{k}(x)= \frac{(x+i\sqrt{1-x^{2}})^{k}+(x-i\sqrt{1-x^{2}})^{k}}{2}$

である. $i$ は虚数単位を表わす. $q_{k.n}(x)$ は $x\in[1, n]$ の連続した
区間で 1を近似する場合には最良近似となっているが, $k$ が比較
的 $n$ に近い大きさでかっ $x\in[n|$ の離散的な集合上で近似する
場合には最良近似からかけ離れたものとなる.
この節では, $k=n-1$ と $k=n-2$ の場合に Lagrange の補

間法で構成した多項式を使って, $D(k, n)$ の値を正確に評価でき
ることを述べる.

定義 5 $k\in N$ に対して, 多項式 $g_{k},:(x)$ を

$g_{k,i}(x)=(-1)^{k-i} \frac{x\cdots(x-k)}{(x-i)i!(k-i)!}$

と定義する. I
この定義から次の補題は明らかである.

補題 11 $k\in N,$ $i\in[k]$ とする. 任意の $x\in[k]$ に対して,
$\deg(g_{k,i})\leq k$ かつ

$x\neq i\Rightarrow g_{k,i}(x)=0,\dot{x}=i\Rightarrow g_{k,i}(x)=1$ .
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定義 6 $k\in N$ と $d=(d_{1}, \ldots, d_{k})\in R^{k}$ に対して, 多項式
$G_{k}[d](x)$ を

$G_{k}[d](x)= \sum_{i=1}^{k}(1+d_{i})g_{k,i}(x)$

と定義する 口

この定義と補題 11から次の補題は明らかである.

補題 12 $(\forall i\in[k])(G_{k}[d](i)=1+d_{i})$

補題 13 $k\in N.j\in N.i\in[k]$ とする.

$(\begin{array}{l}k+j\iota\end{array})(\begin{array}{ll}k-\dot{\iota}+j -lk-i \end{array})= \sum_{\tau=1}^{J}(-1)^{r-J}(\begin{array}{l}k+jj-r\end{array})(\begin{array}{l}k+ri\end{array})$ .

(証明) $1\leq’\leq j$ ならば

$(\begin{array}{l}k+jJ-r\end{array})(\begin{array}{ll}k\frac{|}{|} l \end{array})= \frac{k+j)!}{(j-r)i!(k+r-i)!}!=(\begin{array}{l}k+ji\end{array})(k -i+j-r j)$

(5)
が成立する. また

$(k -i+j-lk-?)=(^{k}-i+j-j-11)$ . (6)

次に

$\sum_{r=1}^{J}(-1)^{r-1}(\begin{array}{l}mj-r\end{array})=(-1)^{l-1}(\begin{array}{l}m-1-jl\end{array})$

を命題 $P(/)$ と表わす. 任意の $l\in[i]$ に対して $P(l)$ が真である
ことを数学的帰納法により証明する.

P(力は明らかに真である. $1\in[i-1]$ かつ $P(l+1)$ は真と仮
定する. 帰納法の仮定より,

$\sum_{r=l}^{J}(-1)^{\tau-1}(\begin{array}{l}\uparrow nj-\cdot\end{array})$ $=$ $(-1)^{l-1} (\begin{array}{ll} mj -l\end{array})+\sum_{r=l+1}^{f}(-1)^{r-1}(\begin{array}{l}mj-r\end{array})$

$=$ $(-1)^{t-1}(\begin{array}{l}m-l-jl\end{array})+(-1)^{l-1}(\begin{array}{ll} m-lj -l-1\end{array})$

$-(-1)^{l-1}(\begin{array}{ll} m-lj -l-1\end{array})$

$=$ $(-1)^{l-1}(\begin{array}{l}m-l-lj\end{array})$ .

従って

$\sum_{r=1}^{j}(-1)^{\tau-1}(\begin{array}{l}mj-r\end{array})=(\begin{array}{l}m-1j-l\end{array})$ . (7)

式 (5), (6). (7) より補題は証明される. 1
次の補題 14は補題 13より明らか.
補題 14 $k\in N,j\in N,$ $i\in[k]$ とする.

$g_{k},,\langle k+j)$ $=$ $(-1)^{k-}(\begin{array}{l}k+ji\end{array})(k -i+j-lk-i)$

$=$ $(-1)^{k-1} \sum_{\tau=1}^{J}(-1)^{r-l}(\begin{array}{l}k+jj-r\end{array})(\begin{array}{l}k+ri\end{array})$ .

補題 15 $k\in N,j\in N,$ $d=(d_{1}, \ldots, d_{k})\in R^{k}$ とする.

$G_{k}[d](k+j)$

$=(-1)^{k} \sum_{=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+ji\end{array})(k -i+j-lk-i)(1+d_{i})$

$= \{-1)^{k+1}\sum_{\tau=1}^{J}(-1)^{r}(\begin{array}{l}k+jj-r\end{array})\cdot\sum_{\prime=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+ri\end{array})(1+d|)$ .

4.1 $k=n-1$ の場合の $D(k, n)$ の評価
適当な $\delta>0$ を選んで,

$(\forall i\in[k+1])(f(i)=1+(-1)^{i}\delta),$ $f(0)=0,$ $\deg(f)\leq k$

を満足する多項式 $f(x)$ を構成することを考える. このような多
項式が存在すれば命題 9より $D(k, n)=\delta$ が言える. 一方 \v{c}のよ
うな多項式は, 補題 12から

$d_{i}=(-1)\delta(i=1, \ldots, k),$ $d=(d_{1}, \ldots, d_{k})$

とおいて
$f(x)\equiv G_{k}[d](x)$

と表わされる
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

. 従って,

$G_{k}[d\rfloor(k+1)=1-(-1)^{k}\delta$ (8)

となる $\iota^{\zeta,}>0$ を求めればよい.
補題 15より,

$G_{k}[d\rfloor(k+1)=1-(-1)^{k}(1-(2^{k+1}-2)\delta)$

を得る. この結果と式 (S) から, $\delta=\frac{1}{2^{k+1}-1}$ を得る. 従って,
命題 8より次の定理を得る.

定理 1任意の $n\in Z,$ $n\geq 2$ に対して,

$D(n-1, n)= \frac{1}{2^{n}-1}E(n-1, n)=2^{1-n}$ ,

$F(n-1, n)=1+ \frac{1}{2^{n-1}-1}$ .

[LN90] では $k=n-1$ の場合には $D(k, n)$ の値を評価できる
ことが述べられているがその正確な値は明示されていなかった.
定理 1はその正確な値を決定している.

42 $k=n-2$ の場合の $D(k,n)$ の評価
$n\in N,k\in[n-1]$ とする.. -\Re に,

$\max|f(i)-1|=D(k, n),$ $f(0)=0,$ $\deg(f)\leq k$
$i\in[n]$

を満足する多項式 $f(x)$ に対して, $1\leq i_{1}<\cdots<j_{k+1}\leq n$ を満
足する $k+1$ 個の整数 $j_{1},$

$\ldots,$
$j_{k+1}$ が存在して,

$f(j_{2})=1+(-1)^{i}D(k,n)(i=1, \ldots, k+1)$

となることが知られている. 従って, $k=n-2$ の場合は, $|f(j_{0})-$

$1|\neq D(n-2, ’\iota)$ となる唯一の $j_{0}\in[n]$ がわかれば, 原理的には
$k=n-1$ の場合と同様にして $D(n-2, n)$ を評価することがで
きる. $j_{0}=\lceil(n+1)/2\rceil=\lceil(k+3)/\underline{\circ}\rceil$ と仮定して, $D(k, n)$ の上
界と下界を評価してみる.

$\delta>0$ を未知数として, $d=(d_{1}, \ldots, d_{k})$ を

$d_{t}=\{\begin{array}{l}(-l)^{j}\delta(l\leq i<\frac{k+3}{\underline{9}})0(i=\frac{k+3}{2})-(-l)\delta(\frac{k+3}{2}<i\leq k)\end{array}$
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と定め. 定数 $K>0$ を

$l\iota$ $=$ $(_{\rfloor\uparrow} \int_{2\lfloor})=(\begin{array}{llll} k \text{・ }2\lceil(k +l)/2\rceil \end{array})$

$=$ $(\begin{array}{ll}k +1\lceil(k+l)/\underline{9}\rceil \end{array})+(\begin{array}{ll} k+l\lceil(k -1)/2\rceil\end{array})$

と定める.
定義から

$G_{k}[d\rfloor(k_{k})=1-(-1)^{k}\delta.$ (9)

また, 二項定理より

$\sum_{=1}^{k}(-1)’(\begin{array}{l}k+li\end{array})$ $=$ $(-1)^{k}-1$ (10)

$\sum_{1=J}^{k}(-1)’(\begin{array}{l}k+li\end{array})d|$

$=$ $\prime’\backslash (;\sum_{=1}^{\lceil(k+J)/2\rceil}(\begin{array}{l}k+1i\end{array})-\sum_{i=\lceil(k+4)/2\rceil}^{k}(k +li))$

.

(11)

$=$ $\prime_{-}’\backslash ((\begin{array}{ll}k +1\lceil(k+l)/\underline{9}\rceil \end{array})+(\begin{array}{lll} k +l\lceil(k -l)/2\rceil \end{array}))=\delta K$.

式 (10), (11) および補題 15より

$G_{k}[d\rfloor\langle k+1)$ $=$ $(-1)^{k} \sum_{i=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+li\end{array})(1+d_{j})$

$=$ $1-(-1)^{k}(1-\delta K)$ . (12)

また, 補題 15より

$G_{k}[d](k+2)$ $=$ $(-1)^{k} \{(k+1)\sum_{i=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+li\end{array})$

$+(k+1)\dot{\sum_{=1}^{k}}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+li\end{array})d|$ (13)

$- \sum_{l=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{ll}k +li-1 \end{array})- \sum_{i=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+li-1\end{array})d|\}$ .

二項定理より

$\sum_{;=1}^{k}(-1)’(\begin{array}{l}k+li-l\end{array})=-\sum_{i=0}^{k-1}(-1)^{i}(\begin{array}{l}k+li\end{array})=(-1)^{k}k$ . (14)

$\sum_{i=1}^{k}(-1)^{i}(\begin{array}{ll}k +li-l \end{array})d_{i}= \delta\{(\sum_{i=0}^{\lceil(k-1)/2\rceil}(\begin{array}{l}k+1i\end{array}))$ .

$-( \sum_{:=\lceil(k+2)/2\rceil}^{k-1}(\begin{array}{l}k+1i\end{array}))\}=(k+2)\delta$ . (15)

従って、式 {10), (11), (13), (14), (15) より

$G_{\Lambda}.[d](k+\sim))=1-(-1)^{k}\{(k+1)(1-\delta K)+(k+2)\delta\}$ . (16)

補題 14に従って計算すると

$(-1)^{J0}g_{k_{J0}}(k+1)=(-1)^{k} \frac{2k+1-(-1)^{k}}{4k+4(3+(-1)^{k})}K$, (17)

$(-1)^{J0}g_{kj_{0}}(k+2)=(-1)^{k} \frac{(k+3-(-1)^{k})(2k-3-(-1)^{k})}{4(k+4)}K$

(18)
を得る. 従って, もう一っの未知数 $0\leq\rho\leq\delta$ を取り $\delta$ と $\rho$ を未
知数とする次の二元連立一次方程式を解くことにより, $\delta$ の値を
正確に求めることができる.

$1-G_{k}[d](k)$ $=G_{k}[d\rfloor(k+1)+(-1)^{j_{0}}g_{k_{\theta 0}}(k+1)\rho-1$ (19)
$=1-G_{k}[d\rfloor(k+2)-(-1)^{J0}g_{k_{J0}}(k+2)\rho.(20)$

この連立方程式は $k\geq 1$ のとき常に唯白組の解 $= \frac{1}{K-1’}\rho=$

$0$ を持つ. 従って,

$D(n-2, n)= \frac{1}{K-1}=\frac{1}{(_{L/2\rfloor}n^{n})-1}$ .

更に Wallis の公式を用いて次の定理が導かれる. 十分大きな
$x$ に対して正の値を取る二っの関数 $f(x),$ $g(x)$ に対して $f(x)\sim$

$g(x)$ は $1i_{l}n_{xarrow\infty}f(x)/g(x)=1$ を表わす

定理 2

$D(n-2, n)= \frac{1}{(_{L/2\rfloor}n^{n})-1}\sim\sqrt{\frac{\pi n}{2}}2^{-n}=O(\sqrt{n}\underline{9}^{-n})$,

$E(n-2, n)= \frac{2}{(_{[n/2J}n)}\sim\sqrt{2\pi n}2^{-n}=O(\sqrt{n}2^{-n})$ ,

$F(n-2, n)=1+ \frac{1}{\frac{1}{2}([n^{n}/2\rfloor)-1}=1+O(\sqrt{n}2^{-n})$ .

4.3 k<n-3\not\subset 嚇イド$\sqrt{}$\sim 広展
今までに述べたようにして $k=n-1,$ $k=n-2$ の場合には,
ある連立一次方程式に帰着させて $D(k, n)$ を (従って, $E(k, n)$ お
よび $F(k, n)$ も) 正確に求めることが出来た. しかし, 実際問題と
しては, ある広い範囲の $k<n$ に対する $D(k, n)$ の変化の解明が
望ましい. $k\geq\Omega(\sqrt n\urcorner$ の場合の $D(k, n)$ の上界として, [LN90]
では

$D(k, n)=O(e^{-}$
コ

$\iota_{\pi)}$

という評価がなされているが, 既に解明されている $k=n-1,$ $k=$

$n-2$ の場合には, この上界の評価はかなり悪い. しかし,-今まで
のように, $k$ を固定して $D(k, n)$ を未知数とする正確な連立方程
式を立ててそれを解いていくという方法では, 広い範囲の $k$ に

対する $D(k,n)$ の評価を与えることは不可能と考えられる. 以下
では, このような目的にとって好ましいと考えられる新たな評価
方法を紹介し, 実際に, $k=n-3$ の場合にその評価方法を適用
してみる. 残念ながら, 現時点では, この方法を用いてある広い
範囲の $k$ に対する $D(k, n)$ の変化の様子を解明するまでには未
だ至っていない.

$\max_{1\leq x<n}|f(x)|=D(k, n)$ を満たす $k$ 次多項式 $f$ は $|f(n)|=$

$D(k, n.)$ を満たすと仮定する. $k=n-m-1$ とする. 補間多項
式を $G(x)$ とし, $\delta=D(k, n),$ $\{i\in[n-1] : |1-\dot{G}(i)|=\delta\}=$

[$n-1|\backslash$ { $k_{1},$
$\ldots$ , km}.と置く. 更に, $k_{0}=0,$ $k_{m+1}=\infty$ と置く.

$0<k_{1}<k_{2}<\cdots<k_{m}<n$ とする. っまり, m2Lxi\epsilon 同目 $-(i)|=$
$\delta$ であり, $\vee$の |1--G(引を最大にする $i\in[n]$ は $n-m$ 個存
在する. 一方, 最大にしない $i\in[n]$ は $m$ 個存在し, それが
$\{k_{1}, \ldots, k_{m}\}$ である. $\hat{G}(x)$ を表わす数式は以下のようにして導
くことが出来る.
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$i\in[\iota-1]\backslash \{k_{1}, \ldots, k_{n}\}$ に対して,

$\tilde{g}_{i}(x)=(\begin{array}{l}xi\end{array})(\begin{array}{lll}n -l- xn-l-i \end{array}) \cdot\prod_{\mathfrak{n}=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{x-k_{j}}$ .

と置く. $\overline{g}_{i}$ は有理式の形になっているが, 約分して得られ
る $n-m-1$ 次多項式を表わすものとする. 更に, 便宜上,
$i\in\{k_{1}, \ldots, k_{m}\}$ に対しては, $\dot{g}_{i}(x)\equiv 0$ と定義する. 一般に,
$i\in[n-1].j\in[n-1]$ に対して $\dot{g}:(i)=1,$ $i\neq i$ ならば $\hat{g}_{j}(j)=0$

が成り立っ. $i\in[’\iota]$ に対して $i\in\{0\}\cup[m]$ を $k_{j}\leq i<k_{j+1}$ を
満たすものとして, $s;=(-1)^{j}$ と定義する. このように $\dot{g};$ , si を
定義した上で, $\hat{G}(x)$ を

.
$\dot{G}(x)=\sum_{i=1}^{n-1}(1+(-1)^{i}s;\delta)\acute{g}_{i}(x)$

ど定義する.
$\delta=D(k, n)$ の定義と命題 9, 10より

$\dot{G}(n)=1+(-1)^{m+n}\delta$ (21)

が成り立たなくてはならない.

$\dot{g}_{j}(n)=(-1)^{\mathfrak{n}-1-}(\begin{array}{l}ni\end{array})\prod_{j=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{n-k_{j}}$ より,

$\dot{G}(n)$ $=$ $1+(-1)^{m+n} \prod_{j=1}^{m}\frac{k_{j}}{n-k_{j}}$

$-(-1)^{m+n} \delta\sum_{1=1}^{n-1}(\begin{array}{l}ni\end{array})|\prod_{j=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{n-k_{j}}|$ (22)

が導かれる. 式 (21) および (22) より,

$\delta=\frac{1}{(\Sigma_{:}^{n_{=\text{。}}}(\mathfrak{n}:)|\Pi_{j}m_{=1k_{j}}^{i-k}arrow|)-1}$ (23)

が導かれる. 更に, 命題 9, 10より

$1+ \frac{1}{\delta}=\min_{\{k_{1}\ldots..k_{m}\}\subseteq[n-1]}\sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}ni\end{array})|\prod_{j=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{k_{j}}|$ (24)

が成り立っ. 以上の議論により以下の定理が成立する.

定理 3 $\{k_{1}, \ldots, k_{m}\}\subseteq[n-1],$ $k_{1}<\cdots<k_{m}$ とする.

$\sum_{:=0}^{k_{1}}(\begin{array}{l}ni\end{array})|_{\dot{J}}\prod_{=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{k_{j}}|\leq h(k, n),\sum_{*=k_{m}}^{n}(\begin{array}{l}ni\end{array})|\prod_{j=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{k_{j}}|\leq h(k,n)$

および $2^{n}(_{k_{1}} \max_{\leq i\leq k_{m}}|\prod_{j=1}^{m}\frac{i-k_{j}}{k_{j}}|)\leq h(k,n)$

が成り立てば

$D(k, n)= \Omega(\frac{1}{h(k,n)-1})$ .

ここでは述べないが, 定理 3を導いた方法は $D(k, n)$ の上界の評
価にも応用できる.
定理 3を $k=n-3$, つまり $m=2$ の場合に適用してみる.

以下では f(x)=\Pi Jm=l((x--kj)/kj)=\Pi \Pi 翼 $1((X/k_{j})-1)$ と置く.

$k_{1}=w$ と置く. $0<k_{1}=w<k_{2}=n-w$ かっ $n-2w=O(\sqrt n\gamma$

となるように $k_{1},$ $k_{2}$ を設定する. この条件と

$\max_{w\leq j\leq n-w}|f(i)|=|f(n/2)|=\frac{(n-2w)^{2}}{4w(n-w)}$

より
$2^{n}( \max_{w\leq l\leq n-w}|f(i)|)=O(\frac{2^{n}}{n})$ (25)

が成り立つ. 一方, 任意の $i\in[n]$ に対して $|f(i)|=|f(n-i)|$ が
成立する事を考慮して,

$\sum_{i=0}^{w}(\begin{array}{l}ni\end{array})|f(i)|=\sum_{i=n-w}^{n}(\begin{array}{l}ni\end{array})|f(i)|$

$=$ $|_{j} \sum_{=1}^{w}(\begin{array}{l}ni\end{array})\frac{(i-w)(i-n+w)}{w(n-w)}|+1$

$=$ $|( \sum_{i=1}^{w}(\begin{array}{l}ni\end{array}))-\frac{n(n-1)}{w(n-w)}\sum_{i=1}^{w}(\begin{array}{l}-n2i-l\end{array})|+1$

$\leq$ $|(4- \frac{n(n-1)}{w(n-w)}):\sum_{=1}^{w}(\begin{array}{l}-n2i-1\end{array})|$ (26)

$+|( \sum_{:=1}^{w}(\begin{array}{l}ni\end{array})-4\sum_{i=1}^{w}(\begin{array}{l}-n2i-1\end{array}))|+1$ .

$(n/2)-w= \alpha=O(\int\overline{n})$ と置けば,

$|4- \frac{n(n-1)}{w(n-w)}|=|\frac{16\alpha^{2}-4n}{n^{\underline{o}}-4\alpha^{2}}|=O(\frac{2^{n}}{n})$ (27)

また,

$|_{:} \sum_{=1}^{w}(\begin{array}{l}ni\end{array})-4\sum_{1=1}^{w}(\begin{array}{l}-n2i-l\end{array})|$

$=$ $| \frac{n-2w-1}{n-w-1}(\begin{array}{ll}n -2 w\end{array})-1|=O( \frac{2^{n}}{n})$ . (28)

従って, 式 (25), (26), (27), (28) および定理 3より

$D(n-3, n)= \Omega(\frac{n}{2^{n}}I$

が成り立っ.
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