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代数方程式に対する Newton-Raphson 系解法の反復回数と収束次数の関係

日本大学農獣医学部 五十嵐正夫 (IGARASHI MASAO)

\S 1. はじめに

$n$ 次代数方程式 $f(z)=0$ の数値解を求めるために, Newton-Raphson 法を原点とす.
るような反復解法系をここでは Newton-Raphson 系解法と呼ことにする。その解法を

便宜的に次の [A] 解法系と [B] 解法系に分ける事にする。

[A] $f(z)=0\}_{\llcorner}^{\vee}$ Newton-Raphson 法を適用した解法系:

Halley 法, Euler 法, Kiss 法,...

[B] $f(z)/f’(z)=0$ に Newton-Raphson 法を適用した解法系:

Sch\"oder 法, Pomentale 法, Traub 法,...

ところで $n$ 次代数方程式に対して $k$次収束するプログラムを両解法系に対して実際

に作り, Aberth [1] の初期値を与え数値実験をしてみると両解法系における数値解の厳

密解に接近するまでの振る舞いには大きな差異があることが分かる。一言で言えば [A]

解法系の数値解の振る舞いは地味であり, [B] 解法系のその振る舞いは活発である。 こ

こでは従来ほとんど注目される事のなかった反復解法の大域的性質に注目してその差

異の原因を考察し併せて解法の効率に対して新しい知見をあたえる。

\S 2. 収束次数と反復回数

与えられた代数方程式を次のようにおく。

(2.1) $f(z)=c_{1}z^{n}+c_{2}z^{n-1}+\cdots\cdots+c_{n}z+c_{n+1}=0$

十分大きな初期値, 例えば Aberth の初期値, を選ぶと上の代数法方程式は $f(z)=z^{n}$

と近似できる。すると, [A] と [B] の解法系の数値解の減少率は, [A] 解法系 $k$次収束

公式に対しては $1- \frac{k-1}{n+k-1}$ , [B] 解法系に対しては収束の次数によらずゼロとなる。

実際図 1のプログラム A によって [A] 解法系に対して数値実験を行ってみると, 数

値解は厳密解に十分接近するまでは減少率 $1- \frac{k-1}{n+k-1}$に従って非常に緩慢に減少し

ながら厳密解に接近する事が確かめられる。 また数値解が孤立厳密解に十分接近した

後は良く知られているように $k$次収束の解法に対しては一回の反復ごとに数値解の精
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度桁数はほぼ $k$倍となる事も確かめられる。 $f(z)=z^{n}$ と近似する事は大域的には $n$ 重

解の振る舞いを見る事と同じであるから, 数値解が厳密解に十分接近するまでの振る

舞いは厳密解の状態, 例えば重解とか近接解を持っとか, によらず, 単に方程式の次

数のみに依存すると言える。図 2に 3 っの方程式に対する収束の次数と収束に至るま

での反復回数の関係を示す。始めのうちは収束次数の増加と共に反復回数は激減する

が方程式の次数と収束の次数が近くなると反復回数に差異がみられなくなる。 その間

の詳しい説明にっいては文献 [71に述べてある。

次に [B] 解法系において数値解の減少率がゼロと言う事は, 次の数値解は反復式で

桁落ちが起きて得られた数値解であると解釈できる。 即ち [B] 系解法の反復式におい

て $z_{0}$を用いて $z_{1}$ を導出する際 $t$

$z_{1}\approx(1-1)z_{0}$の計算において桁落ちが起きるため $z_{1}$

の実部や虚部の符号は $z_{0}$ とは逆になったりしながら絶対値としては減少する事になる。

実際図 3のプログラム $B$ によって [B] 解法系に対して数値実験を行うと, 初めのうち

は数値解は非常に活発な振る舞いをする。 そして収束に至るまでの反復回数は大まか

に言うと [A] 解法系の 1/5とか 1/10となる。収束次数を同じに取った場合 [B] 解法系

は [A] 解法系よりも 1次高い導関数を必要とするが, その計算量を考慮しても収束す

る場合は圧倒的に [B] 解法系の方が効率的である。

\S 3. パラメータを含む反復式

[A] と [B] の解法系の数値解の振る舞いの相違をもう少し詳しく調べるために, 2次

または 3次収束するパラメータを含む反復解法系,

(3.1)
$z_{k+1}=z_{k}- \frac{f(z_{k})}{f’(z_{k})-\alpha\frac{f’(z_{k})f(z_{k})}{f’(z_{k}.)}}$

ただし $0\leq\alpha\leq 1$

を考える。 この解法系は

(3.2) $f(z)/[f’(z)]^{\alpha}=0$ ただし $0\leq\alpha\leq 1$

に対して Newton-Raphson 法を適用する事により得られる。 $\alpha=0.5$ の時は 3次収束,

それ以外は 2次収束する解法系である。

この解法系に対して $\alpha$を $0$ から 1まで少しずっ増加させるとそれに連れて収束に至

るまでの反復回数がなだらかに減少する傾向が見られる。従来, 解法の効率は 1反復
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あたりの演算回数と収束するまでの総反復回数によって論ぜられ, 3次収束の Halley

法が効率的とか 4次収束の Kiss 法が効率的とか言われてきた。 しかし $\alpha$を $0$ から 1ま

で少しずっ増加させるに従い収束するまでの反復回数が減少すると言う事は, 解法の

効率は解法の局所的な性質だけでは論ぜられない事を示している。なおこれに関して

の詳しい数値結果は文献 [81に掲載されている。

ところでパラメータを含む反復公式にはほかに次のような解法がある。

ESchr\"oder の解法 [12] :

(3.3) $z_{k+1}=z_{k}- \frac{z_{k}f(z_{k})f’(z_{k})}{z_{k}(f’(z_{k})^{2}-f(z_{k})f’(z_{k}))-\lambda f(z_{k})f’(z_{k})}$ .

E.Hansen と M.Patrik の解法 [6]:

(3.4) $z_{k+1}=z_{k}- \frac{(\alpha+1)f(z_{k})}{\alpha f^{l}(z_{k})\pm\sqrt{f’(z_{k})^{2}-(\alpha+1)f(z_{k})f’’(z_{k})}}$ .

この反復解法系は $\alpha=0$ のとき Ostrowski 法, $\alpha=1/(n-1)$ のとき Laguerre 法,

$\alpha=1$ のとき Euler 法, $\alpha=-1$ のとき Halley 法, $\alpha=\infty\not\subset$) とき Newton-Raphson 法

となる。

これら 2 っのパラメータを含む反復解法系に対しても解法の大域的な性質, 即ち初

期値の減少率がその効率に深く関わる事が (3.1) と同様にして確かめられる。特に (3.4)

に関して E.Hansen と M.Patrik は Laguerre 法の効率の良さを文献 [6] で証明しようと

試みている。 しかしながら Laguerre 法の効率の良さは単に初期値が極端に減少するこ

とにすぎない。

\S 4. 解法の頑健さ

[A] と [B] の解法系の収束するまでの反復回数を調べてみると圧倒的に [B] 解法系の

方が少ない。 しかしながらこれをもって [B] 解法系の方が優れていると見るのは早計

である。 と言うのは [B] 解法系ではしばしば数値解が振動する現象が見られるからで

ある。 (3.1) の解法系においても $\alpha$を 1に近づけると同様な現象が見られる事を考慮す

ると, その原因は初期値の減少率に有ると見る事が出来る。 [B] 解法系では一回の反復

で数値解の絶対値が極端に小さくなる事があり, そのため次の数値解は与えられた方

程式の低次係数の影響を強く受け, その低次項によっては次の数値解は逆に大きくな
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る事があり, その繰り返しによる振動が見られるためである。多くの解法がそうであ

るように, 感度が上がると頑健さが失われると言う傾向がここでも見られる。

\S 5. おわりに

今までこの種の反復解法の効率を考察するのに, 初期値の大きさが問題とされた事

はなかったようである。 しかしながら [A] 解法系において計算効率にもっとも大きな

影響を与えるのは実は初期値である。4倍精度計算程度の計算桁数では収束が始まった

以降の, 即ち厳密解に十分近い初期値を取った場合の計算効率を考察しても意味がな

いのではないかと言うのが実感である。一般的な初期値を取った場合, 経験的には $n$

次代数方程式に対しては $n/2$ 次程度の解法がもっとも効率的であった。

[B] 解法系であるが, 収束する場合にはきわめて効率がよい。 しかし数値解の振動に

は十分気をっける必要がある。それを防ぐために次のようなアルゴリズムを我々は実

験したが好結果をえた。

”
$z_{0}$ を Aberth の初期値とする。数値解 $z_{1},$ $z_{2},$

$\ldots,$
$z_{t}$ に対して $|f(z_{t})|$ が単調に減少

している間は [B] 解法系を用い, それが $z_{t+1}$でくずれたら $z_{t}$ から [A] 解法系に切り替

える。”

本小論では高次解法とその計算効率にっいて, 数値実験をまじえて考察した。最後に

収束次数と高次解法の歴史的背景について述べておく。

Newton-Raphson 法の収束次数が 2次であると最初に述べたのは著者の知る限りに

おいては Fourier[4](1818) である。彼は Newton-Raphson 法の数値解の誤差が 2乗巾

で減少する事を示し, 有名な代数方程式 $x^{3}-2x-5=0$ でその事を実際に確認してい

る。 以後収束の次数にっいて触れた研究者はたくさんいると思われるが, その事を最

初に厳密に論じたのは E. $Bodewig[2](1949)$ と思われる。特に彼は $\alpha$について制限無し

の反復式 (3.1) を打ち切り誤差を評価する事により導き出している。 しかしながらその

解法系は大域的な性質を考慮していないため, $\alpha$に対してここで与えたような制限をっ

けないと頑健な解法とはならない。 そのことはまた, (3.2) からも知る事が出来る。

ところで収束の次数の定義が完全になされる前から高次収束する方法は色々と考案

されていた。例えば 3次収束する解法は Halley 法と呼ばれる事が多いが, この解法

の源泉はフランス人の数学者 Thomas Fautet de Lagny(1692) にあるとされる。 その
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Halley 法も実に多くの研究者によって再発見されている。例えば次の研究者である。

L.Euler,1755 $fF$ : E.Schr\"oder,1869 $\not\in$ : E. Kobald,1891: A. Cauchy,1899:

H. Bateman,1938: V. B. Bailey,1941: J. S. Frame,1944: H. W. Richmond,1944:

H. S. Wall,1948: E. Bodewig,1949: D. R. Hartree,1949: H. J. Hamilton,1950:

J. F. Tkaub,1961: S. Hitotumatu,1962:

Kiss[9] は 4次収束の解法ばかりでなく 5次収束する解法も同時に提案しているがそ

の事はあまり知られていないようである。また $Halley[5]$ も 5次収束する解法を提案し

ているがそのことも案外知られていないようである。 もっとも $k$次収束する解法を最

初に与えたのは著者の知る限り Euler(1755) である。同様な解法系は Schr\"oder(1869)
によっても提案されている。 また最近では $k$次収束する色々な解法系が Pomentale[ll]

や桜井鳥居杉浦 [10] によっても提案されている。

$\acute{t}h\alpha_{2_{1}5}@a_{3_{10}^{S}}3_{5}40200_{5}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}.\ovalbox{\tt\small REJECT} 5101520^{\cdot}25$

反復公式の次 $i$

図 3 収束の次数と反復回数
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SUBROUTINE LOCAL$(C,N,K,Zold,Znew)$

COMPLEX $\cdot 16A(101),C(101),F(101),H(101)$ , Zold,Znew, $W$

DO 10 $I=1,N+1$

$F(I)=C(1)$

10 CONTINUE

DO 20 $I=2,N$

$F(1)=C(I)+F(1)$ . Zold

DO 25 $J=2,N+2-I$

IF(J.LE.K) $F(J)=F(J-1)+F(J)$ . Zold

25 CONTINUE

20 CONTINUE

$F(1)=C(N+1)+F(1)$ . Zold

$A(1)=$ ( $1$ . ODOO,O.ODOO)

DO 30 $I=2,K-1$

A(I) $=F(I+1)/F(2)$

30 CONTINUE

$H(1)=-F(1)/F(2)$

DO 40 $I=2,K-1$

$W=A(I)$

DO 50 $J=2,I$

$W=W\cdot H(J-1)+A(I-J+1)$

50 CONTINUE

$H(I)=H(1)/W$

40 CONTINUE

Znew$=Zold+H$ (K-1)

RETURN

図 1 プログラム A. $n$ 次代数方程式に対する $k$次公式
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SUBROUTINE LOCAL($C,N,K$ , Zold, Znew)

COMPLEX $\cdot 16C(101),F(101),U(101)$ , Zold,Znew

DO 10 $I=1,N+1$

$F(I)=C(1)$

10 CONTINUE

DO 20 $I=2,N$

$F(1)=C(I)+F(1)$ . Zold

DO 25 $J=2,N+2- I$

IF(J. LE. $K+1$ ) $F(J)=F(J- 1)+F(J)$ . Zold

25 CONTINUI)

20 CONTINUE

$F(1)=C(N+1)+F(1)$ . Zold

$U(1)=F(2)/F(1)$

DO 50 $L=2,K$

$U(L)=L\cdot F(L+1)$

DO 40 $J=1$ ,L-l

$U(L)=U(L)- F(L+1- J)\cdot U(J)$

40 CONTINUE

$U(L)=U(L)/F(1)$

50 CONTINUE

Znew$=Zold+U(K- 1)/U(K)$

RETURN

END

図 2 プログラム B. $n$ 次代数方程式に対する $k$次公式
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