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制御代数的トポロジー入門

エジンバラ大 A・ラニツキ (Andrew Ranicki)

城西大 山崎 正之 (Masayuki Yamasaki)

序.

Wall a finiteness obstruction や Whitehead \emptyset 涙れは代数的 $K$-理論のトポロジ ー

ヘの応用の最も代表的なものである. これらは与えられた空間に関する位相的条件

を基本群の群環上の加群の代数的性質に反映させる. Connell と Hollingsworth [8],

Chapman [6] そして Quinn [15], [16] らによって発展された「制御 $K$-理論」はより

繊細で, 距離空間の上で “parametrize” された加群 (幾何加群) を扱う. 各 $\epsilon>0$ に

対し $\epsilon$ 制御 $K$-理論が考えられる ; そこではすべての操作が距離空間で計って高々

$\epsilon$ の数倍程度に制限を受ける. と言っても, 実は, 自己同型写像の作る制御ホワイ ト

ヘッ ド群のみが直接定義され, 制御射影類群は Bass-Heller-Swan [2] の分裂定理 (群

環 $Z[\pi]$ の射影類群 $\tilde{K}_{0}(Z[\pi])$ はホワイ トヘッ ド群 $Wh(\pi\cross Z)$ の直和因子である) の

類似として制御ホワイ トヘッ ド群のある部分群として定義されていたにすぎない.

われわれは [22] において射影に関する制御付き代数を展開して, 制御付き $\tilde{K}_{0^{-}}$

群を直接定義し, 制御付きの $\tilde{K}_{0}$ および Wh-群を種々の完全列を用いて関係付ける

ことが出来た. この代数的方法により, 次の事実のほぼ self-contained な証明ができ

る.

1. 有限 $CW$ 複体の間の同相写像は単純である. これはいわゆる「ホワイ トヘッ ド

の振れの位相不変性」であり, Chapman [3] により最初に証明された.
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2. 任意のコンパク ト $ANR$ は有限 $CW$ 複体のホモ トピー型を持つ. これは「ボル

スク予想」と呼ばれ, West [24] により最初に証明された.

$PL$ 同相写像は単純ホモ トピー同値写像である; ホワイ トヘッ ドの振れのこの

「組合せ的不変性」は Milnor [14] により示された. 証明は帰納法により, 鍵となっ

たのは Higman [12] による計算 $Wh(\{1\})=0$ であった. 1 に対するわれわれの帰納

的な証明の鍵となるのも同様に Bass-Heller-Swan [2] の計算 $Wh(Z^{n})=0$ である.

2の証明も 1 の証明に密接に関連している.

われわれの証明においては「幾何」的部分を減らし, 出来る限り「代数的」に議

論を行った. 1 および 2の知られている証明の中で最も代数的であろう. 従って, 他

の応用にも利用しやすい形になっていると思う. なお Ferry-Pedersen の ‘squeezing’

の技法を用いれば, いわゆる「有界制御」の理論からもこれらの 「 $\epsilon$ 制御」に関す

る結果が導かれるようだ.

なお [22] が仕上がった後, この方法を制御 L-理論に拡張し, Novikov による有

理ポントリャーギン類の位相不変性の同様な直接的証明を予定している.

本稿では [22] の紹介を行う. 構成は以下の通りである. \S 1 でまず Quinn に

よる幾何加群およびそれらの間の幾何射の概念を復習する. \S 2では幾何加群を拡

張して射影加群の概念を導入する. また鎖複体やそれに関連する諸概念を解説す

る. \S 3では制御射影類群 $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ を, 制御写像 $px$ : $Marrow X$ の上の $n$ 次元

$\epsilon$ 射影鎖複体を用いて定義する. \S 4では制御振れの群 $Wh(X, px, n, \epsilon)$ を制御写像

$PX$ : $Marrow X$ の上の $n$ 次元 $\epsilon$ 可縮な自由鎖複体を用いて定義する. \S 5では $\tilde{K}_{0}$ と

Wh-群が, 対 $(X, Y\subseteq X)$ の「安定完全列」により関係付けられる. さらに \S 6では

切除写像やマイヤー. ビー トリス「安定完全列」などが議論される. \S 7ではよく知

られている単射 $\tilde{K}_{0}(Z[\pi])arrow Wh(\pi\cross Z)$ (Bass [1]) の制御版の類似を得る. これは
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\S 8で制御 K-理論不変量に関するビー トリス型の性質を得るのに用いられる. 制御

finiteness obstruction や制御振れは \S 9で定義される. 上で述べた 1 および 2は \S 10

で示される.

なお原稿中の可換図式には TEXPLORATOR 社の LAMSTeX を用いた.

1 幾何加群.

この節では F. Quinn [17] による幾何加群およびそれらの間の幾何射の概念を

解説する. ただし, いくっかの記法は Connolly-Koz\acute niewski [9] のものを用いている

し, またいくっかのものは全く新しい.

$M$ を位相空間とし, 集合 $|S|$ 上の写像

$S$ : $|S|arrow M;|s|arrow[s]$

を考える. 以下においては写像とそのグラフを同一視する. したがって $S$ は写像自

身とそのグラフ ( $|S|\cross M$ の部分集合) の両方を表す. 要素 $s\in S\subset|S|\cross M$ の第

1成分を $|s|\in|S|$ で, また第 2成分を $[s]\in M$ で表す. っまり写像 $S$ は $|s|$ を $[s]$

に移す.

定義. グラフ $S$ の点で生成される自由 $Z$加群を $M$ 上の幾何加群 といい, $Z[S]$ と書

く. $|S|$ が有限集合であるとき, 幾何加群 $Z$ [司は有限生成 $(f.g.)$であるという. $M$ 上

の幾何加群の族 $\{Z[S_{\alpha}]\}_{\alpha\in A}$ ( $A$ は添字集合) の直和 $\oplus_{\alpha\in A}Z[S_{\alpha}]$ を次のように定

義する. まずおのおのの $S_{\alpha}$ の「コピー」 $S_{\alpha}’$ を作る :

$S_{\alpha}’$ : $|S_{\alpha}’|=|S_{\alpha}|\cross\{\alpha\}\approx|S_{\alpha}|arrow^{s_{\alpha}}M$.

$|S_{\alpha}’|$ たちは集合 $( \bigcup_{\alpha\in A}|S_{\alpha}|)\cross A$ の互いに交わらない部分集合である. 非交和 $|S_{\alpha}’|$

のことを $u_{\alpha\in A}|S_{\alpha}’|$ と書く. $S_{\alpha}’$ たちは写像 $u_{\alpha\in A}S_{\alpha}’$ : $u_{\alpha\in A}|S_{\alpha}’|arrow M$ を定め
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る. さて直和 $\oplus_{\alpha\in A}Z[S_{\alpha}]$ を $Z[u_{\alpha\in A}s_{\alpha}^{J}]$ で定める. ただし本稿においてはあた

かも $|S_{\alpha}|$ は互いに交わらないかのように扱い, コピー $S_{\alpha}’$ のことには触れずに,

$\oplus_{\alpha\in A}Z[S_{\alpha}]=Z[u_{\alpha\in A}s_{\alpha}]$ と書く事にする.

例. (1) $|S|$ が空集合のとき, $Z[S]$ を $0$ と書く.

(2) $M$ を $CW$ 複体と し整数 $n\geq 0$ を固定する. $M$ の $n$胞体全体の集合を $|S|$

とおき, 各 $n$胞体 $e\in|S|$ に対し, $\varphi_{e}$ : $D^{n}arrow M$ をその特性写像とする. 対応

$S:|S|arrow M;e\mapsto\varphi$。$(O)$ が $M$ 上の幾何加群 $Z[S]$ を定める. ここで $O$ は $n$球体 $D^{n}$

の中心とする. 単なる可換群とおもえばこれは $M$ の通常の $Z$係数胞体的 $n$鎖群で

ある.

$\pi$ : $\overline{M}arrow M$ を被覆写像としよう. $M$ 上の幾何加群 $Z[S]$ が与えられたとき, その

「引き戻し」 $Z[\tilde{S}]$ を通常の引き戻し $\tilde{S}$ : $|\tilde{S}|=S^{*}\overline{M}(\subset|S|\cross\overline{M} )arrow\overline{M};(|s|,\tilde{m})rightarrow\tilde{m}$

によって定める. これは $\overline{M}$ 上の幾何加群である. $\pi$ は正則被覆であると仮定しよ

う. $\pi$ の被覆変換群 $\Pi$ は $|\tilde{S}|$ に自由に作用し, $Z[\Pi]$加群として $Z[\tilde{S}]$ は各軌道からの

代表元たちによって自由に生成される. この自由 $Z[\Pi]$加群 $Z[\tilde{S}]$ のことを $Z$ [司のア

センブリとよぶ. 特に $M$ が普遍被覆を持つときは, それに関するアセンブリとして

自由 $Z[\pi_{1}M]$加群 $Z[\tilde{S}]$ を構成できる. 一方, 任意の自由 $Z[\pi_{1}M]$加群は $M$ 上のある

幾何加群の普遍被覆に関するアセンブリと同型である. つまり $M$ 上の幾何加群と

は基底付き自由 $Z[\pi_{1}M]$加群を幾何学的に実現したものだと思って良い.

定義. $Z[S]$ および $Z[T]$ を $M$ 上の幾何加群とする. $S$ の要素 $s,$ $T$ の要素 $t$ および

$[s]$ から $[t]$ への $M$ 上の道 $\rho$ : $[0, \tau]arrow M(\tau\geq 0, \rho(0)=[s])\rho(\tau)=[t])$ の組 $(s, \rho, t)$

を考える. そのような組を $s$ から $t$ への道という. 幾何射 $f$ : $Z[S]arrow Z[T]$ とは次の
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ような $Z[S]$ の生成元から $Z[T]$ の生成元への道の形式的線形和のことをいう :

$\sum_{\lambda\in\Lambda}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda} : [0, \tau_{\lambda}]arrow M, t_{\lambda})$
.

ここに A はある添字集合であり, 各生成元からでる道の数は有限個であること

を要求する. $Z[S]$ から $Z[T]$ への二っの幾何射 $f= \sum_{\lambda\in\Lambda}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$ , $f’=$

$\sum_{\gamma}\epsilon r^{m_{\gamma}’(s_{\gamma)}’\rho_{\gamma}’,t_{\gamma}’)}$ が等しい $(f=f’)$ とは, 係数が零の項を取り除いた後に, 全単

射 $\varphi$ : $\Lambdaarrow\Gamma$ で次をみたすものが存在することをいう.

$m_{\varphi(\lambda)}’=m_{\lambda}$ かっ $(s_{\varphi(\lambda)}’, \rho_{\varphi(\lambda)}’, t_{\varphi(\lambda)}’)=(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$ (すべての $\lambda\in\Lambda$ ).

二っの幾何射の和は二っの形式和を形式的にあわせることにより定める. 幾何射の

整数倍は各項を整数倍して定める. $f$ と $g$ の差 $f-g$ は $f+(-1)g$ で定める. 二っの

連続する幾何射

$f= \sum_{\lambda\in\Lambda}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$
: $Z[S]arrow Z[T]$ ,

$g= \sum_{\gamma\in\Gamma}n_{\gamma}(t_{\gamma}’, \sigma_{\gamma}, u_{\gamma})$
: $Z[T]arrow Z[U]$

の合成は

$\sum_{\lambda\in\Lambda,\gamma\in\Gamma,t_{\lambda}=t_{\gamma}’}n_{\gamma}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \sigma_{\gamma}\rho_{\lambda}, u_{\gamma})$

,

で定める. ただし連続した二っの道 $\rho_{\lambda}$ : $[0, \tau_{\lambda}]arrow M,$
$\sigma_{\gamma}$ : $[0, \tau_{\gamma’}]arrow M(\rho_{\lambda}(\tau_{\lambda})=$

$\sigma_{\gamma}(0))$ の合成 $\sigma_{\gamma}\rho_{\lambda}$ : $[0, \tau_{\lambda}+\tau_{\gamma}’]arrow M$ は

$\sigma_{\gamma}\rho_{\lambda}(x)=\{\begin{array}{l}\rho_{\lambda}(x)(0\leq x\leq\tau_{\lambda})\sigma_{\gamma}(x-\tau_{\lambda})(\tau_{\lambda}\leq x\leq\tau_{\lambda}+\tau_{\gamma}’)\end{array}$

で定める. 幾何射 $f= \sum_{\lambda\in\Lambda}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$ : $Z[S]arrow Z[T]$ の中の道の始点と終点の

みに注目すれば $Z$加群準同型写像 :

$|f|$ : $Z[S]-arrow Z[T]$ ;
$s \sum_{s_{\lambda}=\iota}m_{\lambda}t_{\lambda}$

.
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を得る. $M$ 上の幾何加群たちの間の幾何射の族 $\{f_{\alpha} : Z[S_{\alpha}]arrow Z[T_{\alpha}]\}_{\alpha\in A}$ の直和は

$\bigoplus_{\alpha\in A}f_{\alpha}=\sum_{\alpha\in A}f_{\alpha}$
:

$\bigoplus_{\alpha\in A}Z[S_{\alpha}]arrow\bigoplus_{\alpha\in A}Z[T_{\alpha}]$

で定める. ただし, $f_{\alpha}$ : $Z[S_{\alpha}]arrow Z[T_{\alpha}]$ は包含関係 $S_{\alpha}\subset u_{\alpha\in A}s_{\alpha},$ $T_{\alpha}\subset u\alpha\in AT_{\alpha}$ に

より $Z[uS_{\alpha}]$ から $Z[uT_{\alpha}]$ の幾何射とみなす.

例. (1) 項のない空の幾何射を $0$ と記す. $|0|$ は普通の意味での零準同型写像である.

(2) $Z[S]$ を $M$ 上の幾何加群とし, $s\in S$ から $s$ 自身への「一点の道」 $c_{s}$ : $\{0\}arrow M$

を $c_{s}(0)=[s]$ で定める.

このとき

$\sum 1(s, c_{\iota}, s)$ : $Z[S]arrow Z[S]$
$s\epsilon s$

で定まる幾何射を $Z[S]$ 上の恒等幾何射 といい, $1_{Z[S]}$ または単に 1 と記す. 任意の

幾何射 $f$ : $Z[S]arrow Z[T]$ に対し, 等式$f1z[s]=f=1_{Z[T]}f$ が成立する. $|1_{Z[S]}|$ は通常

の意味での $Z[S]$ 上の恒等写像である.

直和の間の幾何射を表すのに行列がしばしば用いられる. 幾何射

$f= \sum_{\lambda\epsilon\Lambda}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$
: $\bigoplus_{j=1}^{n}Z[S_{j}]arrow\bigoplus_{i=1}^{m}Z[T_{i}]$

が与えられたとき, 幾何射 $f;j$ : $Z[S_{j}]arrow Z[T_{i}](1\leq i\leq m, 1\leq j\leq n)$ を

$f_{ij}= \sum_{\lambda\in\Lambda,\iota_{\lambda}\in S_{i},t_{\lambda}\in T;}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$

で定める. $f$ は $f_{ij}$ たちにより完全に決定される ; 実際 $f$ は和 $\sum_{i,j}f_{ij}$ に等しい. た

だし, $f_{ij}$ を包含関係 $S_{i}\subset u_{1\leq j\leq n}s_{j},$ $T_{i}\subset u_{1\leq i\leq m}T_{i}$ により, $Z[uS_{j}]$ から $Z[uT_{i}]$

の幾何射とみなしている. $m\cross n$ 行列 $(f_{ij})_{1\leq i\leq m,1\leq j\leq n}$ により. $f$ を表す. 例えば,

直和 $\oplus_{i=1}^{n}f_{i}$ : $\oplus_{i=1}^{n}Z[S_{i}]arrow\oplus_{i=1}^{n}Z[S_{i}]$ は $fi,$
$\ldots,$

$f_{n}$ を対角成分とする対角行列

でかける.
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さて $M$ は道連結で, $Z[\tilde{S}]$ および $Z[\tilde{T}]$ はそれぞれ正則被覆 $\pi$ : $\overline{M}arrow M$ に関

する $Z[S]$ および $Z[T]$ のアセンブリであるとし, $\pi$ の被覆変換群を $\Pi$ とする. 道

$(s, \rho, t)$ は要素 $\tilde{s}\in\overline{S}$ から要素 $t^{\sim}\in\overline{T}$ への道 $(\tilde{s},\tilde{\rho}, t^{\sim})$ に持ち上がる. $\Pi$ の作用だけの

持ち上がり方がある. 従って, 幾何射 $f= \sum_{\lambda}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$ : $Z[S]arrow Z[T]$ はアセン

ブリの間の幾何射 :

$f= \sum\sum m_{\lambda}(g\tilde{s}_{\lambda}, g\tilde{\rho}_{\lambda}, gt_{\lambda}^{\sim})$ : $Z[\tilde{S}]arrow Z[\tilde{T}]$

$\lambda\in$ A $g\in\Pi$

を誘導する. $Z$加群準同型写像 $|f|$ は構成の仕方から $Z[\Pi]$加群準同型写像になって

いる. これを $f$ のアセンブリと呼ぶ. 被覆 $\pi$ : $\overline{M}arrow M$ を固定するとき, アセンブリ

は $M$ 上の (有限生成) 幾何加群と幾何射のっくるカテゴリーから (有限生成) 自

由 $Z[\Pi]$加群と準同型写像のつくるカテゴリーへの関手となる.

$Z[\tilde{S}]$ から $Z[\tilde{T}]$ への任意の $Z[\Pi]$加群準同型写像は $Z[S]$ から $Z[T]$ へのある幾

何射のアセンブリとして実現することができる. さて $(s, \rho, t)$ を幾何射 $f$ の中の道

とする. 道 $\rho$ を両端を固定したまま (道の定義区間を連続的に変えながら) $M$ の

中のホモ トピーで変形して, 道 $(s, \rho’, t)$ を得たとする. このようなホモ トピーは $\overline{M}$

における両端を固定した道のホモ トピーに持ち上がるので, $f$ の中の道 $(s, \rho, t)$ を

$(s, \rho’, t)$ に取り替えても, 誘導するアセンブリは変わらない. 従って次のような定義

をすると都合がよい. 道 $(s, \rho, t)$ のホモトピーとは道 $\rho$ の両端を固定し, 定義区間を

連続的に変えるホモ トピーのこととする. 端点 $s$ および $t$ は変えない. 幾何射のホ

モトピーとは次のふたっの操作の有限回の列のことをいう:

1. 道のホモ トピー,

2. 同類項 $m(s, \rho, t),$ $n(s, \rho, t)$ をまとめて $(m+n)(s, \rho, t)$ にする操作, およびその

逆操作.

例えば, 道 $(s, \rho, t)$ が $(s, \rho’, t)$ にホモ トピックならば, 幾何射 $(s, \rho, t)-(s, \rho’, t)$ は零
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幾何射にホモ トピッ クである:

$(s, \rho, t)-(s, \rho’, t)\sim\dagger*\# 1(s, \rho, t)-(s, \rho, t)^{t*(}\sim^{\mathfrak{k}2}0(s, \rho, t)=0$ .

互いにホモ トピックな幾何射のアセンブリは等しい.

$\varphi$ : $Marrow N$ を連続写像とする. $M$ 上の幾何加群 $A=Z[S]$に対し, その順像 $\varphi_{\#}A$

を, $N$ 上の幾何加群 $Z[\varphi S:|S|arrow Marrow N]$ で定める. $S$ (グラフ) の元 $s=(|s|)[s])$

に対し, $\varphi S$ (グラフ) の元 $(|s|, \varphi[s])$ を $\varphi s$ と記す. $f= \sum m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$ : $Aarrow B$ が

$M$ 上の幾何加群 $A,$ $B$ の間の幾何射であるとき, 幾何射

$\sum m_{\lambda}(\varphi s_{\lambda}, \varphi\rho_{\lambda} : [0, \tau_{\lambda}]arrow^{\rho_{\lambda}}Marrow\varphi N, \varphi t_{\lambda})$

を $\varphi_{\#}f$ : $\varphi_{\#}Aarrow\varphi_{\#}B$ と記す. もし $f\sim g$ ならば $\varphi\#^{f\sim\varphi\# g}$ である.

2. 鎖複体.

この節では幾何加群のカテゴリー (より正確には幾何加群と幾何射のホモ ト

ピー類のっくるカテゴリー) における「鎖複体」を導入する.

定義. $M$ 上の幾何加群の間の幾何射の列 :

$\{C, d\}$ :. . . $arrow C_{r+1}arrow C_{r}d_{r+1}arrow^{d_{r}}C_{r-1}arrow\ldots$

が $d_{r}d_{r+1}\sim 0$ をみたすとき, $M$ 上の鎖複体という.

この定義において等式のかわりにホモ トピー $d^{2}\sim 0$ が使われていることに注

意してほしい. これは, CW複体からつくられる鎖複体がホモ トピー $d^{2}\sim 0$ しか満

たさないためである. 詳しいことは [16] を参照してほしい. われわれはさらに一般

の「射影加群の鎖複体」を必要とする. まず「射影加群」を導入しよう.
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定義. $M$ 上の幾何加群 $A$ から自分自身への幾何射 $P$ : $Aarrow A$ が$p^{2}\sim p$ をみたす

とき, $p$ は射影であるという. $M$ 上の幾何加群 $A$ と射影 $p$ : $Aarrow A$ の対 $(A, p)$ を

$M$ 上の射影加群という. $(A, p)$ が有限生成 $(f.g.)$ とは $A$ が有限生成であることをい

う. 二っの射影加群の間の射 $f$ : $(A, p)arrow(B, q)$ とは幾何射 $f$ : $Aarrow B$ で $qf\sim f$

および $fp\sim f$ をみたすもののことをいう. 射影加群 $(A_{i}, p_{i})$ の直和 $\oplus_{i}(A_{i}, p_{i})$ は

$(\oplus_{\mathfrak{i}}A_{i}, \oplus_{i}p_{i})$ で定める.

もし $(A, p)$ が $M$ 上の射影加群であるならば, 幾何射 $P$ : $Aarrow A$ は $(A, p)$ から

自分自身への射となる. この射 $p$ は (up to homotopy での)「恒等」射である. $M$

上の射影加群と射のホモ トピー類はカテゴリーをっくる. 射 $f$ : $(A, p)arrow(B, q)$ が

同型射であるとは, 射 $g$ : $(B, q)arrow(A, p)$ で $gf\sim p,$ $fg\sim q$ をみたすものが存在す

ることをいう; このとき $g$ を $f$ の逆射という.

$(A, 1)$ という形の射影加群は幾何加群 $A$ と同一視され, 自由加群と呼ばれる. 自

由加群 $(A, 1),$ $(B, 1)$ の間の射の全体と $A,$ $B$ の間の幾何射の全体は一致する.

定義. $M$ 上の射影加群の間の射の列

$d_{r+1}$ $d_{r}$

$\{(C, p), d\}$ :. . . $arrow(C_{r+1}, p_{r+1})arrow(C_{r}, p_{r})arrow(C_{r-1}, p_{r-1})arrow\ldots$

は, $d_{r}d_{r+1}\sim 0$ をみたすとき, $M$ 上の射影鎖複体とよばれる. 本稿においてはしばし

ば「境界射」 $d$ を省略して, 単に $(C, p)$ と書くことも多い. 射影鎖複体 $(C, p)$ が $n$

次元であるとは $C_{r}=0$ $(r<0 r>n)$ が成り立っていることをいう. すべての $p_{r}$

が 1であるとき, 自由鎖複体とよび, 上で導入した幾何加群の鎖複体

$C$ :. . . $arrow C_{r+1}arrow C_{r}arrow C_{r-1}arrow\ldots$

と同一視する. 二っの射影鎖複体 $(C, p),$ $(D, q)$ の直和は次のように定める :

$(C, p)\oplus(D, q)$ :. . . $arrow(C_{r}, p_{r})\oplus(D_{r}, q_{r})arrow(C_{r-1}, p_{r-1})\oplus(D_{r-1}, q_{r-1})d_{C}\oplus d_{D}arrow\cdots$
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射影鎖複体 $(C, p)$ が有限生成 $(f.g.)$ とは各 $(C_{r}, p_{r})$ が有限生成であることをいう.

さらに鎖複体に関する各種の概念が, 通常の場合と全く同様にして定められる:

定義. (1) 射影鎖複体の間の鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ とは射 $f_{r}$ : $(C_{r}, p_{r})arrow(D_{r}, q_{r})$

たちの列 $f=\{f_{f}\}$ で $d_{r}f_{r}\sim f_{r-1}d_{f}$ をみたすもののことをいう.

(2) 鎖写像 $f,$ $g$ : $(C, p)arrow(D, q)$ の間の鎖ホモトピー $h$ : $f\simeq g$ とは $d_{r+1}h_{r}+h_{r-1}d_{r}\sim$

$g_{f}-f_{f}$ をみたす射 $h_{r}\cdot$ : $(C_{f}, p_{r})arrow(D_{f}+1, q_{r+1})$ の列 $h=\{h_{r}\}$ のことをいう.

(3) 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ が鎖同値写像であるとは, $gf\simeq p$ および $fg\simeq q$ をみ

たす鎖写像 $g$ : $(D, q)arrow(C, p)$ (鎖ホモトピー逆) が存在することをいう.

(4) 二っの射影鎖複体 $(C, p),$ $(D, q)$ が鎖同値である $((C, p)\simeq(D, q))$ とは, それら

の間に鎖同値写像が存在することをいう.

(5) 射影鎖複体 $(C, p)$ が可縮であるとは, 零鎖複体と鎖同値のことをいう. このと

き, その鎖ホモ トピー $h$ : $0\simeq p$ : $(C, p)arrow(C, p)$ を鎖縮射とよぶ.

(6) 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ が同型写像 $(f : (C, p)\cong(D, q))$ とは, $gf\sim p,$ $fg\sim q$

をみたす鎖写像 $g$ : $(D, q)arrow$ ( $C$ , p)(逆写像) が存在することをいう. このとき各 $f_{r}$

は射影加群の間の同型射を与える.

(7) 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ の写像錐 $C(f)$ とは

$d_{C(f)}=$ $(\begin{array}{ll}d_{D} (-)^{r-l}f0 d_{C}\end{array})$ : $C(f)_{r}=(D_{f}, q_{r})\oplus(C_{r-1}, p_{r-1})$

$arrow C(f)_{r-1}=(D_{r-1}, q_{r-1})\oplus(C_{r-2}, p_{r-2})$

で定められる射影鎖複体のことをいう. (鎖写像 $f$ が鎖同値写像であるためには,

$C(f)$ が可縮であることが必要十分である. 2.4を参照のこと.)

いよいよ「幾何的制御」の概念を導入する. 距離空間 $X$ への連続写像 $px$ :

$Marrow X$ を制御写像とよぶ. $M$ が特定な制御写像 $p_{X}$ を与えられているとき, $X$ 上の
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幾何加群 $Z[S]$ は $PX$ 上の幾何加群であるという. $W$ は $X$ の部分集合とする. $\epsilon\geq 0$

に対し, $X$ における $W$ の閉 $\epsilon$近傍を $W^{\epsilon}$ と書く. 明らかに $(W^{\epsilon})^{\delta}\subset W^{\epsilon+\delta}$ が成り立

つ. さらに, $\epsilon>0$ に対して $W^{-\epsilon}$ は集合 $\{x\in W|d(x, X-W)\geq\epsilon\}\subset W$ を表すも

のとする.

制御写像 $px$ が与えられたとき, 幾何射やそのホモ トピーの「半径」を次のよ

うに定める. 幾何射 $f$ の中で非零係数を持つ任意の道 $(s, \rho : [0, \tau], t)$ に対し, その

$M$ における像が $p_{X}^{-1}(\{p_{X}\rho(0)\}^{\epsilon}\cap\{p_{X}\rho(t_{\rho})\}^{\epsilon})$ に含まれるとき, $f$ は半径 $\epsilon$ を持つと

いう. 半径 $\epsilon$ の幾何射たち $f,$ $g$ の間ののホモ トピーに対し,

1. 操作 $1$ において, 各道 $(s, \rho, t)$ のホモ トピーの像が $p_{X^{1}}^{-}(\{px\rho(0)\}^{\epsilon}\cap\{px\rho(t_{p})\}^{\epsilon})$

に含まれ,

2. 操作 2において, 同類項をまとめる (または同類項にわける) 道 $(s, \rho, t)$ の像

が $p_{X}^{-1}(\{p_{X}\rho(0)\}^{\epsilon}\cap\{px\rho(t_{\rho})\}^{\epsilon})$ に含まれるとき, そのホモ トピーは半径 $\epsilon$ を持つ

といい, $f\sim_{\epsilon}g$ とかく.

命題 21.

(1) $f\sim_{\epsilon}f’$ かっ $f’\sim\delta f’’$ ならば $f\sim_{\max\{\epsilon,\delta\}}f’’$ である.

(2) $f\sim_{\epsilon}f’$ かつ $g\sim\delta g’$ ならば任意の $m,$ $n\in Z$ (こ対し $mf+ng\sim_{\max\{\epsilon,\delta\}}mf’+ng’$

である.

(3) 幾何射 $f$ が半径 $\delta$ を持ち, 幾何射 $g$ が半径 $\epsilon$ を持つならば, その合成 $g$ は半径 $\delta+\epsilon$

を持つ.

(4) $f\sim_{\epsilon}f’$ かつ $g\sim\delta g’$ ならば $gf\sim_{\epsilon+\delta g’f’}$ である.

証明 : 定義より明らか 口

$px$ : $Marrow X$ を $M$ の制御写像とする. 次の定義では幾何加群はすべて $px$ 上

にあるとする.
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定義. 射影 $p$ : $Aarrow A$ が $p^{2}\sim_{\epsilon}p$ をみたすとき, $P$ は $\epsilon$ 射影であるという. $p$ が $\epsilon$ 射

影であるとき, 射影加群 $(A, p)$ は $\epsilon$ 射影加群であるという. 射 $f$ : $(A, p)arrow(B, q)$

が $\epsilon$射であるとは, $f$ が半径 $\epsilon$ を持ち, さらに $qf\sim_{\epsilon}f,$ $fp\sim_{\epsilon}f$ をみたすことをい

う. $\epsilon$ 射 $f$ : $(A, p)arrow(B, q)$ が $\epsilon$ 同型射であるとは, $gf\sim 2\epsilon p,$ $fg\sim 2\epsilon q$ をみたす $\epsilon$ 射

$g$ : $(B, q)arrow(A, p)$ が存在することをいう.

上の $\epsilon$ 射や $\epsilon$ 同型射の定義は, 定義域・値域の射影加群の半径に無関係であ

ることに注意せよ. また, 上の定義で用いられる $\epsilon$ の係数は不統一であるように

見える. 実際この定義には恣意性がある. このような係数が選ばれたわけを簡単

に説明する. まず第一に, $p$ : $Aarrow A$ が $\epsilon$ 射影であれば $p$ : $(A, p)arrow(A, p)$ は $\epsilon$ 射で

あることが望ま しい. 次に, 半径は射や同型射の合成に関し良い振る舞いをして

ほしい. (下の命題を見よ. ) $\epsilon$ 射影の定義における要求を例えば $p^{2}\sim 2\epsilon P$ に変え

ると, 上の条件を満足させるためには $\epsilon$ 同型射の定義において $gf\sim 3\epsilon p$
)

$fg\sim 3\epsilon q$

を要求せざるを得なくなる. これはあまり望ま しい定義とは思われない. ともか

く, いろいろ考えられる定義の中で最も使いやすいと思われる ものを選んだっ

もりである. あまり重要なことではないので, これで認めてほしい.

命題 2.2. $\delta$ 射 (resp. 同型射) $f$ : $(A, p)arrow(B, q)$ と $\epsilon$ 射 (resp. 同型射) $g$ : $(B, q)arrow(C, r)$

の合成 $gf$ : $(A, p)arrow(C, r)$ は $\delta+\epsilon$ 射 (resp. 同型射)である.

証明 : 明らかに $gf$ は半径 $\delta+\epsilon$ を持つ. また,

$r(gf)=(rg)f\sim\delta+\epsilon gf$, $(gf)p=g(fp)\sim s+\epsilon gf$ .

であるから $gf$ は $\delta+\epsilon$ 射である. さらに $f$ が $\delta$ 同型射で $f^{-1}$ がその逆, また $g$ が

$\epsilon$ 同型射で $g^{-1}$ がその逆とすると,

$(f^{-1}g^{-1})(gf)\sim 2\delta+2\epsilon f^{-1}qf\sim 2\delta f^{-1}f\sim 2\delta p)$
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また同様に $(gf)(f^{-1}g^{-1})\sim 2\delta+2\epsilon r$ となり, $gf$ が $\delta+\epsilon$ 同型射であることがわかる.

口

定義. $M$ 上の射影鎖複体 $(C, p)$ が次の 3条件をみたすとき, $px$ 上の $\epsilon$ 射影鎖複体

であるという:

1. 各 $(C_{f}, p_{r})$ は $\epsilon$ 射影加群,

2. 各 $d_{r}$ : $(C_{r}, p_{f})arrow(C_{r-1}, p_{r-1})$ は $\epsilon$ 射,

3. 各 $r$ に対し $d_{r}d_{r+\perp}\sim 2\epsilon 0$ .

自由な $\epsilon$ 射影鎖複体は自由 $\epsilon$ 鎖複体とよぶ.

定義. (1) A 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ が $\epsilon$ 鎖写像であるとは, 各 $f_{f}$ : $(C_{r}, p_{r})arrow$

$(D_{r}, q_{f})$ が $\epsilon$ 射であり, さらに $d_{r}f_{r}\sim_{\epsilon}f_{r-1}d_{r}$ が成り立っことをいう.

(2) 鎖写像 $f,$ $g$ : $(C, p)arrow(D, q)$ の間の鎖ホモ トピー $h$ : $f\simeq g$ が $\epsilon$ 鎖ホモトピーで

ある $(h : f\simeq\epsilon g)$ とは, 各餌が $\epsilon$ 射であり, さらに $d_{r+1}h_{f}+h_{r-1}d_{r}\sim 2\epsilon g_{r}-f_{r}$ が

成り立っことをいう.

(3) 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ が $\epsilon$ 鎖同値写像であるとは, $gf\simeq\epsilon p,$ $fg\simeq\epsilon q$ をみた

す $\epsilon$ 鎖写像 $g$ : $(D, q)arrow(C, p)$ ( $\epsilon$ 鎖ホモトピー逆) が存在することをいう.

(4) 二っの射影鎖複体 $(C, p),$ $(D, q)$ が $\epsilon$ 鎖同値である $((C, p)\simeq\epsilon(D, q))$ とは, そ

れらの間に $\epsilon$ 鎖同値写像が存在することをいう.

(5) 射影鎖複体 $(C, p)$ が $\epsilon$ 可縮であるとは, それが零鎖複体に $\epsilon$ 鎖同値であるこ

とをいう. このとき, $\epsilon$ 鎖ホモ トピー $h$ : $0\simeq\epsilon p$ : $(C, p)arrow(C, p)$ を $\epsilon$ 鎖縮射という.

(6) $\epsilon$ 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ が $\epsilon$ 同型写像である $((C, p)\cong_{\epsilon}(D, q))$ とは,

$gf\sim 2\epsilon p$ および $fg\sim 2\epsilon q$ をみたす $\epsilon$ 鎖写像 $g$ : $(D, q)arrow(C, p)(\epsilon$ 逆写像とよばれ

る) が存在することをいう. このとき各 $f_{r}$ は射影加群の間の $\epsilon$ 同型射を与える.

上の定義において, 半径に関する条件が隠されていることに注意せよ. 例え
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ば (1) では仏 $fd$ ともに半径 $\epsilon$ を持たねばならないし, (2) では $dh,$ $hd,$ $g,$ $f$ は半

径 $2\epsilon$ を持たねばならない. また, 射影鎖複体の間の $\epsilon$ 同型写像は必ず $\epsilon$ 鎖同値写

像になっていることにも注意せよ. 次元 $0$ の射影鎖複体においてはその逆も成り

立つ. $\epsilon$ 射影鎖複体 $(C, p)$ の「恒等」鎖写像 $p=\{p_{r}\}$ は $\epsilon$ 同型写像になっている.

命題 23. (1) $\epsilon$ 鎖写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ と $\epsilon’$ 鎖写像$f’$ : $(D, q)arrow(E, r)$ の合成 $f’f$

は $\epsilon+\epsilon’$ 鎖写像である.

(2) $\epsilon$ 同型写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ と $\epsilon’$ 同型写像$f’$ : $(D, q)arrow(E, r)$ の合成 $f’f$ は $\epsilon+\epsilon’$

同型写像である.

(3) $\epsilon$ 鎖同値写像 $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ と $\epsilon’$ 鎖同値写像 $f’$ : $(D, q)arrow(E, r)$ の合成 $f’f$

は $\epsilon+\epsilon’$ 鎖同値写像である.

証明 :(1) と (2) は明らか. (3)を証明しよう: $\epsilon$ 鎖ホモトピー $h$ : $gf\simeq p,$ $k$ : $fg\simeq q$

および $\epsilon’$ 鎖ホモ トピー $h’$ : $g’f’\simeq q,$ $k’$ : $f’g’\simeq r$ が存在するような $f,$ $f’$ の鎖ホモ

トピー逆 $g,$ $g’$ をとる. すると

$d(f’kg’+k’)+(f’kg’+k’)d\sim_{\epsilon+2\epsilon’}f’(dk+kd)g’+(r-f’g’)$

$\sim 2\epsilon+2\epsilon’f’(q-fg)g’+(r-f’g’)\sim 2\epsilon+2\epsilon’f’g’-f’fgg’+r-f’g’$

$\sim 2\epsilon+2\epsilon’r-(f’f)(gg’)$ ,

であり, また同様にして

$d(h+gh’f)+(h+gh’f)d\sim 2\epsilon+2\epsilon’p-(gg’)(f’f)$

が成り立っ. 口

命題 24. $f$ : $(C, p)arrow(D, q)$ を $\epsilon$ 鎖写像とする. 写像錐 $C(f)$ が $\epsilon$ 可縮ならば, $f$ は $2\epsilon$

鎖同値写像である. $f$ が $\epsilon$ 鎖同値写像ならば, $C(f)$ は $3\epsilon$ 可縮である.
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証明 : $\epsilon$ 鎖縮射, $\Gamma$ : $0\simeq\epsilon q\oplus p$ : $C(f)arrow C(f)$ が与えられたとき, $\epsilon$ 射 $g,$ $h,$ $k$ を次式

で定める :

$\Gamma=(\begin{array}{ll}k ?(-)^{r}g h\end{array})$ . $C(f)_{f}=(D_{r}, q_{r})\oplus(C_{r-1}, p_{r-1})$

$arrow C(f)_{r+1}=(D_{r+1}, q_{r+1})\oplus(C_{r}, p_{r})$ .

する と $g$ : $(D, q)arrow(C, p)f$ の鎖ホモトピー逆である. $\epsilon$ 鎖ホモトピーは

$h$ : $gf\simeq\epsilon p$ : $(C, p)arrow(C, p),$ $k$ : $fg\simeq\epsilon q$ : $(D, q)arrow(D, q)$ により与えられる. $g$ の半

径は $\epsilon$であるが, 残念ながら $dg\sim 2\epsilon gd$ しか得られず, $g$ は $2\epsilon$ 鎖写像なので $f$ は

$2\epsilon$ 鎖同値写像でしかない.

次に $f$ が $\epsilon$ 鎖同値写像, $g$ : $(D, q)arrow(C, p)$ がその $\epsilon$ 鎖ホモ トピー逆, そして

$h$ : $gf\simeq_{\epsilon}p$ : $(C, p)$ 一一一\rightarrow (C, $p$ )

$k$ : $fg\simeq_{\epsilon}q$ : $(D, q)$ 一一一\rightarrow (D, q)

が $\epsilon$ 鎖ホモ トピーであるとする. $C(f)$ の $3\epsilon$ 鎖縮射は次式で与えられる :

$\Gamma=(\begin{array}{ll}k+(fh-kf)g (-)^{r}(fh-kf)h(-)^{r}g h\end{array})$

$C(f)_{f}=(D_{r}, q_{r})\oplus(C_{r-1},p_{r-1})---arrow C(f)_{r+1}=(D_{r+1}, q_{r+1})\oplus(C_{r}, p_{r})$ .

口

3. 射影類.

まず制御のない場合の射影類および finiteness obstruction について復習した

後, 制御のある場合にアナロジーを展開しよう.

環 $A$ と整数 $n\geq 0$ が与えられたとき, $n$次元有限生成射影 $A$加群鎖複体の

Grothendieck群の, 有限生成自由 $A$加群鎖複体のっくる部分群による商を $\tilde{K}_{0}(A, n)$

と書く. $n=0$ のときは有限生成射影 $A$加群のGrothendieck群の有限生成自由 $A$加

群のつくる部分群による商として定義される $A$ の通常の射影類群と同じである:

$\tilde{K}_{0}(A, 0)=\tilde{K}_{0}(A)$ .
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$n$次元有限生成射影 $A$加群鎖複体 $P$ の射影類

$[P]= \sum_{r=0}^{n}(-)^{r}[P_{r}]\in\tilde{K}_{0}(A)$

は鎖ホモトピー不変であり, $[P]=0$ が $P$ が有限な有限生成自由 $A$加群鎖複体に

鎖同値であるための必要十分条件である. 射影類により同型写像が定ま る:

$\tilde{K}_{0}(A, n)$ – $arrow K_{0}(A)$ ; $[P]$ 一一一\rightarrow [P].

finitely dominated な空間 $M$ の普遍被覆空間 $\overline{M}$ の特異鎖複体は有限な有限生成

射影 $Z[\pi_{1}(M)]$加群鎖複体 $C(\overline{M})$ に鎖同値である. 射影類

$[M]=[C(\overline{M})]\in\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(M)])$

が Wall [23] の finiteness obstruction である; $[M]=0$ であることと $M$ が有限な

$CW$ 複体にホモ トピー同値であることは互いに必要十分である.

大切なおしらせ. この節の鎖複体はすべて有限生成とする.

定義. $PX$ 上の二っの射影鎖複体 $(C, p),$ $(C’, p’)$ に対し, $(C, p)\oplus(E, 1)$ と $(C’)p’)\oplus$

$(E’, 1)$ が $\epsilon$ 鎖同値となるような $p_{X}$ 上の $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体 $(E, 1),$ $(E’, 1)$ が存

在するとき, $(C, p)$ と $(C’, p’)$ は $n$安定 $\epsilon$ 鎖同値であるという.

$\epsilon>0$ を固定するとき, $n$安定 $\epsilon$ 鎖同値は同値関係ではない. $(C, p),$ $(C’, p’)$ が $n$

安定 $\epsilon$ 鎖同値で $(C’, p’),$ $(C”, p”)$ がやはり $n$安定 $\epsilon$ 鎖同値ならば, $(C, p)$ と $(C”, p”)$

は $n$安定 $2\epsilon$ 鎖同値でしかない.

定義. $PX$ 上の $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体全体に, $n$安定 $\epsilon$ 鎖同値で生成される同値関係を

入れて得られる同値類 $[C, p]$ 全体の集合を $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ と書く. $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, 0, \epsilon)$

は $0$ を省略して $\tilde{K}_{0}(X, px, \epsilon)$ と書く.
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命題 3.1. 直和により $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ は可換群の構造を持つ. さらに, もし $[C, p]=$

$[C’, p’]\in\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ ならば, $p_{X}$ 上のある $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体 $(E, 1),$ $(F, 1)$ に対し

て $3\epsilon$ 鎖同値写像

$(C, p)\oplus(E, 1)arrow(C’, p’)\oplus(F, 1)$

が存在する. つまり, $(C, p)$ と $(C’, p’)$ は $n$安定 $3\epsilon$ 鎖同値である.

証明 : 逆元の存在を証明する. まず, $(A, p)$ が $\epsilon$ 射影加群であるならば, $(A, 1-p)$

もやはり $\epsilon$ 射影加群であって, 直和 $(A, p)\oplus(A, 1-p)$ は $(A, 1)$ に $\epsilon$ 同型である;

射 $(p, 1-p)$ : $(A, p)\oplus(A, 1-p)arrow(A, 1)$ が $\epsilon$ 同型射を, そして t $(p, 1-p)$ : $(A, 1)arrow$

$(A, p)\oplus(A, 1-p)$ がその $\epsilon$ 逆射を与える. さて $\{(C, p), d_{C}\}$ が $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体

であるとする. $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体:

$0$ $0$

$\{(C, 1-p), 0\}$ :. . . $arrow 0arrow(C_{n}, 1-p_{n})arrow\ldotsarrow(C_{0},1-p_{0})arrow 0$

との直和 $\{(C, p), d_{C}\}\oplus\{(C, 1-p))0\}$ は自由 $\epsilon$ 鎖複体:

$\{(C, 1), d_{C}\}$ :. . . $arrow 0arrow(C_{n}, 1)arrow^{d_{C}}$ . . . $arrow^{d_{C}}(C_{0},1)arrow 0$

と $\epsilon$ 同型である. 従って $[(C, 1-p), 0]$ が $[(C, p), d_{C}]$ の逆元を与える.

次に $[(C, p), d]=[(C’, p’), d’]$ と仮定しよう. ここで Chapman [6, (3.5)] の逆

元キャンセルの トリックを用いる. (Chapman は制御ホワイトヘッ ド群に関する

同様な命題の証明にこの方法を用いた. ) 定義により, $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体の列

$\{(C, p), d\}=\{(C^{(1)}, p^{(1)}), d\},$
)

$\{(C^{(m)}, p^{(m)}))d\}=\{(C’, p’), d’\}$ と $px$ 上の $n$次元

自由 $\epsilon$ 鎖複体の列 $\{(E^{(k)}, 1), d\},$ $\{(F^{(k)}, 1), d\}$ で

$\{(C^{(k)}, p^{(k)}), d\}\oplus\{(E^{(k)}, 1), d\}\simeq_{\epsilon}\{(C^{(k+1)}, p^{(k+1)}), d\}\oplus\{(F^{(k)}, 1), d\}$
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をみたすものが存在する. 次の合成が求める $3\epsilon$ 鎖同値写像を与える:

$\{(C, p), d\}\oplus\sum_{k=1}^{m-1}\{(E^{(k)}, 1), d\}\oplus\sum_{k=1}^{m}\{(C^{(k)}, 1), d\}$

$\cong_{\epsilon}\{(C, p), d\}\oplus\sum_{k=1}^{m-1}\{(E^{(k)}, 1), d\}\oplus\sum_{k=1}^{m}(\{(C^{(k)}, 1-p^{(k)}), 0\}\oplus\{(C^{(k)}, p^{(k)}), d\})$

$= \{(C, p), d\}\oplus\{(C^{(1)}, 1-p^{(1)}), 0\}\oplus\sum_{k=1}^{m-1}(\{(C^{(k)}, p^{(k)}), d\}\oplus\{(E^{(k)}, 1), d\})$

‘

$\oplus\sum_{k=2}^{m}\{(C^{(k)}, 1-p^{(k)}), 0\}\oplus\{(C^{(m)}, p^{(m)}), d\}$

$\simeq_{\epsilon}\{(C,p), d\}\oplus\{(C^{(1)}, 1-p^{(1)}), 0\}\oplus\sum_{k=1}^{m-1}(\{(C^{(k+1)},p^{(k+1)}), d\}\oplus\{(F^{(k)}, 1), d\})$

$\oplus\sum_{k=2}^{m})$

$= \sum_{k=1}^{m}(\{(C^{(k)}, p^{(k)}), d\}\oplus\{(C^{(k)}, 1-p^{(k)}), 0\}))$

$\cong_{\epsilon}\{(C’, p’), d’\}\oplus\sum_{k=1}^{m}\{(C^{(k)}, 1), d\}\oplus\sum_{k=1}^{m-1}\{(F^{(k)}, 1), d\}$ . $\square$

注意. 加法に関する逆元の構成方法により, 同値類 $[C, p]\in\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ は射影

加群 $(C_{i}, p_{i})$ たちのみにより, 境界射にはよらないことがわかる.

次に, 制御 $\tilde{K}_{0}$群の間の準同型写像を引き起こす「写像」にっいて述べる.

$PX$ : $Marrow X,$ $PX’$ : $M’arrow X’$ を制御写像とする. $px$ から $p_{X’}$ の写像とは,

$px’\varphi=\overline{\varphi}px$ をみたす連続写像 $\varphi$ : $Marrow M’,\overline{\varphi}$ : $Xarrow X’$ の組 $(\varphi,\overline{\varphi})$ のことをい

う. 誤解の恐れがない限り, $\overline{\varphi}$ は省略して単に $\varphi$ と書く. $\delta,$ $\epsilon$ を正の数, $n$ を正の

整数とする. $\overline{\varphi}$ に関する次の条件を考える:

$C(\delta, \epsilon, n)$ : もし $d(x, y)\leq n\delta$ ならば, $d(\overline{\varphi}(x),\overline{\varphi}(y))\leq n\epsilon$, $(x, y\in X)$ .

さて $\overline{\varphi}$ が条件 $C(\delta, \epsilon, 1)$ および $C(\delta, \epsilon, 2)$ をみたすと仮定し, $\varphi\#$ を鎖複体に適用す

る: もし $(C, p)$ が $PX$ 上の $\delta$ 射影鎖複体ならば $\varphi\#(C, p)=(\varphi_{\#}C, \varphi\# p)$ は $p_{X’}$ 上の $\epsilon$
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射影鎖複体であり, もし $PX$ 上の二っの $\delta$ 射影鎖複体 $(C, p),$ $(C’, p’)$ が $n$安定 $\delta$ 鎖

同値ならば, $\varphi\#(C, p)$ と $\varphi\#(C’, p’)$ は $n$安定 $\epsilon$ 鎖同値である. 従って $\varphi$ は準同型写

像 $\varphi_{*}$ : $\tilde{K}_{0}(X, px, n, \delta)arrow I^{\sim}\zeta_{0}(X’, p_{X’}, n, \epsilon)$ を誘導する. 等式 $(\varphi 0\psi)_{*}=\varphi_{*}0\psi_{*}$ は

容易に確かめられる. もし $X$ がコ ンパク トならば, 任意の $\epsilon>0$ に対して上の 2

条件をみたす $\delta>0$ が存在する.

$n>0$ を整数とする. $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ と $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, \epsilon)$ の関係を調べる. まず準

同型写像

$\iota$ : $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, \epsilon)$ $—arrow K_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$

が, $0$次元鎖複体を $n$次元鎖複体とみなすことにより得られる. これが実は全射と

なる. (3.3)

命題 32. $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体 (C, $p$ ) は次の条件をみたす $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体 $(D, q)$

に $\epsilon$ 鎖同値である: $r>0$ に対しては $q_{r}=1$ : $D_{r}arrow D_{r}$ で, $r=0$ では (Do, $q_{0}$ ) $=$

$(\oplus_{r:even}(C_{f}, p_{f}))\oplus(\oplus_{r:odd(C_{r},1-p_{f}))}$ .

証明 : $r>0$ では $(D_{r}, q_{r})=\oplus_{\{\geq r}(C;, 1)$ , そして $r=0$ では (Do, $qo$ ) を上のように

定める. 境界射 $d_{D}$ は次式で定める :

$(d_{D})_{r}=$ $(\begin{array}{llllll}d 0 0 0\vdots \cdots 1-p_{r} 0 0 0 \vdots \vdots 0 p_{r+1} 0 0 \vdots \vdots 0 0 1-p_{r+2} 0 \vdots \vdots 0 0 0 p_{r+3} \vdots \vdots| | | | \vdots \vdots\end{array})$ : $(C_{r}, 1)\oplus\cdots\oplus(C_{n}, 1)$

$arrow\{\begin{array}{l}(C_{r-1},1)\oplus(C_{r},1)\oplus\cdots\oplus(C_{n},1),(r>1)(C_{0},p_{0})\oplus(C_{1},1-p_{1})\oplus\cdots\oplus(C_{n},(1-)p_{n}),(r=1)\end{array}$

すると $(D, q)=\{(D_{r}, q_{r}), d_{D}\}$ は $n$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体となる. 次の $\epsilon$ 鎖写像が求め

る $\epsilon$ 鎖同値写像とその $\epsilon$ 鎖ホモトピー逆を与える:
$\tilde{p}_{r}=$ ${}^{t}(p_{r}$ $0$ . . . $0)$ : $(C_{f}, p_{r})arrow(D_{f}, q_{r})$

$\hat{p}_{r}=$ $(p_{r}$ $0$ . . . $0)$ : $(D_{r}, q_{r})arrow(C_{r}, p_{r})$ .
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口

系 3.3. 準同型写像 $\iota$ : $\tilde{K}_{0}(X, px, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(X, px, n, \epsilon)$ は全射である.

証明 : 元 $[C, p]\in\overline{K}_{0}(X, px, n, \epsilon)$ に対して $(D, q)$ を 32のようにとる. すると $(C, p)$

と $0$次元 自由鎖複体

. . . $arrow 0arrow 0arrow(D_{0},1)arrow 0arrow\cdots$

の直和は $0$次元 $\epsilon$ 射影鎖複体

. . . $arrow 0arrow 0arrow(D_{0}, q_{0})arrow 0arrow\cdots$

と $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体

. . . $arrow(D_{2},1)arrow^{d_{D}}(D_{1},1)arrow^{d_{D}}(D_{0},1)arrow 0arrow\cdots$

の直和に $\epsilon$ 鎖同値である. 実際 $\epsilon$ 鎖同値写像は次のように与えられる:

$\tilde{p}_{f}$ : $(C_{r}, p_{r})arrow(D_{f}, 1)$ $(r>0)$ ,

$(\begin{array}{lll}0 q_{0} \tilde{p}_{0} 1- q_{0}\end{array})$ : $(C_{0}, p_{0})\oplus(D_{0},1)arrow(D_{0}, q_{0})\oplus(D_{0},1)$ $(r=0)$ .

口

命題 34. この対応 $(C, p)arrow(D_{0}, q_{0})$ は準同型写像

$\sigma$ : $\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, n, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, 9\epsilon)$

を定める.

証明 : 最初に $(C, p)$ が $0$ に $\epsilon$ 鎖同値である場合を考える. $\Gamma$ を $(C, p)$ の $\epsilon$ 鎖縮射と

せよ. 3 $\epsilon$ 鎖縮射 $\Gamma’$ を次のように定める. $\Gamma’=\Gamma d\Gamma$ . こうすると半径は大きくなっ
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てしまうが, ホモ トピー $(\Gamma’)^{2}\sim 6\epsilon 0$ を得る. (Cf. J. H. C. Whitehead $[25,(6.2)].$ ) こ

れを用いて
$d+\Gamma’$ : $\bigoplus_{r:even}(C_{r}, p_{r})arrow\bigoplus_{r:odd}(C_{r}, p_{r})$

$d+\Gamma’$ . $\bigoplus_{r:odd}(C_{r}, p_{r})arrow\bigoplus_{r:even}(C_{r},p_{r})$

が互いの $3\epsilon$逆射であることを示すことができる. 従って $\oplus_{r:odd}(C_{r}, p_{r})$ と

$\oplus_{r:even}(C_{r}, p_{r})$ は $\tilde{K}_{0}(X,$ $px,$ $3\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の中で同じ元を表し, [Do, $qo$ ] $=0\in\tilde{K}_{0}(X, px, 3\epsilon)$

である.

次に $f$ : $(C, p)arrow(C’, p’)$ が $\epsilon$ 鎖同値写像とする. 2.4により写像錐 $C(f)$ は 3 $\epsilon$

可縮である. 前半の議論により $\sum_{r}(-1)^{r}[C(f)_{r}, p_{r}’\oplus p_{\tau-1}]=0\in\tilde{K}_{0}(X, px, 9\epsilon)$ で

ある. ところでこの元は $\sum_{f}(-1)^{r}[C_{f}’, p_{r}’]-\sum_{r}(-1)^{f}[C_{f}, p_{r}]$ に等しい.

自由 $\epsilon$ 鎖複体との直和は自由加群との直和に対応するので, 命題は証明され

た 口

この二っの準同型写像は「安定的」な逆写像である. っまり次の二っの図式

は可換である:

$\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, \epsilon)\underline{\iota}\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, n, \epsilon)$ $\tilde{K}_{0}(X,px, 9\epsilon)\underline{\sigma}\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$

$\downarrow$ $\Vert$ $\Vert$ $\downarrow$

$\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, 9\epsilon)\overline{\sigma}\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ $\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, 9\epsilon)\overline{\iota}\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, 9\epsilon)$

32の系をもう一っ述べる.

系 3.5. $n>0$ とする. もし $[C, p]=0\in\tilde{K}_{0}(X, px, n, \epsilon)$ ならば (C, $p$ ) は $px$ 上の $n$次元

自由 $30\epsilon$ 鎖複体に $60\epsilon$ 鎖同値である.

証明 : $(D, q)$ を $3.2$ のよ う にとる. 上の命題により [Do, $q_{0}$ ] $=0\in\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, 9\epsilon)$ で

ある. 2.1により自由加群 $(F, 1)$ で, $(D_{0}, q_{0})\oplus(F, 1)$ がある自由加群 $(G, 1)$ に $27\epsilon$
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同型になるものがある. $(C, p)$ は $(D, q)$ と 1次元 自由鎖複体

1. . . $arrow 0arrow(F, 1)arrow(F, 1)arrow 0arrow\cdots$

の直和に $2\epsilon$ 鎖同値である. この和は $28\epsilon$ 自由鎖複体に $55\epsilon$ 同型となる. 口

任意の $\epsilon>0$ に対し,「制御を忘れる」写像がある:

$\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$ $–arrow K_{0}(\{*\}, Marrow\{*\}, n, \epsilon)$ .

右側の群 $\tilde{K}_{0}(\{*\}, Marrow\{*\}, n, \epsilon)$ は $\epsilon$ に依存しない. $M$ が連結かっ局所 1-連結と

仮定する. このとき Quinn [17] は, $M$ の普遍被覆 $\overline{M}$ に関するアセンブリ写像

$Z[S]-\rangle Z[\tilde{S}]$ が, $M$ 上の幾何加群と射のホモ トピー類のっくるカテゴリーから

基底付き自由 $Z[\pi_{1}(M)]$加群のカテゴリーへの自然な同値を与えることを示した.

従って $\tilde{K}_{0}(\{*\}, Marrow\{*\}, n, \epsilon)$ は $\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(M)])$ に同型となり, 上の写像は次のよう

に書き換えることができる:

アセンブリ
$\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(\{*\}, Marrow\{*\}, n, \epsilon)$ $\cong$ $\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(M)])$ .

4. lk $n$ (Torsion).

この節ではまず制御のない場合の「振れ」について簡単に復習し, その後で

制御のある場合のアナロジーを取り扱う.

群 $\pi$ と整数 $n\geq 1$ が与えられたとき, $n$次元の可縮基底付き有限生成自由

$Z[\pi]$加群鎖複体のっくる Grothendieck 群の基本的複体のつくる部分群による商を

$Wh(\pi, n)$ とかく. $n=1$ のときは, これはいわゆる $\Pi$ のホワイトヘッ ド群 (基底

付き有限生成自由 $Z[\pi]$加群の同型写像の Grothendieck 群のある商) を与える:

$Wh(\pi, 1)=Wh(\pi)$ .



23

可縮な基底付き有限生成自由 $Z[\pi]$加群鎖複体 $C$ の振れは任意の鎖縮写像 $\Gamma$ : $0\simeq$

1: $Carrow C$ を用いて

$\tau(C)=\tau(d+\Gamma : C_{odd}arrow C_{even})\in Wh(\pi)$

と定義される. 振れにより次の同型写像が誘導される:

$Wh(\pi, n)arrow Wh(\pi)$ ; $[C]$ $—arrow\tau(C)$ .

有限 CW複体の間のホモ トピー同値写像 $f$ : $Larrow M$ のホワイ トヘッドの擬れ

$\tau(f)=\tau(\tilde{f} : C(\tilde{L})arrow C(\overline{M}))\in Wh(\pi_{1}(M))$

は次の性質を持つ: $f$ が単純である $(\tau(f)=0)$ ことと $f$ が変形 (elementary expansions

と collapse の合成) にホモ トピックであることは互いに必要十分である. これに

関しては Milnor [14] や Cohen [7] を参照せよ.

この節では制御付きのホワイ トヘッ ド群を検討する. これは Quinn [17] によ

り定義されたものである. 本稿では, 相対制御ホワイトヘッ ド群を同時に定義す

る都合上 Quinn のものとはやや異なっているが, 本質的な違いはない.

距離空間 $X$ への制御写像 $PX$ : $Marrow X$ および整数 $n\geq 1$ を固定する. 部分集

合 $Y\subseteq X$ と $\epsilon>0$ が与えられたとき, 相対制御ホワイ トヘッ ド群 $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$

を $Wh(\pi, \rho)$ の制御付きアナロジーとして定義する. \S 5ではこれと \S 3の制御射影

類群 $\tilde{K}_{0}$ とを「安定完全列」を用いて結び付ける.

重要な注意. この節では幾何加群はすべて有限生成とする. これが明示的に使われ

るのは制御ホワイ トヘッ ド群を通常のホワイ トヘッ ド群とアセンブリにより比

較するときのみである. 他の議論は無限生成の場合でも全く同様に成立する. 実

際, \S 7では「局所有限生成」な幾何加群を用いて「局所有限ホワイトヘッ ド群」

を導入する.
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定義. 幾何射 $f$ : $Z[S]arrow Z[S]$ が基本的であるとは, $Z[S]$ が二っの幾何加群 $Z[A]$ ,

$Z[B]$ の直和であり, $f$ がその直和分解に関して

$f=(\begin{array}{ll}1 h0 1\end{array}):Z[A]\oplus Z[B]arrow Z[A]\oplus Z[B]$

の形に書けることをいう. 基本的な幾何射 $f$ は同型射である. 逆射 $f^{-1}=(\begin{array}{ll}1 -h0 1\end{array})$

もやはり基本的である.

同じランクを持つ幾何加群の間の同型射 $f$ : $Z[S]arrow Z[S’]$ が幾何的であると

は, ある全単射 $\varphi$ : $Sarrow S’$ に関して次のことが成り立つことをいう: $f$ の中には

$s’=\varphi(s)$ でないかぎり $s\in S$ から $s’\in S’$ への道はなく, 各 $s\in S$ に対しちょうど

1 つ $s$ から $\varphi(s)$ への係数 $\pm 1$ を持っ道がある. その逆射 $f^{-1}$ は道の向きを逆に

することにより得られる.

基本的な自己同型射および幾何的な同型射の列

$f_{1}$ $f_{2}$ $f_{m}$

$D$ : $Z[S_{1}]arrow Z[S_{2}]arrow\ldotsarrow Z[S_{m+1}]$

を変形という. 任意の部分的合成 $f_{j}f_{j-1}\cdots fi,$ $f_{i}^{-1}f_{i+1}^{-1}\cdots f_{j^{-1}}$ が半径 $\epsilon$ を持つと

き, $D$ は $\epsilon$ 変形であるという. $D$ が $\epsilon$ 変形であるとき, 合成して得られる $\epsilon$ 同型射

$f=f_{m}f_{m-1}\cdots fi$ を \epsilon 単純同型射という. 合成 $f^{-1}=f_{1}^{-1}f_{2}^{-1}\cdots f_{m}^{-1}$ が $f$ の $\epsilon$逆射

を与える. $\epsilon$単純同型射と $\delta$単純同型射の合成は $(\epsilon+\delta)$単純同型射である.

定義. 自由な鎖複体 :

1
. . . $arrow 0arrow 0arrow Aarrow Aarrow 0arrow 0arrow\ldots$

を基本的自明鎖複体という. 自由鎖複体 $T$ が自明であるとは, 有限個の基本的自明鎖

複体の直和になっていることをいう. 自由鎖複体の間の $\epsilon$ 鎖写像 $f=\{f_{r}\}$ : $Carrow D$

は, 各 $f_{f}$ が $\epsilon$単純同型射であり, さらに $f^{-1}=\{f_{r}^{-1}\}$ が $\epsilon$ 鎖写像であるとき \epsilon 単純
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同型写像であるという. このとき $C$ と $D$ は $\epsilon$単純同型であるといい, $C\cong\epsilon,\Sigma D$ と

かく. $\epsilon$単純同型写像 と $\delta$単純同型写像の合成は $(\epsilon+\delta)$単純同型写像である. $n$ を

整数とする. 二っの自由鎖複体 $C,$ $C’$ が $n$ 安定\epsilon同値であるとは, ある $n$次元自明

鎖複体 $T,$ $T’$ に対し, $C\oplus T$ と $C’\oplus T’$ が $\epsilon$単純同型になることをいう.

$W$ を $X$ の部分集合とする. $pw$ : $p_{X}^{-1}(W)arrow W$ は $PX$ を制限して得られる

写像を表すものとする. $PX$ 上の幾何加群 $A=Z[S]$ の $W$ への制限とは $S$ の元

$(|s|)[s])$ で $[s]\in p_{X}^{-1}(W)$ をみたすものにより生成される $PW$ 上の幾何加群のこと

をいう. これを $A(W)$ とかく ; すなわち

$A(W)=Z[S|S^{-1}p_{X}^{-1}(W) : S^{-1}p_{X}^{-1}(W)arrow p_{X}^{-1}(W)]$ .

幾何射 $f= \sum m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$ : $Aarrow B$ の $W$ への制限は次式で定義される:

$f|W= \sum_{[s_{\lambda}]\in p_{X}^{-1}(W)}m_{\lambda}(s_{\lambda}, \rho_{\lambda}, t_{\lambda})$

: $Aarrow B$ .

$f$ が半径 $\epsilon$を持てば $f|W$ は幾何射 $f|W$ : $A(W)arrow B(W^{\epsilon})$ を定める. $fg$ : $Aarrow B$

を二っの幾何射とする. $f|W=g|W$ が成り立っことを $W$ 上で $f$ と $g$ は等しいと

いい,
($f=g$ (over $W$ ) とかく. 同様に $f|W\sim_{\epsilon}g|W$ であることを $W$ 上で $f$ と $g$

はホモトピックであるといい, “
$f\sim_{\epsilon}g$ (over $W$ ) とかく.

基本的自己同型射が与えられているとする :

$f=$ $(\begin{array}{ll}1 h0 1\end{array})$ : $Z[A]\oplus Z[B]arrow Z[A]\oplus Z[B]$ .

$h$ をその制限 $h|(X-W)$ で置き換えると別の幾何射 $f_{[W]}$ を得る. この幾何射は

$X-W$ 上では $f$ と一致し $W$ 上では恒等幾何射と一致する. $f_{[W]}$ を $f$ の $W$ の

外への局所化という. 等式 $(f_{[W]})^{-1}=(f^{-1})_{[W]}$ が成り立っことに注意せよ. 変形

$D=(f1, f_{2)}\ldots, f_{m})$ に対し, その $W$ の外への局所化を $(f_{1}’, f_{2}’, \ldots, f_{m}’)$ で定める. た
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だし $f_{j}$ が基本的自己同型射のときは $f_{i’}=(f_{j})_{[W]}$ であり, $f_{j}$ が幾何的同型射の

ときは $f_{j’}=f_{j}$ とする. 変形の局所化の合成 $f_{m}’$ $f_{1}’$ を単純同型射 $f=f_{m}\cdots f1$

の $W$ の外への局所化といい, $f_{[W]}$ で表す. $f$ が $\epsilon$単純同型射ならば $f_{[W]}$ も $\epsilon$単純同

型射であり, $X-W^{\epsilon}$ 上で $f$ と一致し, $W^{-\epsilon}$ 上では幾何的である.

定義. (1) $f,$ $g$ : $Carrow D$ を $px$ 上の自由鎖複体の間の鎖写像とする. 半径 $\epsilon$ の幾何

射の列 $h=\{h_{r}\}$ が $f$ と $g$ の間の $W$ 上の $\epsilon$ 鎖ホモトピーである, $h$ : $f\simeq wg$ とは,

$dh$ および $hd$ が共に半径 $2\epsilon$ を持ち, さらに $W$ 上で $dh+hd\sim 2\epsilon g-f$ が成り立っ

ことをいう.

(2) $\epsilon$ 鎖写像 $f$ : $Carrow D$ が $\epsilon W$ 上の鎖同値写像であるとは $\epsilon$ 鎖写像 $g$ : $Darrow C$ と

$W$ 上の $\epsilon$ 鎖ホモトピー:$gf\simeq wp,$ $fg\simeq wq$ が存在することをいう.

(3) $W$ 上の $\epsilon$ 鎖ホモトピー $h$ : $0\simeq w1$ : $Carrow C$ を $W$ 上の $\epsilon$ 鎖縮射とよび, このと

き $C$ は $W$ 上 $\epsilon$ 可縮であるという.

(4) $C$ の $W$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射 $\Gamma$ とは, $C$ の $W$ 上の $\epsilon$ 鎖縮射でさらに条件 $:\Gamma_{r+1}\Gamma_{f}\sim 2\epsilon 0$

( $W$ 上) をみたすもののことをいう. そのような $\Gamma$ が存在するとき, $C$ は $W$ 上

で強 $\epsilon$ 可縮という. 特に $W=X$ のときは, 単に強 $\epsilon$ 可縮という. (注意 : $\Gamma$ が $W$ 上

の $\epsilon$ 鎖縮射ならば, $\Gamma’=\Gamma d\Gamma$ は $W^{-3\epsilon}$ 上の強 3 $\epsilon$ 鎖縮射である. これはすでに 3.4

の証明の中で用いられた. )

自由鎖複体 $C,$ $C’$ が $(n, W)$安定 $\epsilon$ 同値であるとは, $p_{X-W}$ 上の $n$次元 自由 $\epsilon$

鎖複体 $D,$ $D’$ で $C\oplus D$ と $C’\oplus D’$ が $n$安定 $\epsilon$ 同値になるものが存在することを

いう. これを $C_{\epsilon}^{\underline{n,}W}C’$ と記す. 例えば $(n, X)$安定 $\epsilon$ 同値と $n$安定 $\epsilon$ 同値は同じこ

とである. $C_{\epsilon}^{\underline{n,}W}C’$ かっ $C^{\prime^{\underline{m}_{\delta}V}}C’’$ ならば $C \max\{\underline{n,m}\},W\cap V\max\{\epsilon,\delta\}C’’$ である.

定義. $Y$ を $X$ の部分集合とする. $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$ を $X-Y$ 上で強 $\epsilon$ 可縮な $n$次元

自由 $\epsilon$ 鎖複体全体にある同値関係をいれたものとする. その同値関係は $(n, X-Y^{20\epsilon})$
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安定 $40\epsilon$同値により生成されたものを用いる. 特に $Y$ 空集合の場合は $Y$ を表記からは

ずす. また $n=1$ の場合も $n$ を省略する. 例: $Wh(X, px, n, \epsilon)=Wh(X, \emptyset, px, n, \epsilon)$ ,

$Wh(X, Y, px, \epsilon)=Wh(X, Y, px, 1, \epsilon)$ , 等々.

$M$ が連結かっ局所 1連結のとき「制御を忘れる」アセンブリ写像がある:

$Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(\pi_{1}(M))$ .

適当な $\epsilon$ と $\delta$ に対し, $\delta$ホモ トピー同値写像 $f$ : $Larrow M$ は $\epsilon$制御振れ $\tau(f)$ 欧

$Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)$ を持ち, これは制御を忘れると普通のホワイ トヘッ ドの振れ

$\tau(f)\in Wh(\pi_{1}(M))$ にアセンブルする. $-$ 詳しくは \S 9を参照されたい.

命題 41. 直和により $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$ は可換群の構造を持っ. また, $[C]=[C’]\in$

$Wh(X, Y)p_{X)}n,$ $\epsilon$ ) ならば $C$ と $C’$ は ( $n,$ $X-Y^{20}$り安定 $86\epsilon$ 同値である.

逆元の存在を示さねばならない. $\dim C<n$ の場合は, 次のテクニカルな補

題により $C$ の懸垂 $\Sigma C$ (さらに一般に $C$ と $X-Y$ 上で「同じ」 ものの懸垂なら

なんでもよい) が $[C]$ の逆元を与えることがわかる.

補題 4.2. $C=\{C_{f}, d_{r}\}$ (resp. $C’=\{C_{r}’,$ $d_{r}’$ }) は $p_{X}$ 上の次元 $m$ (resp. $m’$ )の自由 $\epsilon$

(resp. $\epsilon’$ ) 鎖複体とする. $Y$ は $X$ の部分集合とし次のことを仮定する.

1. $C$ は $X-Y^{\epsilon}$ 上の $\epsilon$ 鎖縮射\Gamma を持つ

2. $C_{r}(X-Y)=C_{r}’(X-Y)$ (すべての r)

3. $d_{r}|X-Y^{\epsilon}=d_{f}’|X-Y^{\epsilon}$ : $C_{f}(X-Y^{\epsilon})arrow C_{r-1}(X-Y)$ (すべての $r$ ).

$\gamma=\max\{\epsilon, \epsilon’\},$ $n= \max\{m+1, m’\}$ とおく. このとき $C’\oplus\Sigma C$ から $p_{Y^{11\epsilon+2\gamma}}$ 上の $n$次

元自由 $4\epsilon+\gamma$ 鎖複体と $p_{X}$ 上の $n$次元自明鎖複体の直和への $(6\epsilon+\gamma)$単純同型射が存在

する. 従って $C’\oplus\Sigma C$ は $0$ に $(n, X-Y^{11\epsilon+2\gamma})$安定 $6\epsilon+\gamma$ 同値である.
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証明 : $\epsilon$ 射 $\hat{d}_{f}$ : $C_{r}’arrow C_{r-1},\hat{\Gamma}_{f}$ : $C_{r}arrow C_{r+1}’$ を次式で定める:

$\hat{d}_{r}=\{\begin{array}{l}d_{r}0\end{array}$ $overY^{\epsilon}overX-Y^{\epsilon}$

$\wedge\Gamma_{f}=\{\begin{array}{l}\Gamma_{r}overX-Y^{\epsilon}0overY^{\epsilon}\end{array}$

次のように 2 $\epsilon$単純同型射およびその逆を定義する :

$f_{r}=$ $(\begin{array}{ll}(-)^{r}1 00 1\end{array})(\begin{array}{llll} 1 0(-) -1\hat{d} 1\end{array})(\begin{array}{ll}1 (-)^{r}\hat{\Gamma}0 1\end{array})$ $=$ $(\begin{array}{llll}(-)^{r}1 \wedge\Gamma (-)^{r-1}\hat{d} -\hat{d} \wedge\Gamma +1\end{array})$

: $(C’\oplus\Sigma C)_{r}=C_{r}’\oplus C_{r-1}arrow C_{r}’\oplus C_{r-1}$ ,

$f_{r}^{-1}=(\begin{array}{ll}1 (-)^{r+1}\Gamma\wedge 0 1\end{array})(\begin{array}{ll}1 0(-)^{r}\hat{d} 1\end{array})(\begin{array}{ll}(-)^{r}1 00 1\end{array})=(\begin{array}{lll}(-)^{r}(1- \wedge\Gamma\hat{d}) (-)^{r+1}\Gamma\wedge\hat{d} 1\end{array})$

: $C_{f}’\oplus C_{r-1}$ -一一\rightarrow $(C’\oplus\Sigma C)_{f}=C_{f}’\oplus C_{r-1}$ .
新しい鎖複体 $\overline{C}=\{\overline{C}_{r},\overline{d}_{r}\}$ を

$\overline{C}_{r}=C_{r}’\oplus C_{r-1}$ ,

$\overline{d}_{r}=f_{r-1}(d_{r}’\oplus d_{r-1})f_{f}^{-1}=(\begin{array}{ll}-d’+(d’\Gamma+\Gamma d)\hat{d} d’\hat{\Gamma}+\hat{\Gamma}d\hat{d}d’+d\hat{d}-\hat{d}(d’\hat{\Gamma}+\hat{\Gamma}d)\hat{d} d-\hat{d}(d’\hat{\Gamma}+\hat{\Gamma}d)\end{array})\wedge$

と定める. すると, $\overline{d}_{r}\overline{d}_{r+1}\sim s_{\epsilon+2\gamma}0,\overline{d}_{f}f_{f}\sim 6\epsilon+\gamma f_{r-1}(d_{r}’\oplus d_{r-1})$ となる. $X-Y^{2\epsilon}$ 上

で $d’\hat{\Gamma}+\Gamma d\sim\wedge 2\epsilon 1$ が成立 しているので

$\overline{d}_{r}\sim 4\epsilon(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})$ over $X-Y^{3\epsilon}$

となる. $\overline{d}_{r}$ を $X-Y^{3\epsilon}$ 上のみで $3\epsilon+\gamma$ ホモ トピーにより変えて $4\epsilon+\gamma$ 鎖複体

$\overline{C}=\{\overline{C}_{r},\tilde{d}_{f}\}$ をっくる:

$\tilde{d}_{r}=\{_{\overline{d}_{r}}(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})$

$overX_{3\epsilon}-.Y^{3\epsilon}overY$

$f=\{f_{r}\}$ は $C’\oplus\Sigma C$ から $\tilde{C}$ への $6\epsilon+\gamma$単純同型射となる. $\tilde{C}$ はその 2通りの制限:

’

$\tilde{C}(Y^{11\epsilon+2\gamma})=\{C_{r}(Y^{11\epsilon+2\gamma}), d_{f}|Y^{11\epsilon+2\gamma}\}$ ,

$\tilde{C}(X-Y^{11\epsilon+2\gamma})=\{C_{r}(X-Y^{11\epsilon+2\gamma}), d_{r}|X-Y^{11\epsilon+2\gamma}\}$

の直和である. $\overline{C}(X-Y^{11\epsilon+2\gamma})$ は自明であり, $\tilde{C}(Y^{11\epsilon+2\gamma})$ は $p_{Y^{11\epsilon+2\gamma}}$ 上の自由

$4\epsilon+\gamma$ 鎖複体である 口
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$n>1$ の時の $n$次元の逆元を得るには次の折りたたみ論法を用いる. 山崎 [26]

では下からの折り返しが用いられた.

補題 4.3. $Y$ を $X$ の部分集合とし, $C$ は $p_{X}$ 上の $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体 $(n>1)$ で$X-Y$

上の強 $\epsilon$ 鎖縮射 $\Gamma$ を持つとする. このとき $C$ は $(n-1)$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体:

$(\begin{array}{l}d\Gamma\end{array})$

$(d0)$
$\{\hat{C},\hat{d}\}$ : . . . $arrow 0arrow C_{n-1}$ –

$arrow C_{n-2}\oplus C_{n}arrow C_{n-3}arrow d$ . . . $arrow dC_{0}arrow 0$

に $(n, X-Y^{17\epsilon})$安定 $16\epsilon$ 同値である. $\{\hat{C},\hat{d}\}$ は $X-Y$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射を持つ.

証明 : $i,$ $j$ を $C_{n}(Y),$ $C_{n}(X-Y)$ の $C_{n}$ の中への包含写像と し, $r,$ $q$ を $C_{n}$ の $C_{n}(Y)$ ,

$C_{n}(X-Y)$ の上への射影とする. 仮定によりホモトピー: $\Gamma dj\sim 2\epsilon j$ : $C_{n}(X-Y)arrow C_{n}$

が存在する. 次の $3\epsilon$ 鎖複体 $C’$ を考える:

$(_{q^{d}\Gamma})$

$(d0)$$\Delta$ $d$ $d$

. . . $arrow 0arrow C_{n}(Y)arrow C_{n-1}arrow C_{n-2}\oplus C_{n}(X-Y)arrow C_{n-3}arrow\ldotsarrow C_{0}arrow 0$ .

ただし $\Delta=d_{n}i-d_{n}jq\Gamma d_{n}i$ とする.

すると次の図式が $C$ と $C’$ の間の $n$安定 $4\epsilon$ 同値を与える:

$0arrow C_{n}arrow^{d}C_{n-1}C_{n-2}\underline{d}arrow^{d}C_{n-3}arrow\ldots$

$f_{n}\downarrow$

$C_{n}(X^{\oplus}-Y)C_{n}(X^{\oplus}f_{n-1}\downarrow f_{n-2}\downarrow^{-Y)}\underline{1}$
$\Vert$

$0-C_{n}(Y)$ $C_{r\iota-1}$ $C_{n-2}\oplus C_{n}(X-Y)arrow C_{n-3}arrow\ldots$

$\oplus$ $\oplus$

$C_{n}(X-Y)arrow 1C_{n}(X-Y)$
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ただし

$f_{n}=$ $(\begin{array}{ll}1 0q\Gamma di 1\end{array})$ : $C_{n}=C_{n}(Y)\oplus C_{n}(X-Y)arrow C_{n}(Y)\oplus C_{n}(X-Y)$

$f_{n-1}=$ $(\begin{array}{ll}1 -dj0 1\end{array})(\begin{array}{ll}1 0q\Gamma 1\end{array})$ : $C_{n-1}\oplus C_{n}(X-Y)arrow C_{n-1}\oplus C_{n}(X-Y)$

$f_{n-2}=$ $(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})$ : $C_{n-2}\oplus C_{n}(X-Y)arrow C_{n-2}\oplus C_{n}(X-Y)$ .

次のことに注意せよ :

1. $\hat{C}$ は次式で定ま る $X-Y$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射 $\hat{\Gamma}$ を持つ :

$\hat{\Gamma}_{n-2}=$ ( $\Gamma_{n-2}$ d) $\hat{\Gamma}_{n-3}=$
$(\begin{array}{l}\Gamma_{n-3}0\end{array})$ $\hat{\Gamma}_{r}=\Gamma_{r}$ $(r<n-3)$

2. $\hat{C}_{f}(X-Y)=C_{f}’(X-Y)$ (すべての $r$ )

3. $\hat{d}_{r}|X-Y^{\epsilon}=d_{r}’|X-Y^{\epsilon}$ : $C_{r}(X-Y^{\epsilon})arrow C_{r}(X-Y)$ (すべての $r$ )

4.2 により, $C’\oplus\Sigma\hat{C}$ は $0$ に $(n, X-Y^{17\epsilon})$安定 $9\epsilon$ 同値である.

さらに $\hat{C}\oplus\Sigma\hat{C}$ はやはり 4.2により $0$ に $(n, X-Y^{13\epsilon})$安定 $7\epsilon$ 同値である. 従っ

て $C$ と $\hat{C}$ は $(n, X-Y^{17\epsilon})$安定 $16\epsilon$ 同値である:

$C$ $\frac{n,X}{7}-Y^{13\epsilon}C’\oplus\Sigma\hat{C}\oplus\hat{C}\epsilon$ $\frac{n,X}{9}-Y^{17\epsilon}\hat{C}\epsilon$ $\square$

系 4.4. $n>1$ とする. このとき $[\Sigma\hat{C}]$ は $[C]$ の $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$ における逆元を与え

る. 実際 $C\oplus\Sigma\hat{C}$ は $0$ に $(n, X-Y^{17\epsilon})$安定 $23\epsilon$ 同値である.

証明. $C\oplus\Sigma\hat{C}$ $n_{\frac{X-}{1}}Y^{17e_{\hat{C}}}6\epsilon\oplus\Sigma\hat{C}$ $n_{\frac{X-}{7}0}$ . $\square$

$n=1$ の場合の逆元の存在は次の補題の特別な場合 $(C_{1}’=C_{0}, C_{0}’=C_{1}, d’=\Gamma)$

である.

$d$ $d’$

補題 $4.2’$ . $C$ : $0arrow C_{1}arrow C_{0}arrow 0$ を 1次元自由 $\epsilon$ 鎖複体, $C’$ : $0arrow C_{1}’arrow C_{0}’arrow 0$ を 1

次元自由 $\epsilon’$ 鎖複体とする. 次のことを仮定する :
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1. $C$ は $X-Y^{\epsilon}$ 上の $\epsilon$ 鎖縮射 $\Gamma$ を持つ

2. $C_{1}’(X-Y)=C_{0}(X-Y))$ $C_{0}’(X-Y)=C_{1}(X-Y)$

3. $d’|X-Y^{\epsilon}\sim_{\epsilon}\Gamma|X-Y^{\epsilon}$ : C\’i $(X-Y^{\epsilon})arrow C_{0}’(X-l^{\nearrow})$ .

さらに $\gamma=\max\{\epsilon, \epsilon’\}$ とおく. このとき直和 $C\oplus C’$ は $p_{Y^{S\epsilon+\gamma}}$ 上の 1次元自由 $3\epsilon+\gamma$ 鎖

複体と $p_{X}$ 上の 1次元自明鎖複体の直和に $(5\epsilon+\gamma)$単純同型である.

証明 : $\epsilon$ 射 $\tilde{d}$ : $C_{0}’arrow C_{0},$
$\tilde{\Gamma}$ : $C_{1}’arrow C_{1},$

$\hat{\Gamma}$ : $C_{0}arrow C_{0}’$ を $X-Y^{\epsilon}$ の上では $d,$ $\Gamma,$ $\Gamma$ で,

また $Y^{\epsilon}$ 上では $0,0,0$ で定める. 1次元自由 $3\epsilon+\gamma$ 鎖複体 $E$ を次のように定める:

$E_{1}=C_{1}’\oplus C_{1}$ , $E_{0}=C_{0}\oplus C_{0}’$

$d_{E}=\{_{1}(\begin{array}{llll}d\tilde{\Gamma}-\tilde{d} \wedge\sim\Gamma d\Gamma+\tilde{d}d’ d-\tilde{d} \hat{\Gamma}d\wedge\sim\Gamma d\Gamma-d’ \hat{\Gamma}d \end{array})$

$overY^{2\epsilon}overX-Y^{2\epsilon}$

.

$\epsilon$単純同型射 $f\iota$ : $c_{\iota}\oplus C_{1}’arrow E_{1}$ および $2\epsilon$単純同型射 $fo$ : $C0\oplus C_{0}’arrow E_{0}$ を

$f_{1}=(\begin{array}{ll}0 11 -\Gamma\sim\end{array})$ , $f_{0}=(\begin{array}{ll}1 -\tilde{d}0 1\end{array})(\begin{array}{ll}1 0\hat{\Gamma} -1\end{array})$

と定めるならば, 直接計算により $d_{E}\sim 3\epsilon+\gamma f_{0}(d\oplus d’)f_{1}^{-1}$ が示され, さらに

$f=\{f_{r}\}$ : $C\oplus C’arrow E$ が $(5\epsilon+\gamma)$単純同型射であることがわかる. $E$ は $p_{Y^{5\epsilon+\gamma}}$ 上

の自由 $3\epsilon+\gamma$ 鎖複体 $E(Y^{5\epsilon+\gamma})$ と自明な鎖複体 $E(X-Y^{5\epsilon+\gamma})$ の直和である.

口

以上で逆元の存在が示された. 後半の証明は前節の制御射影類群の場合と

同様に Chapman の「逆元のキャンセルの トリック」を用いればよい. 詳細は略

す. 以上で 4. 1の証明を終る.

次の命題は相対制御ホワイ トヘッ ド群において二っの元が等しいことを示

すのに便利である.
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命題 4.5. $[C, d]$ と $[C’, d’]$ を $Wh(X, Y, px, n, \epsilon)$ の元とする. 任意の $r$ に対して

$C_{f}(X-Y)=C_{r}’(X-Y),$ $d_{r}|X-Y^{\epsilon}=d_{f}’|X-Y^{\epsilon}$ が成り立てば, $[C]=[C’]$ である.

証明 : $n>1$ の場合の証明を行う. $\Gamma$ を $C$ の $X-Y$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射とする.

$\Gamma’$ : $C_{r}’arrow C_{r+1}’(r\in Z)$ を

$\Gamma’=\{\begin{array}{l}\Gamma overX-Y^{\epsilon}0overY^{\epsilon}\end{array}$

で定義せよ. すると $\Gamma’$ は $C’$ の $X-Y^{2\epsilon}$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射である. 4.3を $C,$ $\Gamma$ およ

び $C’,$ $\Gamma’$ にそれぞれ適用して得られる $(n-1)$次元鎖複体を $\hat{C},\hat{C}’$ とする. すると

$C$ $\frac{n,X}{1}-Y^{17\epsilon}\hat{C}6\epsilon$

’
$C’$ $\frac{n,X}{1}-Y^{19\epsilon}\hat{C}’6\epsilon$

’

であり, また 4.2により

$\hat{C}\oplus\Sigma\hat{C}$ $\frac{n,X}{7}-Y^{13\epsilon}0\epsilon$

’
$\hat{C}’\oplus\Sigma\hat{C}$ $\frac{n,X}{7}-Y^{13\epsilon}0\epsilon$

を得る. 同値の合成 :

$C$
$\underline{n,X}-Y^{17e_{\wedge}}C\oplus\sum\hat{C}\oplus\hat{C}’$ $\underline{\mathfrak{n},X}-Y^{19\epsilon_{C^{/}}}$

$16\epsilon$ $16\epsilon$

により $C$ と $C’$ の間の ( $n,$ $X-Y^{19}$り安定 $32\epsilon$ 同値を得る.

$n=1$ の場合も同様である; 上の $\Sigma\hat{C}$ の替わりに $C$ の逆元 (補題 4.2’)を用い

ればよい 口

$px$ : $Marrow X,$ $px’$ : $M’arrow X’$ を制御写像とし, $Y,$ $Y’$ は $X$ , $X’$ の部分

集合とする. 写像 $\varphi$ : $PXarrow PX’$ が $\overline{\varphi}(Y)\subset Y’$ をみたし, さらに前節の条件

$C(\delta, \epsilon, 1),$ $C(\delta, \epsilon, 2),$ $C(\delta, \epsilon, 20),$ $C(\delta, \epsilon, 40)$ をすべてみたすならば, $\varphi$ は準同型写像

$\varphi_{*}$ : $Wh(X, Y)px,$ $\delta$ ) $arrow Wh(X’, Y’, px^{r}, \epsilon)$ を誘導する. 等式 $(\varphi 0\psi)_{*}=\varphi_{*}\circ\psi_{*}$ が

成り立っ.
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整数 $n>1$ を固定する. $Wh(X, Y, px, \epsilon)$ と $Wh(X, Y, px, n, \epsilon)$ には以下のよう

な関係がある. 4.3を繰り返し用いて次の命題が示される:

命題 46. 1次元鎖複体を $n$次元鎖複体とみなして得られる写像\iota : $Wh(X, Y, p_{X}, \epsilon)arrow$

$Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$ は全射である: $C$ が $X-Y$ 上の強\epsilon 鎖縮射 $\Gamma$ を持つ $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖

複体ならば, 1次元自由 $\epsilon$ 鎖複体 :

$C_{\Gamma}$ : $C_{odd}=C_{1}\oplus C_{3}\oplus\ldotsarrow^{d+\Gamma}C_{even}=C_{0}\oplus C_{2}\oplus\ldots$

は
– $–$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射 $d+\Gamma$ : $C_{even}arrow C$。dd を持ち $Wh(X, Y, px, n, \epsilon)$ において $C$

と同じ元を表す.

命題 47. 対応 $[C]\mapsto[C_{\Gamma}]$ は準同型写像

$\tau$ : $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X, Y^{(90n+100)\epsilon}, p_{X}, (90n+250)\epsilon)$

を誘導する.

証明 : まず $C$ を固定したとき $[C_{\Gamma}]$ が $\Gamma$ の取り方に依らないことを示す. $\Gamma’$ を別

の $X-Y$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射とすると次のホモ トピーが存在する:

$(1+\Gamma’\Gamma)(d+\Gamma)\sim 3\epsilon(d+\Gamma’)(1+\Gamma’\Gamma)$ : $C_{odd}arrow C_{even}$ over $X-l^{\nearrow\epsilon}$ .

ここで現れた二っの射 1 $+\Gamma’\Gamma$ : $C$
。$ddarrow C_{odd}$ および 1 $+\Gamma’\Gamma$ : $C_{even}arrow C_{even}$ は $n\epsilon$

単純同型射である; 実際これらはそれぞれ次のような積に書ける:

$(1+\Gamma’\Gamma|C_{1})(1+\Gamma’\Gamma|C_{3})\cdots$

$(1+\Gamma’\Gamma|C_{0})(1+\Gamma’\Gamma|C_{2})\cdots$

さらに $n\epsilon$ ホモ トピー

$(1+\Gamma’\Gamma)(1+\Gamma’\Gamma)^{-1}\sim_{n\epsilon}1$ , $(1+\Gamma’\Gamma)^{-1}(1+\Gamma’\Gamma)\sim_{n\epsilon}1$
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があることに注意せよ. (これを得るには $(1+\Gamma’\Gamma)^{-1}=1-\Gamma’\Gamma+(\Gamma’\Gamma)^{2}-\cdots+$

$(-1)^{k}(\Gamma’\Gamma)^{k}$ を用いよ. ただし $k=[ \frac{n}{2}]$ である. ) $(n+3)\epsilon$ 射 $\triangle$ : $C$
。

$ddarrow C_{even}$ を

次式で定める:

$\Delta=(1+\Gamma’\Gamma)(d.+\Gamma)(1+\Gamma’\Gamma)^{-1}$ .

すると $\triangle$ は, 1次元鎖複体とみなすとき, $Wh(X, Y^{n\epsilon}, p_{X}, (n+3)\epsilon)$ の元を表す;

$X-Y^{n\epsilon}$ 上の $(n+3)\epsilon$ 鎖縮射は

$h=(1+\Gamma’\Gamma)(d+\Gamma)(1+\Gamma’\Gamma)^{-1}$

で与えられる. $\Delta$ に関する上の式は $C_{\Gamma}$ と $\Delta$ が $n\epsilon$単純同型であることを意味す

る. 従って $[C_{\Gamma}]=[\triangle]\in Wh(X, Y^{(n+1)\epsilon}, px, (n+3)\epsilon)$ となる. 次に $\triangle$ と $C_{\Gamma’}$ を比較

する.

$\Delta\sim(n+3)\epsilon d+\Gamma$
‘ over $X-Y^{(n+1)\epsilon}$

がわかるので, $\Delta$ を $X-Y^{(n+1)\epsilon}$ 上のホモ トピーで変えて $\Delta$ と同じ元を表し, か

つ等式:

$\Delta’=d+\Gamma’$ over $X-Y^{(n+1)\epsilon}$

が成り立っような $\Delta’$ をっくれ. 4.5により $\Delta’$ と $C_{\Gamma’}$ は $Wh(X, Y^{n\epsilon}, p_{X}, (n+3)\epsilon)$

で同じ元を表す. ゆえに $C_{\Gamma}$ と $C_{\Gamma’}$ は $Wh(X, Y^{n\epsilon}, p_{X}, (n+3)\epsilon)$ で同じ元を表す. 以

上で $\Gamma$ に依存しないことが示された.

次に二っの元 $[C],$ $[C’]\in Wh(X, Y, px, n, \epsilon)$ に対し $40\epsilon$単純同型射 $f$ : $\overline{C}=$

$C\oplus Darrow\hat{C}=C’\oplus D’$ が存在したとする. ただし $D,$ $D’$ は $Y^{20\epsilon}$ 上の $n$次元 $40\epsilon$

自由鎖複体である. $\Gamma$ (resp. $\Gamma’$ ) が $C$ (resp. $C’$ ) の $X-Y$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射とする

と, $\overline{\Gamma}=\Gamma\oplus 0$ (resp. $\hat{\Gamma}=\Gamma’\oplus 0$) は $40\epsilon$ 自由鎖複体 $\overline{C}$ (resp. $\hat{C}$) の $X-Y^{20\epsilon}$ 上の

強 $\epsilon$ 鎖縮射であり, $\hat{\Gamma}’=f\overline{\Gamma}f^{-1}$ は $\hat{C}$ の $X-Y^{60\epsilon}$ 上の強 $81\epsilon$ 鎖縮射である. $f$ は 1
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次元鎖複体 $\hat{C}_{\Gamma}\wedge$, , $\overline{C}_{\overline{\Gamma}}$ の間の $121\epsilon$単純同型写像を与える. $C_{\Gamma}$ と $\overline{C}_{\overline{\Gamma}}$ (resp. $C_{\Gamma’}’$ と

$\hat{c}_{r^{)}}\wedge$ は $Wh(X, Y^{20\epsilon}, p_{X)}40\epsilon)$ の中で同じ元を表す. 最後に $\hat{C}_{\Gamma}\wedge$ と $\hat{C}_{\Gamma}\wedge$, は前段落の議

論により $Wh(X, (Y^{60\epsilon})^{81n\epsilon},$ $px,$ $81(n+3)\epsilon)$ の同じ元を表す. ゆえに $[C_{\Gamma}]=[C_{\Gamma’}’]$ が

$Wh(X, Y^{(8\ln+60)\epsilon}, px, (81n+243)\epsilon)$ で成立する.

自明な鎖複体を $C$ に直和することは $C_{\Gamma}$ に自明な鎖複体を直和することに

対応するから, これは $C_{\Gamma}$ の表す類を変えない. 従って $\tau$ はwell-defined である. こ

れが準同型写像になることは明らか.

ロ

前節と同様に準同型写像 $\iota,$
$\tau$ は互いに「安定的」逆写像になっており, 同様

な可換図式が得られる.

$f$ : $Carrow D$ が $PX$ 上の $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体の間の $\epsilon$ 鎖同値写像であるならば,

$C(f)$ は強 $9\epsilon$可縮である. $f$ の制御擬れ $\tau(f)$ を

$\tau(f)=[C(f)]\in Wh(X, p_{X)}n+1,9\epsilon)$

で定める. ( $n=0$ の場合, すなわち $f$ が $\epsilon$ 同型射のとき, $f$ は $C(f)$ と同一視でき,

その振れ $\tau(f)$ は $Wh(X, px, \epsilon)$ で well-defined である.

命題 4.8. $f$ : $Carrow D,$ $g$ : $Darrow E$ が $px$ 上の $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体の間の $\epsilon$ 鎖同値写像

であるとき,

$\tau(gf)=\tau(g)+\tau(f)\in Wh(X,p_{X}, n+1,18\epsilon)$ .

$n=0$ のときはこの等式は $Wh(X, p_{X}, 2\epsilon)$ で成立する.

証明: 自明な鎖複体 $\{T, d_{T}\}$ を次式で定める:

$(d_{T})_{r}=(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})$ : $T_{r}=D_{f}\oplus D_{r-1}arrow D_{r-1}\oplus D_{r-2}=T_{r-1}$ .
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すると $5\epsilon$単純同型射 $C(f)\oplus C(g)arrow C(gf)\oplus T$ が次のように定まる:

$(\begin{array}{llll}1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 (-)^{r}1\end{array})(\begin{array}{llll}1 0 0 00 1 0 00 0 1 0(-)^{r}d 0 0 1\end{array})(\begin{array}{llll}1 0 0 00 1 0 0g 0 1 00 f 0 1\end{array})(\begin{array}{lllll}1 0 0 (-)^{r} k0 1 0 f^{-1} 0 0 1 0 0 0 0 1 \end{array})$

: $D_{r}\oplus C_{r-1}\oplus E_{f}\oplus D_{r-1}arrow D_{r}\oplus C_{r-1}\oplus E_{r}\oplus D_{r-1}$

ただし $f^{-1}$ は $f$ の $\epsilon$ 鎖ホモ トピー逆で, $k$ は $\epsilon$ 鎖ホモ トピー $ff^{-1}\simeq_{\epsilon}1$ である.

(Cf. Ranicki [19, 4.2 $i$ )] $.$ ) 口

5 相対 $K$-理論.

空間対 (X, $Y\subseteq X$ ) のホモロジー群 $H_{*}(X, Y)$ は次が完全列をなすように定

義された :

. . . $arrow H_{n}(Y)arrow H_{n}(X)arrow H_{n}(X, Y)arrow H_{n-1}(Y)arrow\ldots$ .

振れや finiteness obstruction は類似な完全列で関係付けられる :

$Wh(\rho)arrow Wh(\pi)arrow Wh(\pi, \rho)arrow\tilde{K}_{0}(Z[p])arrow\tilde{K}_{0}(Z[\pi])$ .

この完全列は群の任意の準同型写像 $\rhoarrow\pi$ に対して定義される. $Wh(\pi, \rho)$ は有

限生成射影的 $Z[\rho]$加群鎖複体 $C$ , 有限基底付き有限生成自由 $Z[\pi]$加群鎖複体 $D$ ,

および鎖同値写像 $f$ : $Z[\pi]\otimes_{Z[\rho]}C\simeq D$ の組 $(C, D, f)$ たちの Grothendiedk群のあ

る商として定義される. われわれは鎖ホモトピーでの domination の概念を用い

て次の形の「安定完全列」:

$Wh(Y)arrow Wh(X)arrow Wh(X, Y)arrow\tilde{K}_{0}(Y)arrow\tilde{K}_{0}(X)$

を得て, 制御 finiteness obstruction の群と振れの群を前節の相対群 $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$

を経由して関係付ける.
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$A$加群鎖複体 $C$ の domination $(D, f, g, h)$ とは $A$加群鎖複体 $D$ と鎖写像

$f$ : $Carrow D,$ $g$ : $Darrow C$ , および鎖ホモ トピー $h$ : $gf\simeq 1$ : $Carrow C$ のことであった. こ

のとき $C$ は $D$ の鎖ホモ トピーの意味での直和因子となる. $A$加群鎖複体 $C$ が有

限な有限生成自由 $A$加群鎖複体 $D$ による domination を持つための必要十分条件

は, $C$ が有限な有限生成射影的 $A$加群鎖複体に鎖同値になることである. Ranicki

[17] における finiteness obstruction の代数的理論では, そのような domination を

用いて有限生成自由 $A$加群のある射影

$p=p^{2}$ : $\sum_{r=0}^{\infty}D_{r}arrow\sum_{r=0}^{\infty}D_{r}$

を明示的に構成して射影類を表すことができた:

$[C]=[im(p)]\in\tilde{K}_{0}(A)$ .

この ‘instant finiteness obstruction’ を用いて \S 3および \S 4の制御付き $\tilde{K}_{0^{-}},$ $Wh$-群

を互いに関係付ける.

$n>0$ とする. 包含写像 $i$ : $Yarrow X,$ $j$ : $(X, \phi)arrow(X, Y)$ は明らかに準同型写

像を引き起こす:

$i$ . $j$ .
$Wh(Y, p_{Y)}n, \epsilon)arrow Wh(X,p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X, Y,p_{X}, n, \epsilon)$

$K_{0}(Y, p_{Y}, n, \epsilon)arrow i.\tilde{K}_{0}(X, p_{X)}n, \epsilon)$ .

この節ではこれらが「安定完全列」:

$Wh(Y, p_{Y}, n, \epsilon)arrow Wh(X,p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$

$arrow\partial\tilde{K}_{0}(W, p_{W}, n, \epsilon’)arrow\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon’)$

としてつなげることができることを示す. ただし $W$ は $Y^{(4n+20)\epsilon}$ を含む $X$ の任

意の部分集合であり, $\epsilon’$ は $(12n+70)\epsilon$ 以上の任意の正の数とする.
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定義. $p_{X}$ 上の自由鎖複体 $C$ の $\epsilon$ domina$ti_{oI1}(D, f, g, h)$ とは, $p_{X}$ 上の自由鎖複体

$D$ と $\epsilon$ 鎖写像 $f$ : $Carrow D,$ $g$ : $Darrow C$ , そして $\epsilon$ 鎖ホモ トピー $h$ : $gf\simeq\epsilon 1$ : $Carrow C$

の組をいう. そのとき $C$ は $D$ で $\epsilon$ dominate されるという.

命題 5.1. $C$ を $px$ 上の自由鎖複体, $W$ を $X$ の部分集合とする. $(C, 1)$ が$pw$ 上の射影

鎖複体 $(D, r)$ に $\delta$ 鎖同値ならば, $C$ は $D$ で $\delta$ dominate される. 逆に $C$ が$pw$ 上の $n$次

元 $(f.g.)$ 自由 $\delta$ 鎖複体に $\delta$ $dom$inate されるならば, $(C, 1)$ は $p_{W(n+4)\delta}$ 上の $n$次元 $(f.g.)$

$(n+4)\delta$ 射影鎖複体に $(2n+5)\delta$ 鎖同値である.

証明 : $f$ : $(C, 1)arrow(D, r),$ $g$ : $(D, r)arrow(C, 1)$ を互いに逆な $\delta$ 鎖同値写像で,

$h$ : $gf\simeq 1$ : $(C, 1)$ 一一一\rightarrow (C, 1) , $k$ : $fg\simeq 1$ : $(D, r)$ 一一一\rightarrow (D, r)

が 6鎖ホモ トピーとする. このとき $(D, f, g, h)$ が求める 6 domination となる.

次に, $(D, f, g, h)$ が $C$ の 6domination とする. ただし $D$ は $pw$ 上の $n$次元自

由 $\delta$ 鎖複体である. $p_{W(n+4)\delta}$ 上の無限 $(n+2)6$ 鎖複体 $\{C’, d’\}$ を次のように定

める:

$C_{i}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{i}$ ,

$d’=$ $(-fh^{2}-fh_{3}g$ $-fh^{2i-2}g-fh^{d_{f_{2}g}}1-f^{-}hg_{g}$ $-fh^{f_{2}^{0}g_{i-3}}g-f^{d}hg$ $-f^{-.\cdot.d_{fg}}1-h^{2i-4}g00$

$..$ .

$1-fg0000$ $0000d)$

: $C_{2i}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{2i}arrow C_{2i-1}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{2i-1}$ ,

$d’=$ $(1_{f^{f^{-}h_{3}g_{g^{g}}}}-fh_{2i}^{f_{2}g_{g}}$ $-f^{f_{h^{h_{2i-1}^{d_{2}}}g}^{fg_{g}}}-fhg$ $-f^{f^{-}h^{fg}}1^{-..\cdot d_{g}}h^{0_{2i-2}}g$ $-fh^{0}gf^{d}g0_{2i-3}^{\cdot}$

.

$1-fg0000_{:}$ $00_{:}00d]$

: $C_{2i+1}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{2i+1}arrow C_{2i}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{2i}$ .



39

直接計算により $d^{\prime 2}\sim(n+4)\delta 0$ を確かめることができる. ここで次の公式を使う

と便利である:

$h^{2k}gf-h^{2k-1}gfh+h^{2k-2}gfh^{2}-\ldots+gfh^{2k}\sim(2k+2)\delta h^{2k}-dh^{2k+1}-h^{2k+1}d$ ,

$h^{2k+1}gf-h^{2k}gfh+h^{2k-1}gfh^{2}-\ldots-gfh^{2k+1}\sim(2k+3)\delta dh^{2k+2}+h^{2k+2}d$ .

これらは $\sim 2\delta 1-dh-hd$ を代入して証明できる. 次式で定義される $\delta$ 鎖写像

$f’$ : $Carrow C’$ と $(n+1)\delta$ 鎖写像 $g’$ : $C’arrow C$ は互いに逆な $(n+1)\delta$ 鎖同値写像であ

る.

$f’=$ $(\begin{array}{l}0|0f\end{array})$ : $C_{i}arrow C_{i}’=D_{0}\oplus\ldots\oplus D$; $(d’f’\sim 2\delta f’d)$ ,

$g’=$ ( $h^{i}g$ $h^{i-1}g$ . . . $hg$ g) : $C_{i}’=D_{0}\oplus\ldots\oplus D_{i}arrow C_{i}(dg’\sim(n+2)\delta g’d’)$

実際以下のように鎖ホモトピーが存在する.
$h$ : $g’f’=gf\simeq 1$ : $C$ $—arrow C$ $(dh+hd\sim 2\delta 1-g’f’)$

$k’$ : $f’g’\simeq 1$ : $C’arrow C’$ $(d’k’+k’d’\sim(n+2)\delta 1-f’g’)$

ただし

$k’=$ $(^{1}0$

.

$01$

.
.

$\cdot$

$01^{\cdot}$

$001)$

: $C_{i}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{i}arrow C_{i+1}’=D_{0}\oplus D_{1}\oplus\ldots\oplus D_{i+1}$ .
$E$ を $C’$ の $n$骨格とする :

$d’$ $d’$

$E$ : . . . $arrow 0arrow C_{n}’arrow C_{n-1}’arrow\ldotsarrow C_{1}’arrow C_{0}’$ .

そして $q=\{q; : E;arrow E_{i}\}$ を

$q_{i}$ $=1$ : $E_{i}$ $=C_{j}’$ 一一一\rightarrow Ei $=C_{i}’$ $(0\leq i\leq n-1)$

$q_{n}=$ $\{\begin{array}{l}p.E_{n}=C_{n}’arrow E_{n}=C_{n}’1-p.E_{n}=C_{n}’arrow E_{n}=C_{n}’\end{array}$ $nnt_{i}ffi$
数の

$h^{i_{\backslash }}Q*$ 数のとときき,
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と定める. ただし

$p=$ ( $fh^{2}gfg$ 1
$-.\cdot.fg$

$f^{-}h^{d_{g}}$ $f^{0}gd$ ): $C_{n}’=D_{0}\oplus\ldots\oplus D_{n}$ 一一一\rightarrow Cn/ $=D_{0}\oplus\ldots\oplus D_{n}$ .

言い替えれば $q_{n}=1-d_{n+1}’$ : $C_{n+1}’=C_{n}’arrow C_{n}’$ である. $i(>n)$ が偶数ならば

$d_{i}’=p$ であり, $i(>n)$ が奇数ならば $d_{i}’=1-p$ であるから $(n+4)\delta$ ホモ トピー

$d^{\prime^{2}}\sim(n+4)\delta 0$ により $(n+4)\delta$ ホモ トピー $p^{2}\sim(n+4)\delta p$ を得る. 従って $q$ は $(n+4)6$

射影である. さらに $d_{n}’q_{n}\sim(n+4)\delta d_{n}’$ が成り立っ. これは次による:

$0\sim d’d_{n+1}’=d_{n}’(1-q_{n})=d_{n}’-d_{n}’q_{n}$ .

このように $(E, q)$ は $p_{W(n+4)\delta}$ 上の $n$次元 $(n+4)\delta$ 射影鎖複体である. 鎖写像

$I$ : $(C’, 1)arrow(E, q))J$ : $(E, q)arrow(C’, 1)$ :

$I=\{\begin{array}{l}1.C_{i}’arrow E_{i}=C_{i}’q_{n}.C_{i}’arrow E_{i}=C_{i’}0.C_{i}’arrow E_{i}=0\end{array}$

$fi>n$ のとき
$i=n$ のと
$0\leq i\leq n-1_{\text{き}}$

のとき

$J=\{\begin{array}{l}1.E.\cdot=C_{i}’arrow C_{i}’q_{n}.E_{i}=C_{i}’arrow C_{i^{/}}0.E_{i}=0arrow C_{i}’\end{array}$ $i=0\leq ii>n$ n\leq \emptyset \emptyset n&-&き lきのとき
は互いに逆な $(n+4)\delta$ 鎖同値写像である. 実際

$IJ\sim(n+2)\delta q$ : $(E, q)arrow(E, q)$

$K$ : $JI\simeq 1$ : $(C’, 1)arrow(C’, 1)$ $(d’K+Kd’\sim(n+2)\delta 1-JI)$

である. ただし

$K=\{\begin{array}{l}0.C_{i}’arrow C_{j+1}’1.C_{i}’=C_{n}’arrow C_{i+1}’=C_{n}’\end{array}$ $0\leq i\leq i\geq n\text{の^{}n}\text{と^{}-}\text{き^{}1.\text{の}}$

とき

ゆえに $(C, 1)$ と $(E, q)$ は $(2n+5)\delta$ 鎖同値である. 口



41

注意. これは Ranicki [18] の命題 3.1 の制御付きバージョ ンである. 第一著者は

[18] における $d’$ および $p$ の式の符号の誤りを指摘していただいた Erik Pedersen

に心から感謝する. (と書いても本人には自分の名前しか読めないでしょうね. )

命題 5.2. $W$ は $X$ の部分集合とする. $FX$ 上の自由鎖複体 $(C, 1)$ が $p_{W}$ 上の自由鎖複体

に $\epsilon$ dominate されるならば, $C$ は $X-W^{\epsilon}$ 上 $\epsilon$ 可縮である. 逆に $px$ 上の $n$次元 $(fg.)$

自由 $\epsilon$ 鎖複体 $C$ が$X-Y$ 上 $\epsilon$ 可縮ならば, $C$ は $p_{Y(\mathfrak{n}+2)\epsilon}$ 上のある $n$次元 $(f.g.)$ 自由 $\epsilon$ 鎖

複体に $3\epsilon dom$ inate される.

証明 : $(D, f, g, h)$ を $C$ の $\epsilon$ domination とする. $f$ の半径は $\epsilon$ だから $f$ は $X-W^{\epsilon}$

上では $0$ に等しい. ゆえに $h$ は $C$ の $X-W^{\epsilon}$ 上の $\epsilon$ 鎖縮射である.

次に $\Gamma$ を $C$ の $X-Y$ 上の $\epsilon$ 鎖縮射とする. 各整数 $r$ に対し, 幾何的加群 $D_{r}$

を次式で定める:

$D_{f}=C_{r}(Y^{(n-r+2)\epsilon})$ .

境界射 $d_{r}$ : $C_{f}arrow C_{r-1}$ は半径 $\epsilon$ を持っから $d_{r}$ の $Y^{(n-r+2)\epsilon}$ への制限は幾何射

$d_{r}$ : $D_{r}arrow D_{r-1}$ を定める. $d_{r}d_{r+1}\sim 2\epsilon 0$ : $D_{r+1}arrow D_{r-1}$ は明らかである. ゆえに

$\{D_{r)}d_{r}\}$ は $C$ の「部分複体」である; すなわち包含写像 $i$ : $Darrow C$ は $\epsilon$ 鎖写像で

ある. 仮定により $1-d\Gamma-\Gamma d$ : $C_{r}arrow C_{r}$ は$X-Y$ の上で $0$ となるある幾何射

瓦: $C_{f}arrow C_{f}$ に $2\epsilon$ ホモ トピックである. 瓦は半径 $2\epsilon$ を持っから, $F=if$ をみた

す幾何射ゐ: $C_{r}arrow D_{r}$ を定義する. $f=\{f_{r}\}$ は $3\epsilon$ 鎖写像である. なぜならば:

$i(df-fd)=dF-Fd\sim 3\epsilon d(1-d\Gamma-\Gamma d)-(1-d\Gamma-\Gamma d)d$

$\sim 3\epsilon-dd\Gamma+\Gamma dd\sim 3\epsilon 0$ .

従って $2\epsilon$ ホモトピー $d\Gamma+\Gamma d\sim 2\epsilon 1-if$ を得る ことができ, $(D, f, i, \Gamma)$ は $C$ の $3\epsilon$

domination である. 口
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$\partial$ を定義する. $C$ を $PX$ 上の $n$次元 $f.g$ . 自由 $\epsilon$ 鎖複体で $X-Y$ 上で強 $\epsilon$ 可縮

なものとする. すると $C$ は上の命題により, $p_{Y^{(n+2)\epsilon}}$ 上のある $n$次元 $f.g$ . 自由 $\epsilon$

鎖複体 $D$ に $3\epsilon$ dominate される. すると 5.1 により, $(C, 1)$ は $p_{Y}(4n+14)\epsilon$ 上のある $n$

次元 $f.g$ . $(3n+12)\epsilon$ 射影鎖複体 $(E, q)$ に $(6n+15)\epsilon$ 鎖同値である. $X$ の部分集合

$W\supset Y^{(4n+20)\epsilon}$ と正の数 $\epsilon’\geq(12n+70)\epsilon$ に対し, $\partial$ を

‘
$\partial([C])=[E, q]\in\tilde{K}_{0}(W,p_{W}, n, \epsilon’)$ ,

と定義する. ただし $(E, q)$ は $(C, 1)$ に $(6n+15)\epsilon$ 鎖同値な, $p_{Y(4n+14)\epsilon}$ 上の任意の

$n$次元 $(3n+12)\epsilon$ 射影鎖複体とする.

$\partial$ が well-defined であることを示す. $C’$ が $p_{X}$ 上の $n$次元 f.g. 自由 $\epsilon$ 鎖複体

で $C$ と $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$ で同じ元を表すものとし, $(C’, 1)$ は $p_{Y(4\mathfrak{n}+14)\epsilon}$ 上の $n$次元

$f.g$ . $(3n+12)\epsilon$ 射影鎖複体 $(E’, q’)$ に $(6n+15)\epsilon$ 鎖同値とする. $p_{Y^{20\epsilon}}$ 上のある $n$次

元 f.g. 自由 $40\epsilon$ 鎖複体 $D,$ $D’$ と $px$ 上のある $n$次元 $f.g$ . 自明鎖複体 $T,$ $T’$ に対し,

$40\epsilon$単純同型射

$C\oplus D\oplus T\cong 40\epsilon,{}_{\Sigma}C’\oplus D’\oplus T’$

が存在するとしても一般性を失わない. すると $(C, 1)\oplus(D, 1)$ と $(C’, 1)\oplus(D’, 1)$

は $40\epsilon$ 鎖同値である. ゆえに $(E, q)\oplus(D, 1)$ と $(E’, q’)\oplus(D’, 1)$ は $(12n+70)\epsilon$ 鎖同

値である. 従って $(E, q)$ と $(E’, q’)$ は $\tilde{K}_{0}(W, pw, n, \epsilon’)$ で同じ元を表す.

注意. $\partial[C]$ は $C$ の $Y$ の近くでの振舞いのみによって決まる; $(C, d),$ $(\overline{C},\overline{d})$ が $p_{X}$

上の $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体でそれぞれ $X-Y$ 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射 $\Gamma,\overline{\Gamma}$ を持っとし, す

べての $r$ に対し

1. $C_{r}(Y^{(2n+5)\epsilon})=\overline{C}_{r}(Y^{(2n+5)\epsilon})$

2. $d_{f}|Y^{(2n+4)\epsilon}=\overline{d}_{r}|Y^{(2n+4)\epsilon}$
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3. $\Gamma_{f}|Y^{(2n+4)\epsilon}=\overline{\Gamma}_{f}|Y^{(2n+4)\epsilon}$

が成り立っと仮定する. すると上の構成は $C$ に対しても, また $\overline{C}$ に対しても同じ

$(E, q)$ をもたらす. さらに, $\overline{C}$ は $X-Y$ 全体で $\epsilon$ 可縮でな くても $(E, q)$ は定義で

きることにも注意して欲しい. このように, $\partial([C])$ を計算するためには $C$ を上の

1, 2をみたす $n$次元自由 $\epsilon$ 鎖複体 $\overline{C}$ で置き換え, 上の 3 をみたす $Y^{(2n+4)\epsilon}-Y$

上の $\epsilon$ 鎖縮射 $\overline{\Gamma}$ を用いればよい.

これで求める列ができた:

$i$ . $j$ .
$Wh(Y, p_{Y}, n, \epsilon)arrow Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$

$arrow\partial\tilde{K}_{0}(W,p_{W}, n, \epsilon’)arrow i.\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon’)$ .

合成 $j_{*}i_{*},$ $\partial j_{*}$

) および $i_{*}\partial$ が $0$ になることは容易に確かめられる.

定理 53. (1) $[C]$ が

$j_{*}$ : $Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)$ $—arrow Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$

の核に属すならば $[C]$ は ( $Wh(X,$ $p_{X},$ $n,\overline{\epsilon})$ の元として)

$i_{*}$ : $Wh(Y^{2000\epsilon}, p_{Y^{2000\epsilon}}, n,\overline{\epsilon})arrow Wh(X,p_{X}, n,\overline{\epsilon})$

の像に入る. ただし $\overline{\epsilon}=9000(9n+34)\epsilon$ .

(2) $[C]$ が

$\partial$ : $Wh(X, Y, p_{X}, n, \epsilon)$ $—arrow K_{0}(W, p_{W}, n, \epsilon’)$

の核に属すならば $[C]$ は ( $Wh(X,$ $W^{\hat{\epsilon}},$

$p_{X},$ $n,\hat{\epsilon})$ の元として)

$1*$ : $Wh(X, p_{X}, n,\hat{\epsilon})arrow Wh(X, W^{\hat{\epsilon}}, p_{X}, n,\hat{\epsilon})$

の像に入る. ただし $\hat{\epsilon}=6000(9n+34)\epsilon’$ .
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(3) $[E, q]$ が

$i_{*}$ : $\tilde{K}_{0}(W, p_{W}, n, \epsilon’)arrow\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon’)$

の核に属すならば $[E, q]$ は ( $\tilde{K}_{0}(W’,$
$p_{W’},$ $n,$ $\delta’)$ の元として)

$\partial$ : $Wh(X, W^{240\epsilon’}, p_{X}, n, \delta)arrow\tilde{K}_{0}(W’, p_{W’}, n, \delta’)$

の像に入る. ただし $\delta=180\epsilon’,$ $6’=180(12n+70)\epsilon’,$ $W’=W^{180(4n+22)\epsilon’}$ .

次の補題を用いる.

補題 5.4. $C$ および $D$ を自由 $\delta$ 鎖複体とする.

(1) 鎖写像 $f_{)}f’$ : $Carrow D$ が $\delta$ 鎖ホモトピックならば, $C(f)$ と $C(f’)$ の間に 2\delta 単純同型

射が存在する.

(2) $C(1_{C} : Carrow C)$ はある自明鎖複体に 2\delta 単純同型である.

証明 :(1) $h$ : $f\simeq f’$ を $\delta$ 鎖ホモトピーとする. 求める $2\delta$単純同型射は次式で与え

られる :

$(\begin{array}{ll}1 (-)^{r}h0 1\end{array})$ : $C(f)_{r}=D_{r}\oplus C_{r-1}arrow C(f’)_{r}=D_{r}\oplus C_{r-1}$ .

(2) 自明鎖複体 $T=\{T_{f}, d_{f}\}$ を

$T_{f}=C_{r}\oplus C_{r-1}$ ,

$d_{f}=(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})$ : $C_{r}\oplus C_{r-1}arrow C_{r-1}\oplus C_{r-2}$

で定める. 求める $2\delta$単純同型射 $C(1_{C})arrow T$ は次式で与えられる:

$(\begin{array}{ll}(-)^{r}1 0-(-)^{\gamma}1d_{C} 1\end{array})$ : $C(1_{C})_{r}=C_{r}\oplus C_{r-1}arrow T_{r}=C_{r}\oplus C_{\tau-1}$ . $\square$

53の証明:(1) 4.1 により, $p_{Y^{20\epsilon}}$ 上のある $n$次元 $f.g$ . 自由 $86\epsilon$ 鎖複体 $D,$ $D’$ と $PX$

上のある $n$次元 $f.g$ . 自明鎖複体 $T,$ $T’$ に対して $86\epsilon$単純同型射 :

$f$ : $C\oplus D\oplus Tarrow D’\oplus T’$
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が存在する. $i$ : $Darrow C\oplus D\oplus T$ および $j$ : $D’arrow D’\oplus T’$ を包含写像とし,

$q$ : $D’\oplus T’arrow D’$ を射影とする. 合成 $g=qfi$ : $Darrow D’$ は $100\epsilon$ 鎖同値写像であ

る. ゆえに $C(g)$ は $300\epsilon$ 可縮である. $C(g)\oplus T’$ は $C(jg : Darrow D’\oplus T’)$ に等しい.

$jg=(jq)fi$ と $fi$ は $100\epsilon$ 鎖ホモ トピックであるから, $C(jg)$ は $C(fi)\mathfrak{l}^{arrow}\llcorner 200\epsilon$単純同

型である. さらに $C(fi)$ は $C(i)$ に $200\epsilon$単純同型であることが容易にわかる. そ

の $C(i)$ は $C\oplus T\oplus C(1_{D} : Darrow D)$ に等しい. 最後に $C(1_{D})$ は自明な鎖複体 $T”$ に

$200\epsilon$単純同型である. 合成 :

$C\oplus T\oplus T’’\cong 200\epsilon,{}_{\Sigma}C\oplus T\oplus C(1_{D})=C(i)\cong 200\epsilon,{}_{\Sigma}C(fi)\cong 200\epsilon,{}_{\Sigma}C(jg)=C(g)\oplus T’$

により $C\oplus T\oplus T’’$ と $C(g)\oplus T’$ の間の $600\epsilon$単純同型写像を得る. $C(g)$ は

$Wh(Y^{2000\epsilon}, p_{Y^{2000\epsilon}}, n+1,900\epsilon)$ の元を表す. ( $C(g)$ は強 $900\epsilon$ 鎖縮射 $\Gamma$ を持ち, $1800\epsilon$ ホ

モトピー $\Gamma^{2}\sim 0$ は $Y^{2000\epsilon}$ 上で起こる.) 4.3により, この元は $Wh(Y^{2000\epsilon}, p_{Y^{2000\epsilon}}, n, 900\epsilon)$

のある元 $[\overline{C}]$ の像になっている. $\overline{C}$ と $C$ は $Wh(X, p_{X}, n, 900\epsilon)$ の中では同じ元を

表すかどうかわからないが, $Wh(X, p_{X}, n+1,900\epsilon)$ では同じ元を表す. 後は準同

型写像 $\iota$ と $\tau$ の可換図式から主張が導かれる.

(2) 定義により $p_{Y(4n+14)\epsilon}$ 上のある $n$次元 $f.g$ . $(3n+12)\epsilon$ 射影鎖複体 $(E, q)$ で

$(C, 1)$ と $(6n+15)\epsilon$ 鎖同値なものがあり, $\partial[C]=[E, q]\in\tilde{K}_{0}(W, pw, n, \epsilon’)$ とかけ

る. $\tilde{K}_{0}(W, pw, n, \epsilon’)$ では $[E, q]=0$ だから $(E, q)$ は $pw$ 上のある $n$次元 $f.g$ . 自由

$30\epsilon’$ 鎖複体 $(D, 1)$ に $60\epsilon’$ 鎖同値である. 従って $61\epsilon’$ 鎖同値写像 $f$ : $Darrow C$ が得

られる. $C(f)$ は $PX$ 上の $(n+1)$次元自由 $61\epsilon’$ 鎖複体で $183\epsilon’$ 可縮である. 従って

強 $549\epsilon’$ 可縮であり, $Wh(X, px, n+1,549\epsilon’)$ の元を表す. 4.5 により, $C(f)$ と $C$

は $Wh(X, W, p_{X}, n+1,549\epsilon’)$ の同じ元を表す. 4.3 により $Wh(X, p_{X}, n, 549\epsilon’)$ の

元 $[\overline{C}]$ で $[C(f)]$ にうっされるものがある. $\iota$ と $\tau$ の可換図式を用いて, $\overline{C}$ と $C$ が

$Wh(X, W^{549(90n+190)\epsilon’}, px, n, 549(90n+340)\epsilon’)$ の同じ元を表すことが示される.
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(3) $(E, q)$ は $px$ 上の $n$次元 $f.g$ . 自由 $30\epsilon’$ 鎖複体 $(C, 1)$ と $60\epsilon’$ 鎖同値である. $C$ は

$X-W^{60\epsilon’}$ 上で $60\epsilon’$ 可縮であり, 従って $X-W^{240\epsilon’}$ 上で強 $180\epsilon’$ 可縮である. ゆ

えに $C$ は $Wh(X, W^{240\epsilon’}, px, n, 180\epsilon’)$ の元を定め,

$\partial[C]=[E, q]\in\tilde{K}_{0}(W’, p_{W’}, n, 6’)$

となる 口

6. 切除写像とマイヤービートリス列.

この節では $X$ は 2つの閉部分集合 $X_{-}$ と $x_{+}$ の和であると仮定し, その共

通部分を $X_{0}=X_{-}nx_{+}$ とかく. 通常のホモロジーにおける切除同型 :

$H_{*}(X_{+}, X_{0})\cong H_{*}(X, X_{-})$

やマイヤー. ビー トリス完全列 :

. . . $arrow H_{n}(X_{0})arrow H_{n}(X_{+})\oplus H_{n}(X_{-})arrow H_{n}(X)arrow H_{n-1}(X_{0})arrow\ldots$

は代数的.K-理論において種々な類似を持っ. われわれはまず制御ホワイトヘッ

ド群における切除写像を定義し, 次にそれを用いて制御 K-理論における次のよ

うなマイヤービー トリス列:

$Wh(X_{0})arrow Wh(X_{+})\oplus Wh(X_{-})arrow Wh(X)arrow\tilde{K}_{0}(X_{0})arrow\tilde{K}_{0}(X_{+})\oplus\tilde{K}_{0}(X_{-})$

を導入する. 普通のホモロジーや Ranicki [21] の有界制御 $K$-理論における完全

列の場合と同様に, 次のような鎖複体レベルでのマイヤー. ビー トリス分解が重

要となる: $X$ 上の自由 $\epsilon$ 鎖複体 $C$ は $x_{+}$ および $X_{-}$ の近傍上の鎖複体 $c_{+}$
)

$C_{-}$

の「和」 $C=C_{+}+C_{-}$ で表せる. ただし, $C$ が可縮であるとき $c_{+},$ $C_{-}$ は finitely

dominated ではあるが一般には可縮ではない.
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$X_{-}$ , $x_{+}$ が閉集合であるという仮定は次のように用いられる. 仮にある $X$

の道が $X_{-}$ の点と $x_{+}$ の点を結んでいるならば必ず $X_{0}$ を通過しなければなら

ない. 道 $\gamma$ : $[0, s]arrow X$ が $\gamma(0)\in X_{-}$ および $\gamma(s)\in x_{+}$ をみたしさらにある $\delta>0$

に関し $\gamma([0, s])\subset\{\gamma(0)\}^{\delta}$ が成り立っとする. 区間の連結性により $\gamma(t)\in X_{0}$ をみ

たす $t\in[0, s]$ が存在する. $\{\gamma(0)\}^{\delta}\subset\{\gamma(t)\}^{2\delta}$ だから, $\gamma([0, s])$ は $X_{0}^{2b}$ に含まれる.

以上の議論を $X_{-}^{\delta}=X_{-}\cup X_{0}^{\delta}$ (これは正しくない) の替わりとして用いる. (但

しこの仮定は本質的ではない. 閉であることを仮定しなくても, 以下の $x_{\pm\cup V^{\delta}}$

という形の集合をすべて $(x_{\pm}$火$V)^{\delta}$ などと置き換えれば議論は正しい. )

さて, 包含写像で誘導された準同型写像 :

$i_{*}$ : $Wh(X_{+}, X_{0}, p_{X_{+}}, n, \epsilon)$ $—arrow Wh(X, X_{-}, p_{X}, n, \epsilon)$

の安定的逆写像

exc : $Wh(X, X_{-}, p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X_{+}, X+\cap X_{0}^{(n+300)\epsilon}, p_{X_{+}}, n, 90\epsilon)$

を定義しよう. $Wh(X, X_{-}, p_{X}, n, \epsilon)$ の元を表す鎖複体 $\{C, d\}$ に対し, 次の条件を

みたす $px_{+}$ 上の任意の $n$ 次元 $f.g$ . 自由 $90\epsilon$ 複体 $\{C_{+}, d_{+}\}$ を考える:

1. $(C_{+})_{r}(X_{+}-X_{0}^{(n+180)\epsilon})=C_{r}(X_{+}-X_{0}^{(n+180)\epsilon}))$ かつ

2. $d+=d_{C}$ over $X_{+}-X_{0}^{(n+270)\epsilon}$ .

(そのような $c_{+}$ は例えば $(c_{+})_{r}=C_{r}(X+-X_{0}^{r\epsilon})$ により得られる. ) $\Gamma$ を $C$ の

$X-X$- 上の強 $\epsilon$ 鎖縮射とする. このとき

$r_{+}=\{\begin{array}{l}\Gamma overX_{+}-X_{0}^{(n+270)\epsilon}0overX_{+}\cap X_{0}^{(n+270)\epsilon}\end{array}$

は $c_{+}$ の $x_{+}-X_{0}^{(n+300)\epsilon}$ 上の強 $90\epsilon$ 鎖縮射となる. 従って $c_{+}$ は $Wh(X_{+},$ $X+$ 口

$X_{0}^{(n+300)\epsilon},$
$px_{+},$ $n,$

$90\epsilon$) の元を表す. この元は 4.5 により $c_{+}$ の選び方にはよら
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ない. この対応 $[C]rightarrow[c_{+}]$ が well-defined な求める切除準同型写像 exc を定め

ることを主張する. それを示すには $40\epsilon$ 単純同型な鎖複体 $C,$ $C’$ に対して上

の条件をみたす $c_{+}$ , $C_{+}’$ で互いに $3600\epsilon$ 単純同型なものがとれることを示せ

ばよい. $f$ : $Carrow C’$ を $40\epsilon$ 単純同型写像とし $C+$ を $(c_{+})_{f}=C_{r}(X+-X_{0}^{(r+40)\epsilon})$

とおく. 局所化 $g=f_{[X-\cup X_{0}^{(n+160)\epsilon}]}$ を考える. 部分集合 $x_{\pm}$ は $X$ で閉だから, $g$

は $X_{-}\cup X_{0}^{(n+80)\epsilon}$ 上で幾何的であり, $x_{+}-X_{0}^{(n+200)\epsilon}$ 上で $g=f$ である. $C’$ の

境界射を $gdg^{-1}$ に置き換えて新しい鎖複体 $C”$ を作れ. ただし $d$ は $C$ の境界

射である. $C”$ と $C’$ は $x_{+}-X_{0}^{(n+250)\epsilon}$ 上では (境界射の $81\epsilon$ ホモ トピーを除い

て) 一致する. $120\epsilon$ 単純同型写像 $g$ : $Carrow C”$ は (半径が $40\epsilon$ なので) $c_{+}$ から

$C”$ のある幾何加群部分複体 $C_{+}’$ への幾何的な $40\epsilon$ 単純同型写像を定める. す

ると $C_{r}’(x_{+}-X_{0}^{(n+80)\epsilon})=(C_{+}’)_{r}(x_{+}-X_{0}^{(n+80)\epsilon})$ , であり $d_{C_{+}’}=d_{C’’}\sim 81\epsilon d_{C’}$ over

$X_{+}-X_{0}^{(n+250)\epsilon}$ となる. ゆえに $c_{+}$ と $C_{+}’$ は (up to ホモトピーで) 求める条件を

みたす. 従って exc }ま well-defined である.

準同型写像 $i_{*}$ , exc は互いに安定的逆写像である; 正確にいえば, 次の図式

は可換である:

$Wh(X_{+}, X_{0}, p_{X_{+}}, n, \epsilon)Wh(X, X_{-}, p_{X}, n, \epsilon)\underline{i_{*}}$

$Wh(x_{+}, x_{+}\cap X_{0’\overline{exc}}^{(n+300)\epsilon}p_{X_{+}}, n, 90\epsilon)Wh(X, X_{-}p_{X}, n, \epsilon)\downarrow\Vert$

,

$Wh(X_{+)}X+\cap X_{0}(p_{X_{+}}, n, 90\epsilon)Wh(X, X_{-}, p_{X}, n, \epsilon)$

$\Vert$ $\downarrow$

$Wh(X_{+}, X_{+}\cap X_{0}^{(n+300)\epsilon}, p_{X_{+}}, n, 90\epsilon)\overline{i_{*}}Wh(X, X_{-}^{(n+300)\epsilon}, p_{X)}n, 90\epsilon)$

ただし縦の写像は包含写像により誘導される準同型写像である.



49

さて $W$ を $X$ の部分集合で $X_{0}^{400(n+10)\epsilon}(\supset(X_{0}^{(n+300)\epsilon})^{(4n+20)\cdot 90\epsilon})$ を含むもの

とする. また $\epsilon’$ は $(12n+70)\cdot 90\epsilon$ 以上の任意の正の数とする. このとき準同型写

像 $\partial+:Wh(X, px, n, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(W, pw, n, \epsilon’)$ を次の合成で定義する:

$Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X, X_{-},p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X_{+}, X+exc\cap X_{0}^{(n+300)\epsilon}, p_{X_{+}}, n, 90\epsilon)$

$arrow\partial\tilde{K}_{0}(X+\cap W, px_{+}\cap w, n, \epsilon’)arrow\tilde{K}_{0}(W, p_{W)}n, \epsilon’)$ .

同様に準同型写像 $\partial_{-}$ : $Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(W, pw, n, \epsilon’)$ を $x_{+}$ と $X_{-}$ の役目を

入れ換えて定義する.

命題 61. $\partial++\partial_{-}=0$ .

証明 : 準同型写像 $\partial_{+}+\partial_{-}$ は次のように分解できる:

$Wh(X, px, n, \epsilon)arrow Wh(X, p_{X}, n, 90\epsilon)arrow Wh(X, X_{0}^{(n+300)\epsilon}, p_{X}, n, 90\epsilon)$

$arrow\partial\tilde{K}_{0}(W, p_{W}, n, \epsilon’)$

また最後のふたっの写像の合成は $0$ である 口

これでマイヤービー トリス列が得られた :

$Wh(X_{0}, p_{X_{0}}, n, \epsilon)arrow^{(\begin{array}{l}-i-i_{+}\end{array})}Wh(X_{-}, p_{X-}, n, \epsilon)\oplus Wh(X_{+}, p_{X_{+}}, n, \epsilon)$

$arrow Wh(X, p_{X)}n, \epsilon)(j-j+)arrow K_{0}(W,p_{W}, n, \epsilon’)\partial_{+}=-\partial_{-}$

$arrow\tilde{K}_{0}(X_{-}(\begin{array}{l}-i-i+\end{array})\cup W, px_{-}\cup w, n, \epsilon’)\oplus\tilde{K}_{0}(X+\cup W,p_{X\cup W}+’ n, \epsilon’)$

ただし $i\pm,$ $j\pm$ は包含写像で誘導された準同型写像である. 合成 $(j_{-}j_{+})(\begin{array}{l}-i-i+\end{array})$ ,

$\partial_{+}(j_{-}j_{+})$ は明らかに $0$ であり, 合成 $(\begin{array}{l}-i-i+\end{array})\partial_{+}$ も 6.1により $0$ である. この列は

次の意味で安定的に完全である. ( $p$ は $PX$ の適当な制限を表す. )

定理 62. (1) $([C_{-}], [C_{+}])\in Wh(X_{-}, p, n, \epsilon)\oplus Wh(X_{+}, p, n, \epsilon)$ が $(j_{-}j_{+})$ の核に属す

ならば $([C_{-}], [C_{+}])$ は ( $Wh(X_{-}\cup X_{0}^{\gamma},$ $p,$ $n,$ $\gamma)\oplus Wh(X+\cup X_{0}^{\gamma},$ $p,$ $n,$ $\gamma)$ の元として)

$(\begin{array}{l}-i_{-}i+\end{array})$ : $Wh(X_{0}^{\gamma},p, n, \gamma)arrow Wh(X_{-}\cup X_{0}^{\gamma}, p, n, \gamma)\oplus Wh(X+\cup X_{0}^{\gamma}, p, n, \gamma)$
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の像に入る. ただし $\gamma=1200\epsilon$ .

(2) $[C]\in Wh(X, px, n, \epsilon)$ が $\partial_{+}$ 核に属すならば $[C]$ は ( $Wh(X,$ $px,$ $n,\hat{\epsilon})$ の元として)

$(j_{-}j_{+})$ : $Wh(X_{-}\cup\hat{W},p, n,\hat{\epsilon})\oplus Wh(X+\cup\hat{W}, p, n,\hat{\epsilon})arrow Wh(X, p_{X}, n,\hat{\epsilon})$

の像に入る. ただし $\hat{W}=W^{13\cdot 10^{6}(9n+34)\epsilon’}$ , $\hat{\epsilon}=54\cdot 10^{6}(9n+34)^{2}\epsilon’$ .

(3) $[E, q]\in\tilde{K}_{0}(W, pw, n, \epsilon’)$ が $(\begin{array}{l}-i_{-}i+\end{array})$ の核に属すならば $[E, q]$ は ( $\tilde{K}_{0}(V, pv, n, \delta’)$ の

元として)

$\partial_{+}$ : $Wh(X, p_{X}, n, \delta)arrow\tilde{K}_{0}(V, p_{V}, n, \delta’)$

の像に入る. ただし $6=72\cdot 180(12n+70)\epsilon’,$ $\delta’=90\cdot 72\cdot 180(12n+70)^{2}\epsilon’,$ $V=$

$W^{400(n+10)\delta}$ .

証明 :(1)4.1により, ある自明な $T,$ $T’$ に対し $86\epsilon$ 単純同型写像 $f$ : $C_{-}\oplus C_{+}\oplus T’arrow T$

が存在する. $C_{-}$ , $c_{+}$ をそれぞれ $C_{-}\oplus T’(X_{-}),$ $C_{+}\oplus T(X-X_{-})$ で置き換え

ることにより $f$ が $C_{-}\oplus c_{+}$ と $T$ の間の $86\epsilon$ 単純同型写像であるとしてよい.

$f’$ を $f$ の $X_{-}\cup X_{0}^{2\cdot 86\epsilon}$ の外への局所化とすると, $f’$ は $X_{-}\cup X_{0}^{86\epsilon}$ 上で幾何的で

$x_{+}-X_{0}^{3\cdot 86\epsilon}$ 上で $f$ に等しい. $T$ の境界射を $f’(d_{C_{-}}\oplus d_{C+})(f’)^{-1}$ に取り替える.

これにより得られる $200\epsilon$ 鎖複体を $E$ とおく. $E$ の境界射は $X_{+}-X_{0}^{400\epsilon}$ では $d_{T}$

に $172\epsilon$ ホモトピックである. ゆえに $f’$ は $c_{-}\oplus 0_{+}$ から $X_{-}\cup X_{0}^{800\epsilon}$ 上の $200\epsilon$ 鎖

複体と自明な鎖複体との直和への $259\epsilon$ 単純同型写像である. $f’$ は $X_{-}\cup X_{0}^{86\epsilon}$ 上

幾何的で半径 $86\epsilon$ を持っから, $f’$ の中の道で $C_{-}$ の基底元から出ているものを捨

て去れば $259\epsilon$ 単純同型写像 $g$ : $c_{+}arrow D_{+}\oplus T’’$ を得る. ただし $D+$ は $p_{X_{0}^{800\epsilon}}$ 上の

$200\epsilon$ 鎖複体で $T”$ は自明な鎖複体 $T(X+-X_{0}^{600\epsilon})$ を表す. $D_{+}$ は強 $1200\epsilon$ 可縮で

$Wh(x_{+}\cup X_{0}^{800\epsilon}, p, n, 1200\epsilon)$ の中で $C+$ と同じ元を表す.

$345\epsilon$ 単純同型写像 $f(1_{C-}\oplus g^{-1})$ : $C_{-}\oplus D+\oplus T’’arrow C_{-}\oplus c_{+}arrow T$ は $T”$ で

恒等写像にホモ トピックであるから, その部分を取り去れば $c_{-\oplus D+}$ から自明
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な鎖複体 $T(X_{-}\cup X_{0}^{600\epsilon})$ への $345\epsilon$ 単純同型写像を得る. ゆえに $-[D_{+}]=[C_{-}]$ が

$Wh(X_{-}\cup X_{0)}^{800\epsilon}p, n, 1200\epsilon)$ で成立する.

(2) $c_{+}$ を切除写像 exc の構成のときのようにとる. すると次の図式の第 2列の

$[c_{+}]$ は $\partial$ の核に属す :

$[c_{+}]\in Wh(x_{+}, x_{+}nx_{1^{n+300)\underline{\partial}}\downarrow^{W,p,n,\epsilon’)}}\epsilon p, n, 90\epsilon)\tilde{K}_{0}(x_{+}\cap\ni\partial[C_{+}]$

$[C_{+}]\in Wh(X+\cup W,$ $X_{0}(p, n, 90\epsilon)\tilde{K}_{0}(W, p, n, \epsilon’)$ $\ni$ $\partial_{+}[C]=0$

ただし縦は包含写像で誘導される写像である. $5.3(2)$ により, $Wh(X_{+}\cup W, p, n, 6)$

の中の元 $[\hat{c}_{+}]$ で, $Wh(X+\cup W, W^{\delta}\cap(X+\cup W),$ $p,$ $n,$
$\delta$ ) の中で $[\hat{c}_{+}]=[C_{+}]$ をみた

すものが存在する. 従って $\delta=6000(9n+34)\epsilon’$ とおくとき, $Wh(X, W^{\delta}, p, n, \delta)$ の

中でも $[\hat{c}_{+}]=[c_{+}]$ となっている.

$\partial_{-}=-\partial_{+}$ であるから $[\hat{C}_{-}]\in Wh(X_{-}\cup W, p, n, \delta)$ で $Wh(X_{-}\cup W,$ $W^{\delta}\cap(X$
- 俺

$W))p,$ $n,$
$6$ ) の中で $[\hat{C}_{-}]=[C_{-}]$ をみたすものが存在する. ただし $\{C_{-}, d_{-}\}$ は

$PX-$ 上の $n$ 次元自由 $90\epsilon$ 鎖複体で $(C_{-})_{r}(X_{-}-X_{0}^{(n+180)\epsilon})=C_{f}(X_{-}-X_{0}^{(n+180)\epsilon})$ ,

$d_{-}=d_{C}$ over $x_{--X_{0}^{(n+270)\epsilon}}$ をみたすものとする. 4.5により, $Wh(X, W^{\delta}, p, n, \delta)$

で $[C]=[C_{-}]+[c_{+}]$ である. ゆえに $Wh(X, W^{\delta}, p, n, \delta)$ で $[C]=[\hat{C}_{-}]+[\hat{c}_{+}]$ となる.

5.3(1) を $[C]-[\hat{C}_{-}]-[\hat{c}_{+}]\in Wh(X, p, n, 6)$ に対し用いると $[D]\in Wh(W^{2001\delta}, p, n,\hat{\epsilon})$

で $i_{*}$ により $[C]-[\hat{C}_{-}]-[\hat{C}_{+}]\in Wh(X, p, n,\hat{\epsilon})$ にうっされるものが存在する. ただ

し $\hat{\epsilon}=9000(9n+34)6$ . 準同型写像

$Wh(X_{-}\cup W^{2001\delta}, p, n,\hat{\epsilon})\oplus Wh(X_{+}\cup W^{2000\delta}, p, n,\hat{\epsilon})arrow Wh(X, p, n,\hat{\epsilon})(j-j_{+})$

は $([\hat{C}_{-}]+[D])[\hat{c}_{+}])$ を $[C]$ にうつす. $W^{2001\delta}$ および $W^{2000\delta}$ を $W^{13\cdot 10^{6}(9n+34)\epsilon’}$ で

置き換えて (2) を得る.
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(3) $5.3(3)$ により元

$[C_{+}]\in Wh(X+\cup W, (x_{+}\cup W)\cap W^{240\epsilon’},$ $p,$ $n,$
$180\epsilon’$ )

$[C_{-}]\in Wh(X_{-}\cup W, (X_{-}\cup W)\cap W^{240\epsilon’},p)n,$ $180\epsilon’$ )

で

$\partial[C_{+}]=$ $[E, q]\in\tilde{K}_{0}((X+\cup W)\cap W^{/}, p, n, \gamma)$

$\partial[C_{-}]=[E, q]\in\overline{K}_{0}((X_{-}\cup W)\cap W’, p, n, \gamma)$

をみたすものが存在する. ただし $W’=W^{180(4n+22)\epsilon’},$ $\gamma=180(12n+70)\epsilon’$ . 定義に

より $\partial[C_{+}]$ (resp. $\partial[C_{-}]$ ) は $(C_{+}, 1)$ (resp. $(C_{-},$ $1)$ ) に $\gamma$ 鎖同値な $pw$’上の $\gamma$ 射影鎖

複体 $(E_{+}, q_{+})$ (resp. $(E_{-},$ $q_{-})$ ) で表される. 3.1 により $pw$ ’ 上の自由 $\gamma$ 鎖複体 $F$ ,

$G$ で

$(E_{+}, q_{+})\oplus(F, 1)\simeq 6\gamma(E_{-}, q_{-})\oplus(G, 1)$

をみたすものがある. ゆえに $8\gamma$ 鎖同値写像 $f$ : $C_{-}\oplus Garrow C_{+}\oplus F$ がある. $C(f)$

は $(n+1)$ 次元強 $72\gamma$ 可縮である. 4.3 の構成を用いて $n$ 次元強 $72\gamma$ 可縮鎖

複体 $\{\overline{C(f}),\hat{d}\}$ を作れ. 構成方法により $\overline{C(f})_{r}(x_{+}-W’)=(c_{+})_{r}(x_{+}-W’)$ かっ

$\hat{d}_{r}=d_{C_{+}}$ over $X+-(W’)^{72\gamma}$ である. ゆえに $\partial+$ は $[\overline{C(f})]\in Wh(X, p_{X}, n, 72\gamma)$ を

$[E, q]$ にうつす. 口

7. $M\cross S^{1}$ の制御ホワイ トヘッド群.

$\pi\cross Z$ のホワイ トヘッ ド群に関して分裂短完全列 :

$0$ $-$
$Wh(\pi)arrow^{i_{!}}Wh(\pi\cross Z)arrow^{B\oplus N_{+}\oplus N-}$

$\tilde{K}_{0}(Z[\pi])\oplus\overline{Ni}1_{0}(Z[\pi])\oplus\overline{Ni}1_{0}(Z[\pi])$ 一一\rightarrow 0

が知られている (Bass [1, XII] ). $c$ こで $i_{!}$ は包含写像 $i$ : $\piarrow\pi\cross Z$ の誘導する

写像. 幾何学的には $B$ はコンパク ト多様体 $M$ から有限 $CW$ 複体 $X$ と $S^{1}$ の直積

へのホモ トピー同値写像 $f$ : $Marrow X\cross S^{1}$ の振れ $\tau(f)$ $\in Wh(\pi\cross Z)$ に $M$ の無限
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巡回被覆 $\overline{M}=f^{*}(X\cross R)$ の 2つの end $\overline{M}^{\pm}=\overline{f}^{-1}(R^{\pm})$ のうち一方の Siebenmann

end olbstruction を対応させて定義される :

$B\tau(f)=[\overline{M}^{+}]=-[\overline{M}^{-}]\in\tilde{K}_{0}(Z[\pi])$ .

$B$ は単射

$\overline{B}$ : $\tilde{K}_{0}(Z[\pi])arrow Wh(\pi\cross Z)$ ; $[P]arrow\tau(z:P[z, z^{-1}]arrow P[z, z^{-1}])$

により分裂される. この分裂写像は Ranicki [20] においては $\tilde{K}_{0}(Z[\pi])$ の $Wh(\pi\cross Z)$

への ‘algebraically significant injection’ と呼んで, ‘geometrically significant injection’

$[P]arrow\tau(-z : P[z, z^{-1}]arrow P[z, z^{-1}])$ と区別される. こちらの写像の像は $Wh(\pi\cross Z)$

の中の transfer invariant な元の作る部分群になっている. [22] においてわれわれ

はこの分裂短完全列の制御付きの場合の類似として次のような「安定」分裂短

完全列を得た :

$0arrow Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow^{i^{+}.}Wh(X\cross S^{1}, p_{X}\cross 1, n, \epsilon)arrow^{B’}\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon’)arrow 0$ .

Nil の項は現れない. この節では直接この「安定」短完全列には触れず, 応用に必

要な次の定理とその系を述べる. 定理に現れる $B$ と上の $B’$ の関係については

[22] を参照されたい.

定理 7.1. $px$ : $Marrow X$ を制御写像とする . 任意の $n>0,$ $\delta>0,$ $\epsilon\geq 18\delta$ に対し次の

可換図式がある :

$Wh(X, p_{X}’, n, 18\delta).\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \delta)\downarrow\downarrow\underline{\overline{B}}$

$Wh(X,p_{X}’, n, \epsilon)\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \kappa_{n}\epsilon)\overline{B}$
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ただし $p_{X}’$ は次の制御写像 :

$p_{X}’$ : $M\cross S^{1}arrow Mprojectionarrow^{p_{X}}X$ ,

縦の写像は制御を緩める安定化写像, そして $\kappa_{n}=90(12n+70)$ とする.

7.1の証明には (上の安定完全列でも用いられている) 次の形の制御写像が

重要である:

$p_{X}\cross 1_{\Delta}$ : $M\cross\Deltaarrow X\cross\Delta$ .

ただし $\Delta\subset R$ または $S^{1}$ . $S^{1}$ は商 $R/Z$ と考え $R$ のリーマン計量から誘導され

る距離を与える. 射影 $Rarrow R/Z=S^{1}$ を $\pi$ と書く. また距離空間の直積にはいわ

ゆる「最大」距離を用いる.

次の補題の条件はややテクニカルであるが, $\Delta$ としてはユーク リッド空間の

中の単体やもっと具体的には区間 $[-s, s]\subset R$ を考え, $PXx\Delta$ としては $PX\cross 1_{\Delta}$ を

思い浮かべていただきたい.

補題 72. $\Delta$ はコンパク ト距離空間であり, $\Delta$ から一点 $v\in\Delta$ への強変形レトラクショ

ン $\{r_{t}\}_{0\leq t\leq 1}$ ですべての $x,$ $y\in\Delta$ $t\in[0,1]$ (こ対し $d(r_{t}(x), r_{t}(y))\leq d(x, y)$ となるもの

があるとする. $p_{Xx\Delta}$ : $Narrow X\cross\Delta$ は制御写像であり, $N$ から\tilde $p_{Xx\Delta}^{-1}(X\cross\{v\})$ への強

変形レトラクション $\{R_{t}\}$ で, $X\cross\Delta$ の $X\cross\{v\}$ への強変形レトラクション{lx $\cross r_{t}$ }

を覆うものがあると仮定する. $PX$ : $p_{Xx\{v\}}^{-1}arrow X\cross\{v\}=X$ を $p_{Xx\Delta}$ の制限とする.

このとき任意の $n\geq 0,$ $\epsilon>0$ に対し同型が成り立つ :

$\tilde{K}_{0}(X\cross\Delta,p_{Xx\Delta}, n, \epsilon)\cong\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, n, \epsilon)$

$Wh(X\cross\Delta, p_{Xx\Delta}, n+1, \epsilon)\cong Wh(X, p_{X}, n+1, \epsilon)$ .

証明 : $\tilde{K}_{0}$ の場合の証明を述べる. 同型写像は

$(R_{1})_{*}$ : $\tilde{K}_{0}(X\cross\Delta,p_{X\cross\Delta}, n, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \epsilon)$



55

で与えられる. 包含写像 $i$ : $p_{Xx\Delta}^{-1}arrow N$ の誘導写像 $i_{*}$ が逆を与える. 合成 $(R_{1})_{*}i_{*}$ は

明らかに恒等写像である. $i_{*}(R_{1})_{*}=1$ を示すには各 $[E, q]\in\tilde{K}_{0}(X\cross\Delta, p_{Xx\Delta}, n, \epsilon)$

に対し $(E, q)$ と $(R_{1})_{\#}(E, q)$ が同じ類を表すことを言えばよい. だがこれは明ら

かである. なぜならば区間の細分 $0=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{N}=1$ を十分細かく取れば

各 $i=0,$ $\cdots,$ $N-1$ に対し $(R_{t_{i}})_{\#}(E, q)$ と $(R_{t;+1})_{E1}(E, q)$ は $\epsilon$ 同型にできるからであ

る. その同型写像はホモ トピー $\{R_{t}\}_{t_{i}\leq t\leq t;+1}$ の跡で与えられる.

$Wh$ の場合も同様 口

7.1の証明: まず準同型写像

$B$ : $Wh(X, p_{X}’, n, \epsilon)$ $–arrow K_{0}(X,p_{X}, n, \kappa_{n}\epsilon)$

を任意の $n>0,$ $\epsilon>0$ に対し定義する. $C$ を $p_{X}’$ : $MxS^{1}arrow X$ 上の $n$ 次元強 $\epsilon$

可縮 $f.g$ . 自由 $\epsilon$ 鎖複体とする. $\tilde{C}$ を $C$ の $1_{M}\cross\pi$ : $M\cross Rarrow M\cross S^{1}$ による引き戻

しとする. $\tilde{C}$ は有限生成ではない. しかし, 次の意味で M-局所有限である: 直積

空間 $M\cross N$ 上の幾何加群が M-局所有限であるとは, 任意の $y\in N$ に対し $N$ に

おける $y$ のある近傍 $U$ で $M\cross U$ が高々有限個の基底元を含むものがとれるこ

とを言う. $M\cross N$ 上の幾何加群鎖複体 $C$ が $M$-局所有限であるとは各 $C_{r}$ が M-

局所有限であることを言う.

定義. $q_{X}$ : $M\cross Narrow X$ を制御写像とする. $\tilde{K}_{0}^{M}(X, qx, n, \epsilon)(n\geq 0)$ および

$Wh^{M}(X, Y, q_{X}, n, \epsilon)(n\geq 1)$ は \S \S 3および 4の定義において有限生成鎖複体のか

わりに M-局所有限鎖複体を用いたものとする.

$\tilde{K}_{0}$ や $Wh$ をそれぞれ $K_{0}^{M}$ や $Wh^{M}$ で置き換えても, 前節までの議論は全く同様

に成り立っ.

$B$ の構成を続ける. $\tilde{C}$ は $X$ で計ると強 $\epsilon$ 可縮であるが, $p_{X}\cross 1_{R}$ : $M\cross Rarrow X\cross R$
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を用いた場合は必ずしもそうではない. しかし構成から、十分大きな数 $\alpha$ に対

し, 強 $\alpha$ 可縮になっている。 $K$ を正の数とし, 1 次関数 $\varphi^{K}$ : $Rarrow R$ ; $x-\succ x/K$

を考える. もし $K$ が十分大ならば $\varphi_{\#}^{R’}(\tilde{C})$ は $p_{X}\cross 1_{R}$ 上の M-局所有限 $n$次元強 $\epsilon$

可縮な自由 $\epsilon$ 鎖複体となり, $Wh^{M}(X\cross R, p_{X}\cross 1_{R}, n, \epsilon)$ の元を表す. $B([C])$ をこ

の元の次の写像による像と して定義する :

$Wh^{M}(X\cross R, p_{X}\cross 1_{R}, n, \epsilon)arrow^{\theta_{+}}\tilde{K}_{0}^{M}(X\cross J,p_{X}\cross 1_{J}, n, \kappa_{n}\epsilon)$

$=\tilde{K}_{0}(X\cross J,p_{X}\cross 1_{J}, n, \kappa_{n}\epsilon)arrow\underline{\simeq}\tilde{K}_{0}(X,p_{X}, n, \kappa_{n}\epsilon)$ .
ただし $\partial_{+}$ は $X\cross$ $(R;(-\infty, 0$]

$,$

$[0, \infty$ )) のマイヤー. ビー トリス列の連結準同型

写像で, $J$ はある区間 $[-s, s]$ , そして最後の写像はレトラクショ ン $M\cross Jarrow M$

によって誘導される 7.2 の同型写像とする. 最後にレトラクショ ンがあるので

$[\varphi_{\#}^{A’}(\tilde{C})]$ の $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \kappa_{n}\epsilon)$ の中の像は, $C$ を固定したとき, 縮小に用いた $K$ に

は無関係となる. $[C]=[C’]\in Wh(X, p_{X}’, n, \epsilon)$ と仮定しよう. 十分大きな $K$ を使

えば $Wh^{M}(X\cross R, px\cross 1_{R}, n, \epsilon)$ の中で $[\varphi_{\#}^{A’}(\tilde{C})]=[\varphi_{\#}^{R’}(\tilde{C}’)]$ となる. ゆえに $B$ は

well-defined である. 準同型写像になることは明らかである.

次に

$\overline{B}$ : $\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, \delta)arrow Wh(X, p_{X}’, n, 18\delta)$

を任意の $n>0,6>0$ に対して定義する. $(A, p)$ を $p_{X}$ 上の 6射影加群とし,

$P=\pi(0)\in S^{1}$ で生成される $S^{1}$ 上の幾何加群 $D=Z[\{P\}]$ を考える. 道 $t$ : $[0,1]arrow R$

を $t(\theta)=\theta(0\leq\theta\leq 1)$ で定め, $z$ を $P$ から $P$ への道 $(P, \pi ot : [0,1]arrow S^{1}, P)$ とす

る. 準同型写像 $\overline{B}_{0}$ を次式で定める:

$\overline{B}_{0}$ : $I^{\sim_{0}}\zeta(X,p_{X)}6)$ 一一一\rightarrow Wh(X, $p_{X}’,$ $2\delta$ ) ;

$[A, p]arrow[f_{p}=(1-p)\otimes 1+p\otimes z : A\otimes Darrow A\otimes D]$ .
幾何加群のテンソル積や幾何射のテンソル積は山崎 [26] に定義されてい

る. 簡単に復習 しておく. $Z[R],$ $Z[S]$ をそれぞれ $M$ および $N$ 上の幾何加群
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とする. その テンソル積 $Z[R]\otimes Z[S]$ は $Z[R\cross S : |R|\cross|S|arrow M\cross N]$ で定める.

$r=(|r|, [r])\in R$ と $s=(|s|, [s])\in S$ に対し, $R\cross S$ の元 $((|r|, |s|),$ $([r], [s]))$ を $r\otimes s$

と書く. $r\in R$ から $r’\in R’$ への道 $(r, \rho : [0, \tau]arrow M, r’)$ と $s\in S$ から $s’\in S’$ へ

の道 $(s, \sigma : [0, \tau’]arrow N, s’)$ に対し, それらの テンソル積 $(r, \rho, r’)\otimes(s, \sigma, s’)$ を道

$(r\otimes s, \rho\otimes\sigma, r’\otimes s’)$ で定義する. 但し $\rho\otimes\sigma$ : $[0, \tau+\tau’]arrow M\cross N$ は次の合成道と

する:

$\rho\otimes\sigma(x)=\{\begin{array}{l}(\rho(x),\sigma(0)(0\leq x\leq\tau)(\rho(\tau),\sigma(x-\tau))(\tau\leq x\leq\tau+\tau^{/})\end{array}$

幾何射のテンソル積はこれを双線形に拡張して定義する. 一般に等式ではなく,

ホモ トピー $(f’\otimes g’)(f\otimes g)\sim f’f\otimes g’g$ が成り立っ.

$\overline{B}_{0}$ の構成に戻る. $f_{p}$ が $X$ で計って $\delta$ 同型写像になることは容易にわかる;

逆は $(1-p)\otimes 1+p\otimes z^{-1}$ で与えられる. 自由加群 $(E, 1_{E})$ を $(A, p)$ に直和すると

$f_{p\oplus 1_{E}}=f_{p}\oplus(1_{E}\otimes z)$ は $f_{p}$ と同じ元を表す. 次に $g:(A, p)arrow(A’, p’)$ が $\delta$ 射影加群

の間の $\delta$ 同型写像と し, $g^{-1}$ をその逆とする. $\delta$ 同型写像 $F$ : $(A\otimes D)\oplus(A’\otimes D)arrow$

$(A\otimes D)\oplus(A’\otimes D)$ を

$F=$ $(\begin{array}{ll}(1-p)\otimes 1 g^{-1}\otimes 1g\otimes 1 (1-p’)\otimes 1\end{array})$ $(F^{2}\sim 2\delta 1)$ ,

と定義すると, ホモ トピー

$(1\oplus f_{P’})F\sim 5\delta F(f_{p}\oplus 1)$

を得る. 4.8により $Wh(X, p_{X}’, 2\delta)$ で $[f_{p}’]=[f_{p}]$ が成り立っ. ゆえに $\overline{B}_{0}$ は well-defined

である. 求める $\overline{B}$ は次の合成で定義する :

$\tilde{K}_{0}(X, p_{X}, n, 6)arrow\sigma\tilde{K}_{0}(X, px, 9\delta)arrow Wh(X, p_{X}’, 186)\overline{B}_{0}arrow lWh(X, p_{X}’, n, 18\delta)$ .

7. 1 の図式の可換性は容易に確かめることができる. $\square$
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7.1を用いて 6.2(2) を書き換える. $p_{X},$ $X_{+},$ $X_{-},$ $X_{0}$ を \S 6のようにとる. 与え

られた $\epsilon>0$ に対し $X$ の閉集合 $W$ を $X_{0}^{4\infty(n+10)\epsilon}$ を含むようにとり, $\epsilon’’$ を $18\kappa_{n}\epsilon$

以上の任意の正の数とする. $p_{W}’$ を次の合成とする :

$p_{X}^{-1}(W)\cross S^{1}arrow p_{X}^{-1}projection(W)arrow Wpx$ .

$\overline{\partial}_{+}$ : $Wh(X, px, n, \epsilon)arrow Wh(W, p_{W}’, n, \epsilon’’)$ を次の合成で定義する:

$Wh(X,p_{X}, n, \epsilon)arrow\tilde{K}_{0}(W, p_{W}, n, \epsilon’’/18)\partial_{+}arrow\overline{B}Wh(W, p_{W}’, n, \epsilon’’)$ .

このとき次の合成は $0$ である:

$Wh(X_{-}, p_{X-}, n, \epsilon)\oplus Wh(X_{+},p_{X_{+}}, n, \epsilon)arrow Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)(j-j+)$

$arrow Wh(W, p_{W}’, n, \epsilon’’)\text{\^{o}}_{+}-$ .

系 73. $ker\overline{\partial}_{+}$ の制御を緩める安定化写像

$Wh(X, p_{X}, n, \epsilon)arrow Wh(X, p_{X}, n,\hat{\epsilon})$

による像は, $\hat{\epsilon}\geq 54\cdot 10^{6}(9n+34)^{2}\kappa_{n}\epsilon’’$ かつ $\hat{W}\supset W^{13\cdot 10^{6}(9n+34)\kappa_{n}\epsilon’’}$ のとき

$(j_{-}j_{+})$ : $Wh(X_{-}\cup\hat{W}, p, n,\hat{\epsilon})\oplus Wh(X+\cup\hat{W}, p, n,\hat{\epsilon})arrow Wh(X,p_{X}, n,\hat{\epsilon})$

の像に入る.

$\pi$ Bfl : 6.2 と 7.1’、ら明らか 口

これは次の節で制御ホワイ トヘッ ド振れの安定的消滅定理を示すのに用いられる.

8. ビートリス型消滅定理.



59

non-connective な一般ホモロジー 理論 $h_{*}$ におけるビー トリスの定理とは次の

ようなものである: よい性質をもっ空間 (例えば多面体) の間の写像 $p$ : $Marrow K$

による各点の逆像が次元 $\leq 1$ で $h_{*}-$非輪状

$h_{-k}(p^{-1}(v)arrow\{v\})=0(v\in K, k\geq-1)$

ならば $p$ は次元 $\leq 1$ で $h_{*}-$同型である:

$h_{-k}(p)=0(k\geq-1)$ .

この節の題のビー トリス型消滅定理とは次のようなものをいう: ある程度よい

性質を持っ制御写像 $PK$ : $Marrow K$ が

$Wh_{-k}(\pi_{1}(p_{K}^{-1}(v)))=0(v\in K, k\geq-1)$

をみたせば, 任意の $\epsilon>0,$ $n>0$ に対しある $6>0$ が存在して, 制御を緩める安定

化写像

$Wh_{-k}(K, p, n, \delta)arrow Wh_{-k}(K, p, n, \epsilon)(k\geq-1)$

が零写像になる. 本稿では lower Wh-群 $Wh_{-k}(k\geq 0)$ を表面に出すことは避ける.

$k$ 次元トーラス $T^{k}=(S^{1})^{k}$ との直積を考えて, 前節の Bass-Heller-Swan 型の分裂

写像を用いた議論で代用する. 例えば上に述べた仮定は少し強めて「各 $v\in K$ ,

$k\geq 0$ に対し $Wh(\pi_{1}(p_{K}^{-1}(v))\cross Z^{k})=0$ 」 の形にする. lower $Wh$-群 $Wh_{-k}$ を用い

た議論は [22] にある. 制御 lower $K$-理論に関しては [21] が詳しい。

制御振れ群に関するビー トリス型定理から次のことがわかる. 連結かっ局所

1連結な空間 $M$ から連結コ ンパク ト $ANR$ 距離空間 $X$ への制御写像 $p_{X}$ : $Marrow X$

と任意の $n\geq 0$ に対して, ある $\delta>0$ が存在して「制御を忘れる」アセンブリ写像

$Wh(X, p_{X}, n+1,6)$ 一一一\rightarrow Wh(\pi l $(M)$ )

$\tilde{K}_{0}(X,px, n, \delta)$ $-$ $\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(M)])$
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の像は次の写像の核に入る :

$(p_{X})_{*}$ : $Wh(\pi_{1}(M))arrow Wh(\pi_{1}(X))$

$(p_{X})_{*}$ : $\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(M)])arrow\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(X)])$ .

これらはもともと Chapman や Ferry によって, もっと幾何的な方法で証明された.

$K$ を有限多面体とし制御写像 $FK$ : $Marrow K$ は iterated mapping cylinder

structure (Hatcher [11]) を持っと仮定する. さらに各頂点 $v\in K$ に対し

$Wh(\pi_{1}(p_{K}^{-1}(v))\cross Z^{k})=0(k\geq 0)$

と仮定する. 各 $k\geq 0$ に対し $p_{K}^{(k)}$ を次の合成で定義する:

$p_{R’}^{(k)}$ : $M\cross T^{k}arrow Marrow K$ .
射影 $p_{K}$

すると $p_{K}^{(k)}$ も $p_{K}$ のものから誘導された iterated mapping cylinder structure をも

ち, 同様なホワイ トヘッ ド群に関する仮定を満たす.

定理 8.1. $p_{K}$ は上の仮定をみたすとする. 任意の $n>0$ と $\epsilon>0$ に対し, ある $\delta>0$ が

存在して制限を緩める安定化写像

$Wh(K,p_{K}^{(k)}, n, 6)arrow Wh(K, p_{A’}^{(k)}, n, \epsilon)$

はすべての $k\geq 0$ に対し零写像となる.

証明 : 単体的複体 $L$ の中の単体の個数を $\#(L)$ で書く ことにする. $PK$ と $n>0$ を

固定する. 正数の上で定義された正値な関数列 :

$(\epsilon\geq)\delta_{1}(\epsilon)\geq\delta_{2}(\epsilon)\geq 6_{3}(\epsilon)\geq\cdots(>0)$

で, 次の条件を満たすものを帰納的に構成する.
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$L$ が $K$ の部分複体で $\#(L)\leq l$ ならば, 制御を緩める安定化写像

$Wh(L,p_{L}^{(k)}, n, \delta_{l}(\epsilon))arrow Wh(L,p_{L}^{(k)}, n, \epsilon)$

はすべての $k\geq 0$ とすべての $\epsilon>0$ に対し $0$ である. ただし $p_{L}^{(k)}$

$(k)$
は $p_{K}$ の $L$ への制限を表す.

定理はこれの特別な場合 $(L=K)$ になっている.

$l=1$ すなわち $L$ が一点 $\{v\}$ の時は $\delta_{1}(\epsilon)=\epsilon$ とすればよい. なぜなら任意の

$\gamma>0$ に対し

$Wh(\{v\}, p_{\{v\}}^{(k)}, n, \gamma)=Wh(\pi_{1}(p_{K}^{-1}(v)\cross T^{k}))=0$

であるから. 帰納的に $\delta_{1},$

$\ldots,$
$\delta_{l-1}$ をすでに構成したとする. $L$ を $K$ の部分複

体で $\#(L)\leq l$ と仮定する. $\Delta$ を $L$ の単体で, 他の単体の面単体でないものとす

る. (以下では単体的複体とその表す多面体とをあまり区別しないで記す. ) す

ると $L$ は $L+=\Delta$ と $L_{-}$ $=$ L–interior(A) の和集合になっている. 両者の交わり

は $L_{0}=\partial\Delta$ である. $\#(L_{0})<l,$ $\#(L_{-})<l$ であるから安定化写像

$Wh(L_{0}, p_{L_{0}}^{(k)}, n, \delta_{l-1}(\epsilon))arrow Wh(L_{0}, p_{L_{0}}^{(k)}, n, \epsilon)$

$Wh(L_{-}, p_{L-}^{(k)}, n, \delta_{l-1}(\epsilon))arrow Wh(L_{-}, p_{L-}^{(k)}, n, \epsilon)$

は, 帰納法の仮定から, すべての $\epsilon>0$ とすべての $k\geq 0$ に対し $0$ である. この

事実は $L+$ に対しても成り立っている. なぜなら 7.2. によって, すべての $\gamma\geq 0$ ,

$k\geq 0$ に対し

$Wh(L_{+}, p_{L+}^{(k)}, n, \gamma)\cong Wh(\{v\},p_{\{v\}}^{(k)}, n, \gamma)=0$

であるから.

さて $\epsilon>0$ を固定する. $L_{0}$ の $L$ における正則近傍を $\hat{N}$ と書く. ただし部

分複体の正則近傍とは十分細かい重心細分を取ったときの星状近傍のこととす
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る. このとき正則近傍からその部分複体への強変形レトラクションで, $PK$ によ

る逆像における強変形レトラクショ ンで覆われるものが存在する. $\{r_{t}\}_{0\leq t\leq 1}$ が

$L_{-}\cup\hat{N}$ から $L_{-}$ への強変形レトラクション, $\{\tilde{r}_{t}\}$ が, それを覆う $p_{K}^{-1}(L_{-}\cup\hat{N})$ か

ら $p_{K}^{-1}(L_{-})$ への強変形レトラクショ ンとする. これにより $(p_{K}^{(k)})^{-1}(L_{-}\cup\hat{N})$ から

$(p_{K}^{(k)})^{-1}(L_{-})$ への強変形レトラクショ ン $\{\tilde{r}_{t}^{(k)}=\tilde{r}_{t}\cross 1_{T^{k}}\}$ が誘導される. 7.2の状

況とは異なり, $r_{t}$ は距離を増大させる可能性がある. しかし $L_{+}\cap\hat{N}$ はコンパク

トだからある正の数 $\delta^{-}(\epsilon)(\ll 6_{l-1}(\epsilon))$ が存在して, 次の図式がすべての $k\geq 0$ に

対し可換となる:

Wh(L一 $\cup\hat{N},$ $p^{(k)},$
$n,$ $\delta^{-}(\epsilon)$ ) $-Wh$( $L$

一

$\cup\hat{N},$ $p^{(k)},$
$n,$ $\epsilon$ )

$(\tilde{r}_{1}^{(k)})_{*}\downarrow$ $|i_{*}$

$Wh(L_{-}, p^{(k)}, n, 6_{l-1}(\epsilon))$ $Wh(L_{-},p^{(k)}, n, \epsilon)$

すべての $k\geq 0$ に対し第 2行は零写像だから第 1行も零写像である. 同様に, あ

る正の数 $\delta^{+}(\epsilon)$ が存在して

$Wh(L+\cup\hat{N}, p^{(k)}, n, \delta^{+}(\epsilon))arrow Wh(L+\cup\hat{N},p^{(k)}, n, \epsilon)$

がすべての $k\geq 0$ に対し零写像となる. $\hat{\delta}(\epsilon)=\min\{\delta^{+}(\epsilon), \delta^{-}(\epsilon)\}$ とおき, 正の数 $\gamma$

を次の 2条件を満たすように十分小さくとる:

1. 54 $\cdot 10^{6}(9n+34)^{2}\kappa_{n}\gamma\leq\hat{\delta}(\epsilon)$

2. $L_{0}$ の $L$ における十分小さい正則近傍 $N$ に対し,

$N^{13\cdot 10^{6}(9n+34)\kappa_{n}\gamma}\subset\hat{N}$

が成り立っ

前と同じように正値関数 $\delta^{0}(\alpha)$ で, 全ての $\alpha>0$ と $k\geq 0$ に対して

$Wh(N,p^{(k)}, n, \delta^{0}(\alpha))arrow Wh(N, p^{(k)}, n, \alpha)$
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が零写像となるものが存在する. $\delta^{L}(\epsilon)>0$ を, 次の 2条件を満たすように十分小

さく選ぶ :

1. $6^{L}(\epsilon)<\delta^{0}(\gamma)/18\kappa_{n}$

2. $N\supset L_{0}^{300(n+10)\delta^{L}(\epsilon)}$

ただし $\gamma$ は上で選んだもの.

次の可換図式を考える.

この図式をたどって, 安定化写像

$Wh(L, p_{L}^{(k)}, n, \delta^{L}(\epsilon))arrow Wh(L, p_{L}^{(k)}, n, \epsilon)$

がすべての $k\geq 0$ に対して零写像であることが簡単に確かめられる. $K$ の部分

複体 $L$ で $\#(L)\leq l$ をみたすものは有限個だから $\delta_{l}(\epsilon)$ を $\min\{\delta^{L}(\epsilon)|\#(L)\leq l\}$ とお

くことが出来る. 以上で帰納法のステップが進行し, 定理が証明された 口

系 82. $p_{K}$ を上と同じとする. 任意の $n\geq 0$ と $\epsilon>0$ に対しある $\delta>0$ が存在して

$\tilde{K}_{0}(K,p_{K}^{(k)}, n, \delta)arrow\tilde{K}_{0}(K, p_{K}^{(k)}, n, \epsilon)$

がすべての $k\geq 0$ に対し零射像となる.
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証明 : $n>0$ の時は 8.1 と 7.1. から直ちに示される. $n=0$ の場合は $n=1$ から得

られる. 口

次は Ferry [10, Cor.3.2] の代数版である.

系 83. $X$ はヒルベルト立方体 $I^{\infty}$ に埋め込まれた連結コンパク ト $ANR$ 距離空間とす

る. 任意の $n\geq 0$ と $\epsilon>0$ に対しある $\delta>0$ が存在して安定化写像

$\tilde{K}_{0}(X, 1_{X}, n, \delta)arrow I^{\sim}\zeta_{0}(X, 1_{X}, n, \epsilon)$ , $Wh(X, 1_{X}, n+1, \delta)arrow Wh(X, 1_{X}, n+1, \epsilon)$

は共に零写像となる. 従ってある $\delta_{X,n}>0$ に対し,「制御を忘れる」アセンブリ写像

$I^{\sim_{0}}\zeta(X, 1_{X}, n, \delta_{X,n})arrow\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(X)])$ , $Wh(X, 1_{X)}n+1, \delta_{X,n})arrow Wh(\pi_{1}(X))$

は共に零写像である.

証明 : $X$ に対しある近傍 $U$ とレトラクショ ン $r$ : $Uarrow X$ が存在する. $I^{N}$ の余次

元 $0$ の $PL$ 部分複体 $K$ が存在して, $U$ が $K\cross I^{\infty-N}$ という形をしていると仮定

しても一般性を失わない. (ヒルベル ト立方体の因子である区間は, 先に行けば

行くほどどんどん短くなっていくから. ) $m=n+1$ とおく. $U$ のコンパク ト性

から, $r$ はある $\gamma>0$ に対して準同型写像

$r_{*}$ : $Wh(U, 1_{U}, m, \gamma)$ – $arrow Wh(X, 1_{X}, m, \epsilon)$

を誘導する. $Wh(Z^{k})=0$ (Bass-Heller-Swan [2]) であるから $1_{K}$ : $Karrow K$ に対し

て 8.1 を適用できる. 従って, ある $\delta>0$ に対し準同型写像 $Wh(K, 1_{R’}^{(k)}, m, \delta)arrow$

$Wh(K, 1_{JK}^{(k)}, m, \gamma)$ はすべての $k\geq 0$ で零写像となる. $r’$ : $U=K\cross I^{\infty-N}arrow K$ を

射影, $i’$ : $K=K\cross(0, O, \ldots)arrow U$ を包含写像とする. これらは 72 により $Wh$ で

の互いの逆写像を誘導する. 次の図式は可換である.
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$Wh(X, 1_{X}^{(k)}, m, \delta)Wh(U, 1_{U}^{(k)}\underline{i_{*}} , m, \delta)\div Wh(K, 1_{R’}^{(k)}, m, \delta)$

$Wh(X, 1^{(k)}, m, \epsilon)Wh(U, 1_{U}, m, \gamma)\div\downarrow_{x\overline{r_{*}}}\downarrow_{(k)}0\downarrow_{(k)}Wh(K,1_{A’}, m, \gamma)$

ここで縦の写像は安定化写像である. ゆえに, 縦の写像はすべて零射像である.

さて $\epsilon=1,$ $k=0$ そして $\delta_{X,n}$ を対応する $\delta$ とする. アセンブリ写像 $Wh(X$,

$1_{X},$ $n+1,$ $\delta_{X}$ ) $arrow Wh(\pi_{1}(X))$ は $Wh(X, 1_{X}, n+1,1)$ を経由するので, やはり零射

像である.

$\tilde{K}_{0}$ の場合の主張 (おそらくさらに小さい $\delta_{X,n}$ を必要とする) は上の $k=1$

の場合と 7.1から示される. $\square$

次は Chapman [5, Theorem 1’] の代数版である.

系 84. $p_{X}$ : $Marrow X$ は連結かつ局所単連結な空間 $M$ から $I^{\infty}$ に埋め込まれた連結コ

ンパク ト $ANR$ 距離空間 $X$ への制御写像を固定する. 任意の $n\geq 0$ に対しある $\delta>0$

が存在し,「制御を忘れる」アセンブリ写像

$Wh(X, p_{X}, n+1, \delta)arrow Wh(\pi_{1}(M))$

$I^{\sim_{0}}\zeta(X,px, n, \delta)$ 一一一\rightarrow Ko(Z $[\pi_{1}(M)]$ )

の像は
$(p_{X})_{*}$ : $Wh(\pi_{1}(M))arrow Wh(\pi_{1}(X))$

$(p_{X})_{*}$ : $\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(M)])arrow I^{\sim_{0}}\zeta(Z[\pi_{1}(X)])$

のそれぞれの核に入る.

証明 : $\delta_{X,n}$ を 83のようにとる. ホワイ トヘッ ド群に関する主張は次の可換図式

から明らかである.
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$Wh(X, p_{X}, n+1, \delta_{X,n})Wh(X, 1_{X}, n\underline{(p_{X})_{*}}+1, \delta_{X,n})$

$\downarrow$ $\downarrow 0$

$Wh(\pi_{1}(M))Wh(\pi_{1}\overline{(p_{X})_{*}}(X))$

$\tilde{K}_{0}$ の場合も同様. 口

9. 制御 finiteness obstruction と制御擬れ.

この節では横断的 $CW$ 複体と \S 3 および \S 4 の制御付きの群を用いて制

御 finiteness obstruction と振れを定義する. Chapman [6, \S \S 5,7] は制御 finiteness

obstruction と制御振れを幾何的に定義される群の中に定義した. ここではそれ

との関係については触れない.

まず「横断的」な $CW$複体の理論を述べる. $K$ を $CW$ 複体とする. K(りでそ

の $k$ 骨格を表す. 滑らかな (境界付き) $k$ 次元多様体からの写像 $f$ : $(M^{k}, \partial M)arrow$

$(K^{(k)}, K^{(k-1)})$ が $k$ 胞体に対し横断的であるとは, $K$ の各開 $k$ 胞体 $e^{k}$ に対し $f^{-1}(e^{k})$

が $M$ の中の有限個の閉 $k$ 球体 $B_{j}^{k}$ の内部の非交和であり, さらに $k$ 球体 $D^{k}$ へ

の同相写像 $\psi_{i}$ : $B_{i}^{k}arrow D^{k}$ で各 $i$ に対し $\theta_{e^{k}}0\psi_{i}=f|B_{i}^{k}$ となるものが存在するこ

とをいう. ここで $\theta_{e^{k}}$ ; $D^{k}arrow K$ は閉 $k$ 胞体 $\overline{e}^{k}$ の特性写像とする. 任意の連続写

像 $f$ : $(M^{k}, \partial M)arrow(K^{(k)}, K^{(k-1)})$ は $k$ 胞体に横断的な写像に rel $\partial$ でホモ トピッ

クである.

$CW$ 複体 $K$ が横断的であるとは, 各 $k$ および各 $(k+1)$ 胞体に対し, その接

着写像 $\varphi$ : $S^{k}arrow K^{(k)}$ が $k$ 胞体に対し横断的であることをいう. 任意の有限 $CW$

複体は横断的な $CW$ 複体に単純ホモ トピー同値である. 横断的な $CW$ 複体の細

分 (Milnor [14]) も横断的である.

横断的な $CW$ 複体の間の胞体写像 $f$ : $Karrow L$ が横断的であるとは, $K$ の各胞
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体 $e^{k}$ に対し, 合成

$(D^{k}, S^{k-1})arrow^{\theta}(K^{(k)}, K^{(k-1)})arrow^{f}(L^{(k)}, L^{(k-1)})$

が $k$ 胞体に対して横断的であることをいう. ここで $\theta$ は $e^{k}$ の特性写像である. 任

意の連続写像は横断的な胞体写像にホモ トピックである.

横断的な胞体写像 $f$ : $Karrow L$ は鎖写像 $f_{\%}$ : $f_{\#}C(K)arrow C(L)$ を誘導する. こ

こで $C(-)$ は Quinn [17] の幾何加群の胞体的鎖複体を表す. また fti (-) は $f_{\#}$ を

幾何加群および境界幾何射に適用して得られた幾何加群鎖複体を表す. 例えば,

$f_{\#}C_{k}(K)$ は $K$ の $k$ 胞体の中心の $f$ による $L$ での像によって生成される. $f_{\%}$ は以

下の様にして定義される. 各 $K$ の $k$ 胞体に対し特性写像 $\theta$ : $D^{k}arrow K$ を考える.

$D^{k}$ の中で中心から出発して $f\theta$ による $L$ の $k$ 胞体の逆像たちで終る半径に沿っ

た道を作る. 各道には, その道の終点の近傍で $f\theta$ が向きを保つ時に $+1$ , 向きを

逆にするときに $-1$ の係数を与える. 鎖写像 $f_{\%}$ はこれらの道の $L$ の中の像に,

割り当てられた係数をっけたものの和で定める. これが実際鎖写像になっている

ことは, 横断性の議論により容易に示すことができる.

二っの横断的な胞体写像 $f,$ $g$ がホモ トピックのとき, 次の鎖ホモ トピー可換

な図式を得る.

$g_{\#}C(K)$

縦の写像はホモ トピーにより与えられる幾何的な同型写像である.

$f$ : $Karrow L$ $g$ : $Larrow M$ が共に横断的な胞体写像ならばその合成 $gf$ : $Karrow M$
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も横断的な胞体写像であり, $(gf)_{\%}\sim g\%g\#(f_{\%})$ が成り立っ.

以上の準備のもとで制御ホモ トピー同値写像 (Chapman [6, $p.2|$ ) の制御振

れを定義する.

$K,$ $L$ を $n$ 次元横断的有限 $CW$ 複体とし, $L$ には距離空間 $X$ への制御写像

$p_{X}$ : $Larrow X$ が与えられているとする. $p_{X}^{-1}(\epsilon)$ ホモ トピー同値写像 $f$ : $Karrow L$

の振れ $\tau(f)\in Wh(X, p_{X}, n+1,108\epsilon)$ を定義する. (われわれの応用ではこの元の

存在のみが重要なので, well-definedness に関しては一切考慮しない. ) 必要なら

ば $K$ および $L$ を細分して $X$ における各胞体の ( $K$ の場合は $p_{X}f$ による, また

$L$ の場合は $px$ による) 像の直径が $\epsilon/10$ 以下とする. $L$ は Quinn [17] の意味で

“saturated” である. ゆえに $f$ は横断的な $p_{X}^{-1}(2\epsilon)$ ホモ トピー同値 $f’$ : $Karrow L$ に

$p_{X}^{-1}(\epsilon)$ ホモ トピックであり, 横断的な $p_{X}^{-1}(2\epsilon)$ ホモトピー逆写像 $g’$ : $Larrow K$ があ

るとしてよい. $f_{\#}’C(K)$ と $C(L)$ はともに自由 $\epsilon$ 鎖複体である. $f’$ の誘導する $2\epsilon$

鎖写像

$F=f_{\%}’$ : $f_{\#}’C(K)arrow C(L)$

と, 次の合成 $4\epsilon$ 鎖写像

$G$ : $C(L)arrow^{\simeq\underline}f_{\#}’g_{\#}’C(L)arrow^{f_{\#}’(g_{\%}’)}f_{\#}’C(K)$

を考える. ただし合成の最初の写像はホモ トピー $1\simeq f’g’$ の誘導する幾何的 $2\epsilon$ 同

型写像である. このと き $FG$ は 1: $C(L)arrow C(L)$ に $4\epsilon$ 鎖ホモトピックである. 一方

$10\epsilon$ 鎖ホモ トピー $GF\lambda\simeq 1$ の存在も容易にわかる. ただし $\lambda$ : $f_{\#}’C(K)arrow f_{\#}’C(K)$

は次のホモ トピーの誘導する $4\epsilon$ 同型写像である.

$f’=f’1_{L’}\simeq f’(g’f’)=(f’g’)f’\simeq 1_{L’}f’=f’$ .

と ころがこのホモトピーは $2\epsilon$ 鎖ホモ トピー $f_{\%}\lambda\simeq f_{\%}’$ を引き起こすので, 実は

$GF\simeq 6\epsilon 1$ となる. よって $F$ は $6\epsilon$ 鎖同値写像でその振れは $Wh(X, p_{X}, n+1,54\epsilon)$
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に定まる.「制御を忘れる」アセンブリ写像によるこの元の $Wh(\pi_{1}(X))$ におけ

る像は通常のホワイ トヘッ ドの換れ $\tau(f)$ である.

次に制御された domination を持つ空間の制御 finiteness obstruction を定める.
$d$

$K$ および $M$ を $n$ 次元横断的 $CW$複体とし, K $M$ を制御写像 $PX$ : $Marrow X$

に関する $M$ の $p_{X}^{-1}(\epsilon)$ domination $(du\simeq 1 :Marrow M)$ で $d,$ $u$ 共に横断的とする. こ

の時, $C(M)$ は $d_{\#}C(K)$ により $2\epsilon$ dominate されている. 従って 3.1により $(C(M), 1)$

は $n$ 次元 $(2n+6)\epsilon$ 射影鎖複体に $(4n+8)\epsilon$ 鎖同値である. この複体の射影類が制御

finiteness obstruction $[M]\in I^{\sim_{0}}\zeta(X, px, n, (2n+6)\epsilon)$ である. (または L\"uck-Ranicki

[13] の instant finiteness obstruction の公式を, $ud\simeq(ud)^{2}$ : $Karrow K$ により誘導さ

れる制御鎖ホモトピー idempotent に対して用いてもよい. ) $I\zeta_{0}(Z[\pi_{1}(M)])\sim$ の中

の, この元の制御を忘れるアセンブリ像は通常の Wall finiteness obstruction $[M]$

である.

10. 換れの位相不変性と有限性定理.

最終節では \S 8 のビー トリス型定理と \S 9 の制御振れおよび制御 finiteness

obstruction を用いて同相写像の振れが $0$ であること, およびコンパク ト $ANR$ の

finiteness obstruction が $0$ であることの証明を与える.

定理 101. (振れの位相不変性) 有限 $CW$ 複体の間の同相写像は単純である.

定理 102. (ボルスク予想) コンパク ト $ANR$ 距離空間は有限多面体とホモトピー同

値である.

これらは最初 Chapman [3] および West [24] によりそれぞれ証明された.

10.1 の証明: $f$ : $Karrow L$ を有限 $CW$ 複体の間の同相写像とする. そのホワイ

トヘッ ドの振れ $\tau(f)$ が $0$ であることを示す. $L$ はヒルベル ト立方体に埋め込
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まれており, $K$ と $L$ は横断的であると仮定しても一般性を失わない. さらに,

ホワイ トヘッ ドの振れは組合せ的に不変であるから (Whitehead [25], Milnor [14],

Cohen [7]), $K$ や $L$ をその細分 $K’,$ $L’$ でそれぞれ置き換えてもよい. $f$ を横断

的な胞体写像 $f’$ で置き換える. \S 9 で見たように, ある $\delta>0$ に対し $C(f_{\%}’)$ は

$Wh(L’, 1_{L’}, \delta)=Wh(L, 1_{L}, \delta)$ の元を定め, その元は制御を忘れるアセンブリ写像

で $Wh(\pi_{1}L)$ の中の振れ $\tau(f)$ に移される. 十分細かい細分と十分近い近似 $f’$ を

選べば $\delta$ はいくらでも小さくできる. 従って 8.3により $\tau(f)$ は $0$ である 口

102の証明: $X$ はヒルベル ト立方体の部分空間としても一般性を失わない. $X$

はある近傍のレトラク トになっている. そのレトラクショ ンを $r$ : $Varrow X$ とする.

十分大きい $N$ を選べば, $K\cross I^{\infty-N}$ の形をしたより小さい近傍 $U\subset V$ がとれる.

ただし $K$ は $I^{N}$ の余次元 $0$ の $PL$ 部分多様体である. $j$ : $Xarrow K$ を次の合成で定

める:

包含写像 射影
$j$ : $X$ $arrow$ $U$ $arrow$ $K$ .

また, $f$ : $Karrow X$ を次の合成とする:

包含写像 $r$

$f$ : $K$ $=$ $K\cross 0$ $arrow$ $U$ $arrow$ $X$ .

すると $f$ : $Karrow X$ は $X$ の finite domination であり, ホモ トピー : $k_{t}$ : $1_{X}$ $\simeq fj$ が

ある. $p:Karrow K$ を if の横断的な胞体写像による近似とし, $h_{t}$ : $jf\simeq p$ をその

ホモ トピーとする. $p_{*}$ : $f_{\#}C(K)arrow f_{\#}C(K)$ を次の合成で定める.

$f_{\#}C(K)arrow^{\simeq\underline}f_{\#}p_{\#}C(K)arrow f_{\#}C(K)f_{\#}(p\%)$

但し最初の写像は次のホモ トピーの誘導する幾何的同型写像である:

$H_{t}$ : $fk_{t,\simeq^{J}}fjffh\simeq^{t}fp$ .
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ホモ トピー $K_{t}$ : $p^{2}\simeq jfjf\simeq jf\simeq p$ は $p_{*}^{2}$ と $p_{*}\lambda$ の間の鎖ホモ トピーを誘導する.

但し $\lambda$ : $f_{\#}C(K)arrow f_{\#}C(K)$ はホモトピー :

$f\simeq fpHp\simeq^{t}fppfK\simeq^{c}fp\simeq f$

の誘導する幾何的同型写像とする. もし $N$ が十分大きかったら (すなわち $I^{\infty-N}$

が十分薄かったら) , ホモ トピー $k_{t}$ の直径はいくらでも小さ くできる. また, ホモ

トピー 尻の直径もいくらでも小さ くできる. $X$ は局所可縮だから, $N$ を十分大

きくとれば $\lambda$ は恒等写像にホモ トピック $(\sim)$ である. 従って $P*$ は鎖ホモトピー

射影であるとしてよい. \S 9のように, これはある $\delta>0$ に対し $I^{\sim_{0}}\zeta(X, 1_{X}, \delta)$ の元を

定める. その元の制御を忘れるアセンブリ写像による $\tilde{K}_{0}(Z[\pi_{1}(X)])$ での像は $X$

の通常の Wall finiteness obstruction である. $\delta$ は限りなく小さくできるので, 8.3

により $X$ の finiteness obstruction は $0$ でなければならない 口
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