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尤度比を用いた順序と多段決定問題について

中井 達

九州大学経済学部

1 Introduction

不完備情報のマルコフ決定過程における optimal policy およびその optimal policy に

従って最適に振る舞ったときに得られる値について考える。 ここでは Markov chain の状
態に関して不完備な情報しか与えられておらず、 prior information は Markov chain の状
態空間の上に定義された確率ベク トルとして表されるものと考え、 Markov chain の状態
と information process から観測できる値を表す確率変数との関係は既知とする。 Markov
chain の状態に関する学習はベイズの方法に従って行う場合について考える。
まず始めに、Markov chain の状態空間上の確率ベク トル全体に likelihood ratio の考えを

用いた順序、すなわち likelihood ratio ordering を導入し 、 いくっかの仮定のもとで、事前

分布と事後分布の間の基本的な関係を考える。それらの性質は Sequential Decision Problem
を考える上で基本的なものである。 (Nakai [4] $\cdot[5]\cdot[6]$ )

次に、 shifted likelihood ratio ordering と呼ばれる順序にっいて考える。この順序に関し
てもいくっかの仮定のもとで、likelihood ratio ordering の場合と同様に、prior information
と posterior information の間に基本的な関係が成り立っ。
最後に、 ここで考える二っの順序のもとで、 これらの順序と複数回停止する事が出来る

Optimal Stopping Problem との関係ににっいて考える。

2 Formulation

次のような information process を考える。 $\{Y_{t};t=1,2, ....\}$ を状態空間が $\{1, 2, 3, \ldots.\}$

である Markov chain とし、 Markov chain の transition probability は既知であるとし、
それを $P=(p_{i_{J}}\cdot),$ $\{i, j=1,2, \ldots.\}$ であるとする。 いま $S$を $S=\{P|\mathcal{P}=(p_{1}, p_{2}, \ldots.),$ $p_{i}\geq$

$0,$ $\sum_{i=1}^{\infty}p_{i}=1$ } によって定義されているとする。 このとき、 この Markov chain の状態がど

のようなものであるかについての情報は、全て $S$に含まれる確率分布 $\mathcal{P}$によって表される

ものと考える。

Markov chain の状態に関する情報は、 information process $\{X_{it};i, t=1,2, \ldots.\}$ を通して

得られるものと考える 。 ここで $X_{it}$は時点 $t$ での Markov chain の状態に依存した値をと
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る実数値確率変数であり、 その確率分布関数は decision-maker $^{arrow}\llcorner$対し既知であるものと考

え、 $Pr\{X_{it}\leq x|Y_{t}=k\}=F_{k}(x),$ $x\in R,$ $k\in\{1,2, \ldots\}$ , とする。 $(i, t=1,2, \ldots.)$ 。ここで、

逐次に観測することの出来る確率変数は $X_{i1)}X_{i2},$
$\ldots.$ .であるとする。

この部分観測が可能な Markov chain の上での次のような Optimal Stopping Problem を

取り上げ、その optimal policy と求めた optimal policy に従って得られる値と学習の過程と
の関係について考える。 このとき Markov chain の状態に関する事前の情報がこの Markov
chain の状態空間上の確率分布 $P(\in S)$ によって表され、残りの決定期間が $N$であり、 そ

のうち $k$回停止する事ができるという状態を、 ここで考える Optimal Stopping Problem の

状態と言い、 $(\mathcal{P}, k, N)$ により表す。 この問題の状態が $(\mathcal{P}, k, N)$ であるとき、 この問題を
$P_{N}^{k}(\mathcal{P})$ であらわし、問題 $P_{N}^{k}(P)$ において最適に振る舞って得られる total expected reward
を $v_{N}^{k}(\mathcal{P})$ とする。

問題の状態が $(\mathcal{P}, k, N)$ であるとき 、 decision-maker は Markov chain の状態に依存する
確率変数 $\{X_{t}\}$ の実現値 $x$ を information process より観測し、値 $x$ をもとにして、decision-
maker は利得 $u(P, x)$ を得て停止するか、それとも見逃して次の期に進むか決定を行う。 も

し、 値 $x$ を観測したこの期で停止すれば、decision-maker は利得 $u(\mathcal{P}, x)$ を得、次の期に進

む。 そして次の期の状態は $(\overline{T(\mathcal{P},x)}, k-1, N-1)$ となる。 ここで–T$($P, $x)$ は、 information
process の確率変数 $\{X_{t}\}$ の実現値 $x$ を観測したとき、 その値をもとにして Markov chain
の状態についてベイズの定理に従って学習を行ったときの事後分布を表し、 (1) 式と (2)

式で求められる。 もし、観測値 $x$ に対して、 この値を見送り次の期に進む事にすれば、利

得を得る事はなく、停止した場合と同じように Markov chain の状態に関して学習を行い
次の期に進み、問題の状態は $(\overline{T(\mathcal{P},x)}, k, N)$ となる。 $N=k$ならば、常に利得 $u(\mathcal{P}, x)$ を

各期毎に得る。

このとき 、 Markov chain の状態に関して information process から観測値 $x$ を得たとき

の事後分布は、ベイズの定理に従って学習を行うから、まず観測値 $x\in R=(-0, \infty)$ に対

して Markov chain の状態に関する事後確率分布が全ての $i=1,2,$ $\ldots$に対して、次のよう

に求められる。

$\{\begin{array}{l}T_{j}(P,x)=\frac{p_{j}f_{J}(x)}{n}\sum_{i=1}p_{i}f_{i}(x)T(\mathcal{P},x)=(T_{1}(\mathcal{P},x),T_{2}(\mathcal{P},x),\ldots\ldots)\end{array}$ (1)

次に、遷移行列 $P$ に従って状態が遷移するから、次の期の始めの Markov chain の状態に
関する prior information $\overline{T(\mathcal{P},x)}$は、

$\{\frac{\overline T}{T(P,x)}j(\mathcal{P},x)=x)p_{ij}=(,\overline{T_{2}(\mathcal{P},x)},\ldots..)i_{\frac{\sum_{=1}^{n}T_{i}(\mathcal{P}}{T_{1}(\mathcal{P},x’)}}$ (2)

のように求められる。
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3 Likelihood Ratio Ordering

この節では、 $S$に含まれる Markov chain の状態空間上の確率分布に対して、 hkelihood
ratio を用いて次のような順序を導入する事を考える。

Definition 1 $S$に含まれる任意の $\mathcal{P}$ と $\mathcal{Q}$ に対して、 $\mathcal{P}>_{l}\mathcal{Q}$ であるとは、全ての $i$ と $i$

$(j\leq i, i, j=1,2, \ldots..)$ に対して

$p_{i}q_{j}\leq p_{j}q_{i}$ , すなわち $|\begin{array}{ll}q_{i} q_{j}p_{i} p_{j}\end{array}|\geq 0$ (3)

が成立し、少なくとも一っの $i$ と $j$の組み合わせに対して、 $piqj<p_{J}\cdot q_{i}$ , が成り立っ場合を
言う。 もし、 $p;=q_{i\text{、}}$ が任意の $i=1,2,$ $\ldots.$ .に対して成り立っとき $\mathcal{P}=\iota \mathcal{Q}$ であるとする。

また、 $\mathcal{P}\geq\iota Q$ であるとは、 $\mathcal{P}=lQ$ かっ、 $P>l\mathcal{Q}$ が成り立つことを言う。

上で定義した順序を likelihood ratio ordering と呼び、 この順序に関して以下のような性
質が成り立っ。

Lemma 1 定義 1において定義した、 $S$における順序は半順序である。

Lemma 2 $S$に含まれる任意の $P$ と $\mathcal{Q}$ に対して、 $\mathcal{P}\geq\iota \mathcal{Q}$ であるならば、次の不等式を満

足するような $1<k$が存在する。 $\frac{p_{k}}{q_{k}}>1\geq\frac{p_{k+1}}{q_{k+1}}$

Lemma 3 $S$に含まれる任意の $P$に対して、 $(1, 0, \ldots, 0)\geq\iota \mathcal{P}$かっ $\mathcal{P}\geq l(0, \ldots, 0,1)$ である。

次に、 この節で定義した likelihood ratio による順序すなわち likelihood ratio ordering の

もとでの決定問題を考えるために、 ここで確率分布関数と確率遷移行列 $P$ に関して、次の

ような 4つの仮定を設ける。

Assumption 1 Markov chain の状態が kであるとき 、 この状態 kに依存した確率変数の
条件付き期待値は有界であり、それを $\mu_{k}$で表す。 また、確率分布関数 $F_{k}(x)$ は確率密度関

数 $f_{k}(x)$ を持っとし、 $dF_{k}(x)=f_{k}(x)dx$ とする。

Assumption 2 もし、 $i\leq i(i, j=1,2, \ldots, n)$ であれば $x\leq y$に対して

$f_{J}\cdot(x)f_{1}\cdot(y)\leq f_{j}(y)f_{l}\cdot(x)$ すなわち $|\begin{array}{ll}f_{i}(x) f_{i}(y)f_{j}(x) f_{j}(y)\end{array}|\geq 0$ (4)

を満足する。

Assumption $31\leq m<k$ , であれば、 $x_{mk}= \sup\{x|f_{m}(x)\leq f_{k}(x)\}$ , となる $x_{mk}$で、 次

の条件を満足するものが存在する。

(1) $x>x_{mk}$ ならば $f_{m}(k)>f_{k}(x)>f_{k+1}(x)>$ .....
(2) $x\leq x_{mk}$ ならば $f_{k}(x)\geq f_{m}(x)\geq f_{m-1}(x)\geq$ $\geq f_{1}(x)$
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Assumption 4 任意の $i,$ $j(i\geq j, i, j=1,2, \ldots..)$ に対して、

$p_{mj}p_{ni}\geq p_{nj}p_{mi}$ すなわち $|\begin{array}{ll}p_{n\iota} p_{n_{J}}p_{mi} p_{mj}\end{array}|\geq 0$ (5)

が $m\leq n(m, n=1,2, \ldots.)$ を満足する全ての $m$ と $n$ に対して成り立っ。

ここで、(1) 式および (2) 式で与えられた posterior information の性質を、Assumption
1から Assumption 4のもとで考えてみる。 まず次のような性質が成り立っことがわかる。

Lemma 4 $x\leq y$を満たす任意の $x$ と $y$に対して $T(\mathcal{P}, x)\leq_{l}T(\mathcal{P}, y)$ が全ての $\mathcal{P}\in S_{n}$ に対

して成り立っ

Proposition 1 $x\leq y$を満たす任意の $x$ と $y$に対して $T(\mathcal{P}, x)\leq_{l}\overline{T(\mathcal{P},y)}$ が全ての $\mathcal{P}\in S_{n}$

に対して成り立っ

Lemma 5 $S$に含まれる任意の $\mathcal{P},$ $Q$ に対して、 $\mathcal{P}\geq\iota Q$ であるならば、$T(\mathcal{P}, x)\geq lT(\mathcal{Q}, x)$

が全ての $x\in R$ に対して成り立っ。

Proposition 2 $S$に含まれる任意の $\mathcal{P},$ $\mathcal{Q}$ に対して、 $\mathcal{P}\geq\iota \mathcal{Q}$ であるならば、 $\overline{T(\mathcal{P},x)}\geq\iota$

$\overline{T(\sim O\prime’ x)}$ が全ての $x\in R$ に対して成り立っ。

Lemma 6 今、 $\{f_{\dot{l}}(x)\}_{i=1,2,\ldots,n}$を、Assumption 3の性質を満足するような、確率密度関数

の有限列と考える。 $(n\geq 2)$ 次に、 $\{a_{i}\}_{i=1,2,\ldots,n}$を、 実数の列とし、 $\sum_{i=1}^{n}a_{i}=0$ を満足する

ものとする。

このとき、適当な $1\leq k<n$ が存在し、 $a;\geq 0$ , $j\leq k$ , および $oj\leq 0$ , $j>k$ である
とする。

以上の仮定のもとで、 いま $g(x)= \sum_{i=1}^{n}a_{i}f_{i}(x)$ とおけば、

$\int_{0}^{\infty}h(x)g(x)dx\geq 0$

が成り立っ。

Corollary 1 今、 $\{f_{i}(x)\}_{i=1,2},\ldots..$ を、 Assumption 3の性質を満足するような 、 確率密度関

数の列と考える。次に、 $\{a_{i}\}_{i=1,2},\ldots.$ . を、 実数の列とし、 $\sum_{i=1}^{\infty}a_{i}=0$ を満足するものとする。

このとき、適当な $1\leq k<n$ が存在し、 $a_{i}\geq 0$ , $j\leq k$ , および $cx_{j}\leq 0$ , $j>k$ である

とする。以上の仮定のもとで、 いま $g(x)= \sum_{i=1}^{\infty}a_{i}f_{i}(x)$ とおけば、

$\int_{0}^{\infty}h(x)g(x)dx\geq 0$

が成り立っ。

Lemma 7 関数 $u(\mathcal{P})$ が $\mathcal{P}$に関して増加かっ convex な関数であれば

$u^{*}( \mathcal{P})=\int_{0}^{\infty}u(\overline{T(\mathcal{P},x)})dF_{\mathcal{P}}(x)$

もまた $\mathcal{P}$に関して増加かっ convex な関数である 。
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4 Shifted Likelihood Ratio Ordering

状態空間 $S$上の確率ベク トル全体に、前節で定義した likelihood ratio ordering とは異な
る新しい順序を導入し、同様の問題を改めて考える。 まず、次の順序を考える。

Definition 2 $S$に含まれる二っの確率ベク トル $\mathcal{P}$ と $Q$ に対して、 $\mathcal{P}>sQ$ であるとは、任

意の整数 $i$ と $j(i\leq j)$ に対して、 $a\geq 0$ ならば

$p_{j}q_{i+a}\geq p_{i}q_{j+a}$ すなわち $|\begin{array}{ll}q_{i+a} q_{j+a}p_{i} p_{J}\cdot\end{array}|\geq 0$ (6)

が成り立ち、少なくとも一っの $i$ と $j$の組に対して、 $p_{j}q_{i+a}>p_{i}q_{\dot{J}}+a$が成り立つ事をいう。

また、全ての $i$ に対して、 $p_{i}=q_{i}$であるとき $\mathcal{P}=_{s}Q$ ということにする。次に、 $\mathcal{P}\geq sQ$ で

あるとは、 $P>sQ$ または、 $\mathcal{P}=_{s}Q$ が成り立っ場合をいう。最後に、全ての $\mathcal{P}\in S$に対し

て、 $\mathcal{P}\geq {}_{s}P$であるとする。

この定義 2によって定められた順序を、 shifted likelihood ratio ordering という。 また、
$k=0$ ならば、この定義は likelihood ratio ordering に等しくここで定義した順序は hkelihood
ratio ordering の条件を満足する。 この順序については、Shanthikumar and Yao [8] および
Keilson and Sumita [3] において、 いろいろな性質が調べられている。 この節では、 この

順序に対しても第 3節で考えたものと同様の問題を改めて考える。第 3節で考えたような

いくっかの仮定のもとで、 この順序の性質に関して考える。また、 ここでは、Assumption
1と Assumption 3は、先の likelihood ratio ordering と同様に成り立っものと考える。 ま

た、 $\mathcal{P}\geq s\mathcal{P}$であることを仮定したことから、 $\mathcal{P}$が $PF_{2}$ (Polya frequency of order 2) であ
る。 ここに、 $PF_{2}$であるとは、 この場合では

$\underline{p_{i-1}}$

が $iI^{arrow}\llcorner$ 関して増加する関数である事を表
$p$;

す。 この $PF_{2}^{arrow}\llcorner$ついては、 Shanthikumar and Yao [8] 等にも述べられている。

Assumption 5 もし、 $i<i$ $(i, j=1,2, \ldots..)$ であれば $x\leq y$に対して、 $a\geq 0$ ならば

$f_{j}(y)f_{\mathfrak{i}+a}(x)\geq f_{i}(y)f_{j+a}(x)$ すなわち $|\begin{array}{ll}f_{i+a}(x) f_{j+a}(x)f_{i}(y) f_{\dot{J}}(y)\end{array}|\geq 0$ (7)

を満足する。

Assumption 6 任意の $i,$ $j(i\geq j, i, j=1,2, \ldots..)$ に対して、 $k\geq 0$ ならば

$p_{ni+k}p_{mj}\geq p_{nj+k}p_{mi}$ すなわち $|\begin{array}{ll}p_{ni+k} p_{n_{\dot{J}+k}}p_{mi} p_{mj}\end{array}|\geq 0$ (8)

が $m\leq n(m, n=1,2, \ldots.)$ を満足する全ての $m$ と $n$ に対して成り立っ。

Assumption 7 任意の $i,$ $j(i\geq j, i, j=1,2, \ldots..)$ に対して、 $a\geq 0$ ならば

$|\begin{array}{ll}p_{n\dot{t}}+a p_{nj+a}p_{mi} p_{m_{J}}\cdot\end{array}|=-|\begin{array}{ll}p_{m\mathfrak{i}+a} p_{mj+a}p_{ni} p_{nj}\end{array}|\geq 0$ (9)

が $m\leq n(m, n=1,2, \ldots\ldots)$ を満足する全ての $m$ と $n$ に対して成り立っ。
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Remark 1 確率変数 {X.} の確率密度関数に関して、これらの確率変数に shifted likelihood
ratio ordering を導入すれば、 もし、 $j<i$ $(i, j=1,2, \ldots..)$ と $x\leq y$に対して、 $a\geq 0$ ならば

$f_{j}(x)f_{i}(y+a)\leq f_{J}(y)f_{1}(x+a)$ すなわち $|\begin{array}{ll}f_{i}(x+a) f_{i}(y+a)f_{J}(x) f_{J}\cdot(y)\end{array}|\geq 0$ (10)

としなければならないが、 ここでは事後分布の性質を考える上で Assumption 5を用いる。

ここで定義した shifted likelihood ratio ordering について、Assumption 3を仮定した事に

より likelihood ratio ordering の場合に成立した期待値に関する基本的な二っの Lemma 、

すなわち Lemma 6と Lemma 7が、 この場合にも成り立っ事がいえる。従って、 shifted
likelihood ratio ordering に関しても likelihood ratio ordering の場合と同じように Lemma
6と Lemma 7を用いる事が出来る。

Lemma 8 定義 1において定義した、 $S$における順序は半順序である。

Lemma 9 shifted likelihood ratio ordering に対して、次のような性質を持っ。 $S$に含まれ

る任意の $\mathcal{P}$ と $\mathcal{Q}$ に対して、 $\mathcal{P}\geq s\mathcal{Q}$ が成り立っならば、次の不等式を満足するような $1<k$

が存在する。

$\frac{p_{k}}{q_{k}}>1\geq\frac{p_{k+1}}{q_{k+1}}$

P上の関数 $u(P)$ が、 shifted likelihood rayio ordering に関して増加関数であるとは、 like-
lihood ratio ordering の場合と同じように、 $\mathcal{P}\geq_{s}\mathcal{Q}$ となる $\mathcal{P}$ と $\mathcal{Q}$ に関して $u(\mathcal{P})\geq u(\mathcal{Q})$

を満足するときを言う事にする。

ここでは、 likelihood ratio ordering の場合と同じように reward function $u(\mathcal{P}, x)$ は、 $\mathcal{P}$

に関して非減少、 convex な関数であり非負で有限な値を取る関数とする。 また、 $x$ に関し

て増加関数であるとする。

Lemma 10 $x\leq y$を満たす任意の $x$ と $y$に対して $T(\mathcal{P}, x)\leq_{s}T(\mathcal{P}, y)$ が全ての $\mathcal{P}\in S_{n}$ に

対して成り立っ

Proposition 3 $x\leq y$を満たす任意の $x$ と $y$に対して $T(\mathcal{P}, x)\leq_{s}\overline{T(\mathcal{P},y)}$ が全ての $\mathcal{P}\in S_{n}$

に対して成り立っ

Lemma 11 $S$に含まれる任意の $\mathcal{P},$ $Q$ に対して、$\mathcal{P}\geq s\mathcal{Q}$ であるならば、$T(P, x)\geq_{s}T(\mathcal{Q}, x)$

が全ての $x\in R$ に対して成り立っ。

Proposition 4 $S$に含まれる任意の $P,$ $\mathcal{Q}$ に対して、 $\mathcal{P}\geq_{s}\mathcal{Q}$ であるならば、 $\overline{T(\mathcal{P},x)}\geq_{s}$

$\overline{T(\mathcal{Q},x)}$ が全ての $x\in R$ に対して成り立っ。

この節でみてきたように shifted likolihood ratio ordering においても、 likelihood ratio
ordering の場合と同様に適当な仮定を設ければ、Proposition 3および Proposition 4という

事後確率分布に関する基本的な性質が成り立っから、 この場合においても likelihood ratio
ordering の場合と同様に Sequential Decision Problem に応用する事が出来る。
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5Partially Obervable Optimal Stopping Problem

不完備情報の Sequential Decision Problem の中で、Optimal Stopping Problem $P_{N}^{k}(\mathcal{P})$

について考える。 likelihood ratio ordering に関する結果は、適当な仮定のもとで shifted
hkelihood ratio ordering においても同じように得られるから、この節で述べる問題に関す
る性質はそれぞれの順序に対応する仮定のもとで、同じように求めることが出来る。以下で

は、 likelihood ratio ordering の場合に関した結果にっいて述べる。likelihood ratio ordering
の場合に関する Sequential Decision Problem については、 $Nakai[4]$ および [5] において特
別な場合について述べられている。

この問題は Ross [7] で扱われている問題と同様に定式化でき、 optimal policy のもとで
最適に振る舞って得られる値 $v_{N}^{k}(\mathcal{P})$ は、 次の recursive function を満足する。

$v_{N}^{k}(P)$ $=$ $E[v_{N}^{k}(\mathcal{P}|X)]$

$=$ $\int_{0}^{\infty}v_{N}^{k}(P|x)dF_{\mathcal{P}}(x)$ (11)

$v_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)$ $=$ $\max\{u(\mathcal{P}, x)+v_{N-1}^{k-1}(\overline{T(\mathcal{P},x)}), v_{N-1}^{k}(\overline{T(\mathcal{P},x)})\}$ (12)

また、 boundary condition は次の式で表される。

$v_{N}^{N}(\mathcal{P})$ $=$ $E_{\mathcal{P}}[u(P, X)]+ \int_{0}^{\infty}v_{N-1}^{N-1}(\overline{T(\mathcal{P},x)})dF_{\mathcal{P}}(x)$ ,

$v_{1}^{1}(\mathcal{P})$ $=$ $E_{\mathcal{P}}[u(\mathcal{P}, X)]$ , $v_{N}^{0}(\mathcal{P})=0$

ここで、 $F_{\mathcal{P}}(x)= \sum_{i=1}^{n}p_{i}F_{i}(x)$ とする。 この関数は weighted distribution function として知

られているものである。 (de Vylder [2])
複数回停止可能な Optimal Stopping Problem の optimal policy . 及び optimal policy
に従ったとき得られる total expected reward の性質について考える。以下の Proposition
にこれらの性質が述べられており、 これらの結果は $k$に関する帰納法によって証明する事

が出来る。すなわち、すべての $N$に対して、 $k-1$ およびそれ以下の値に対して、次の 4

っの Proposition が成り立つ事を仮定し、 $k$の場合に $N$に関する帰納法によって次に述べる

4つの Proposition を証明する。
いま、 ここで、全ての $k=1,2,$ $\ldots,$

$N$に対して、関数 $w_{N}^{k}(\mathcal{P})$ を

$w_{N}^{k}(\mathcal{P})$ $=$ $v_{N}^{k}(\mathcal{P})-v_{N}^{k-1}(\mathcal{P})$ (13)
$w_{N}^{k}(\mathcal{P})$ $=$ $E_{\mathcal{P}}[w_{N}^{k}(\mathcal{P}|X)]$

$w_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)$ $=$ $v_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)-v_{N}^{k-1}(\mathcal{P}|x)$ (14)
$w_{N}^{1}(\mathcal{P}|x)$ $=$ $v_{N}^{1}(\mathcal{P}|x)$ , $w_{N}^{1}(\mathcal{P})=v_{N}^{1}(\mathcal{P})$

によって定義する。 このとき次の性質が成り立っ。

Proposition 5 関数 $v_{N}^{k}(P)$ は、 $\mathcal{P}$に関して増加かっ convex な関数であり、 $w_{N}^{k}(\mathcal{P})$ は $\mathcal{P}$ に

関して非負かっ増加な関数である。 また、関数 $v_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)$ および、 $w_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)$ は、 $x$ に関して

非負かっ増加な関数である。
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Proposition 6 $N>1$ かっ、 $N\geq k\geq 1$ であれば

$v_{N}^{k}(\mathcal{P})$ $\geq$ $v_{N-1}^{k}(P)$ , $w_{N}^{k}(\mathcal{P})\geq w_{N-1}^{k}(\mathcal{P})$ (15)
$v_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)$ $\geq$ $v_{N-1}^{k}(\mathcal{P}|x)$ , $w_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)\geq w_{N-1}^{k}(\mathcal{P}|x)$ (16)

が全ての $\mathcal{P}$ に対して成立する。

Proposition 7 $N\geq 1$ かっ、 $n\geq k\geq 1$ であれば

$ufkN(\mathcal{P})\leq w_{N}^{k-1}(P)\leq\ldots.\leq w_{N}^{2}(P)\leq v_{N}^{1}(\mathcal{P})$

$w_{N}^{k}(\mathcal{P}|x)\leq w_{N}^{k-1}(\mathcal{P}|x)\leq\ldots.\leq w_{N}^{2}(\mathcal{P}|x)\leq v_{N}^{1}(\mathcal{P}|x)$

が全ての $\mathcal{P}$に対して成立する。

まず始めに二っの集合

$\{C_{N+1}^{k}k(\mathcal{P})S_{N+1}(P)$ $=\{x=\{x|\begin{array}{ll}u(\mathcal{P},x)\geq \overline{w}_{N}^{k}(\mathcal{P}u(\mathcal{P},x)< \overline{w}_{N}^{k}(\mathcal{P}\end{array}|$ (17)

を、 上のように定義する。ただし、 $N\geq 1$ および $N\geq k\geq 1$ に対して

$\overline{w}_{N}^{k}(P|x)=w_{N}^{k}(\overline{T(\mathcal{P},x)})$

とする。 このとき、集合 $S_{N+1}^{k}(\mathcal{P})$ は、 問題 $P_{N+1}^{k}(\mathcal{P})$ に対する stopping region を表し、
$C_{N+1}^{1}(\mathcal{P})$ は continuance region を表している。従って、 (12) 式は次のように書き改める

事が出来る。

$v_{N}^{k}(P|x)=(u(\mathcal{P}, x)+\overline{v}_{N-1}^{k-1}(\mathcal{P}|x))I_{S_{N}^{k}(\mathcal{P})}+\overline{v}_{N-1}^{k}(\mathcal{P}|x)I_{C_{N}^{k}(\mathcal{P})}$ , (18)

ここで、関数 $I_{A}$ は、集合 $A\in S$の Indicator function であるとし、全ての $N\geq 1$ および

$N\geq k\geq 1$ に対して
$\overline{v}_{N}^{k}(P|x)=v_{N}^{k}(\overline{T(\mathcal{P},x)})$ (19)

とおく。

Proposition 8 $N\geq 1$ および、 $N\geq k\geq 1$ であれば

(a) $S_{N+1}^{k}(\mathcal{P})\subset S_{N}^{k}(\mathcal{P})$ ,

(b) $S_{N+1}^{k}(\mathcal{P})\supset S_{N+1}^{k-1}(\mathcal{P})$

が成り立っ。

Proposition 9 関数 $u(\mathcal{P}, x)$ が $P$に関して独立である、すなわち $u(\mathcal{P}, x)=u(x)$ と表され

るとき、任意の $\mathcal{P}$

、
$Q$ に対して $P\geq\iota \mathcal{Q}$ であれば $S_{N+1}^{k}(\mathcal{P})\subset S_{N+1}^{k}(\mathcal{Q})$ である。
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6 Optimal Policy および Optimal Value

複数回停止することの出来る Optimal Stopping Problem の optimal policy を決定づけ
る二っの集合すなわち、 stopping region $S_{N}^{k}(P)$ および continuance region $C_{N}^{k}(\mathcal{P})$ の性質

にっいて考えた。 ここでは、 optimal policy の性質と optimal policy のもとで最適に振る
舞ったときに得られる total expected reward の値について考える。
そのために始めに次のような二っの non-negative measurable function $u(x)$ および $v(x)$

に対して、二っの関数 $U_{F}(u(x), g(x))$ および $V_{F}(u(x), g(x))$ を次のように定義する。

$U_{F}(u(x), g(x))$

.

$=$ $\int_{0}^{\infty}(u(x)-g(x))^{+}dF(x)$ (20)

$V_{F}(u(x), g(x))$ $=$ $\int_{0}^{\infty}g(x)dF(x)+U_{F}(u(x), g(x))$ (21)

ただし、 $h(x)^{+}= \max\{h(x), 0\}$ とする。 これらの関数は DeGroot[l] などで定義されたよく
知られた関数

$T_{F}(z)= \int_{0}^{\infty}(x-z)dF(x)$ , および $S_{F}(z)=z+T_{F}(z)$

の一般化と考える事が出来るものである。すなわち、 もし $u(x)=x$ および $g(x)=z$ とす

れば、

$U_{F}(u(x), g(x))=T_{F}(z)$ かつ $V_{F}(u(x), g(x))=S_{F}(z)$

となる。

これらの関数を用いて、 non-negative function の列 $\{g_{N,i}(\mathcal{P})\}$ ( $\mathcal{P}\in S$かっ $1\leq i\leq N$ )

を次のように帰納的に定義する。

$g_{N,i}(\mathcal{P})$ $=$ $V_{F_{\mathcal{P}}}(u(\mathcal{P}, x),$ $g_{N-1,i}(\overline{T(\mathcal{P},x)})-U_{Fp}(u(\mathcal{P}, x),$ $g_{N-1,-1}\dot{t}(\overline{T(\mathcal{P},x)}))$ (22)
$g_{N,0}(\mathcal{P})$ $=$ $\infty$ かっ $g_{N,N+1}(\mathcal{P})=0(N\geq 0)$

ここで、次のような集合を考える。

$S_{N,i}(\mathcal{P})=\{x|g_{N-1,i}(\overline{T(\mathcal{P},x)})\leq u(\mathcal{P}, x)<g_{N-1,i-1}(\overline{T(\mathcal{P},x)})\}$ (23)

$U_{N,i}( \mathcal{P})=\bigcup_{=\dot{J}1}^{i-1}S_{N_{\theta}}(\mathcal{P})$ かつ $L_{N,i}(\mathcal{P})=R_{+}-U_{N,i+1}(\mathcal{P})$

ただし、 ここに $U_{N,1}(\mathcal{P})=L_{N,N}(\mathcal{P})=\phi$かっ $U_{N,N+1}(\mathcal{P})=R+$ とする。

一方

$g_{1,1}( \mathcal{P})=\sum_{j=1}^{m}p_{j}\int_{0}^{\infty}u(\mathcal{P})dF_{J}(x)$

であるから、 (22) 式によって生成した関数列は定義できる。 この関数列に関して次のよ

うな性質が成り立っ。

Proposition 10 関数 $g_{N,i}(\mathcal{P})$ は、任意の整数 $N$および $i$ に対して、 $\mathcal{P}$に関して増加する関

数である。
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Proposition 11 関数 $g_{N,i}(\mathcal{P})$ は、任意の $\mathcal{P}\in S$および整数 $N$ に対して、 $i$ に関して減少す

る関数である。

Proposition 12 関数 $g_{N,i}(\mathcal{P})$ は、任意の $\mathcal{P}\in S$および整数 $i$ に対して、 $N$に関して増加す

る関数である。

Corollary 2 三つの集合 $S_{N+1,i}(\mathcal{P})$
、

$U_{N+1,i}(\mathcal{P})$ および $L_{N+1,i}(\mathcal{P})$ は、 互いに素であり、

また $S_{N+1,i}(\mathcal{P})\cup U_{N+1,i}(\mathcal{P})\cup L_{N+1,i}(\mathcal{P})=R_{+}$である。

Corollary 3 いま、 関数 $h_{N+1,i}(\mathcal{P}|x)$ を、 次のように定義する。

$h_{N+1,:}(\mathcal{P}|x)$ $=$ $g_{N,i-1}(\overline{T(\mathcal{P},x)})I_{U_{N+1,i}(\mathcal{P})}(x)+u(P, x)I_{S_{N+1,;}(\mathcal{P})(x)}$

$+g_{N,i}(\overline{T(\mathcal{P},x)})I_{L_{N+1,i}(\mathcal{P})}(x)$ (24)

このとき、関数 $g_{N+1,i}(\mathcal{P})$ は、 次のように表せる。

$g_{N+1,i}( \mathcal{P})=\int_{0}^{\infty}h_{N+1,i}(\mathcal{P}|x)dF_{\mathcal{P}}(x)$ (25)

すなわち、関数 $h_{N+1},;(\mathcal{P}|x)$ は、 関数 $g_{N+1},;(\mathcal{P})$ の integrand である。

Proposition 13 任意の $\mathcal{P}\in S$ と $i(1\geq i\geq N)$ に対して

$U_{N+1,i}(\mathcal{P})\subset U_{N,i}(P)$

である。

Proposition 14 $u(P, x)=u(x)$ である、すなわち関数 $u(\mathcal{P}, x)$ が $P$に依存しないとき、 も

し、 $\mathcal{P}\geq\iota \mathcal{Q}(\mathcal{P}, Q\in S)$ であり、 $1\geq i\geq N+1$ であれば、

$U_{N+1,i}(\mathcal{P})\subset U_{N+1,i}(\mathcal{Q})$

である。

Proposition 15 問題の状態が $(N, k, \mathcal{P})$ である複数回停止が可能な optimal stopping prob-
lem $(\mathcal{P})$ で、optimal policy および optimal policy のもとで最適に振る舞って得られる total
expected reward $v_{N}^{k}(\mathcal{P})$ は、 次のように示される。

(1) $v_{N}^{k}( \mathcal{P})=\sum_{i=1}^{k}g_{N,i}(P)$

(2 ) もし、 information process から得られる観測値の値 $x$ が、 $x\in S_{N,i}(\mathcal{P})$ であれば、

optimal policy は、 この期に停止して値 $x$ を採用し次の期に進むことであり、 そうでなけ

れば、 この値を見送り次の期に進むことである。

Remark 2 Proposition 15で、問題 $P_{N}^{k}(\mathcal{P})$ において、optimal policy に従ったときに得ら

れる total expected reward が、 $v_{N}^{k}( \mathcal{P})=\sum_{i=1}^{k}g_{N,i}(\mathcal{P})$ で表されることから、 $g_{N,i}(\mathcal{P})$ は問題

$P_{N}^{k-1}(\mathcal{P})$ で、停止することが出来る機会が 1回増えることによって decision-maker の最適
に振る舞ったときの期待利得の増加分を表していると考えられる。すなわち、問題 $P_{N}^{k}(\mathcal{P})$

における、最後にっけ加えた停止する機会の寄与を表すと考えることもできる。
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