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Jacobi 形式について

立教大学理学部 荒川恒男

Shimura [Sh], Eichler-Zagier [E-Z] 等に依って導入された Jacobi 形式は、最
近とみに幅広く研究されるようになった (*)。例を挙げると Shintani, Murase,
Sugano ( $[Mu1,2],$ [M-S], [Su]) らに依る、 Jacobi 形式に付随する $L$-関数、
Whittaker 関数等の最近の研究は特筆すべき卓抜な結果である。

Jacobi 形式の原型は Jacobi の theta 級数

$\theta(\tau, z)=\sum_{n\in Z}\exp(2\pi i(n^{2}\tau+2nz))$ $(\tau\in\emptyset, z\in \mathbb{C})$

である o これは、 $\tau$ の保型関数であり、 $z$ の abel 関数でもある。このように、
大まかに捉えると、

Jacobi 形式= 保型形式 $+theta$ 級数 (abel 関数)

と考えられ、 Jacobi 形式は保型形式と abel 関数の両方としての良い性質を
具有するものと期待される o
この一文では、 Jacobi 形式は一面では theta 級数であるという視点を強調
して、 Jacobi 形式についての私的な解説を試みる。特に、Jacobi 形式の場合
の Siegel 公式を幾分詳しく説明する。

$(*)$ この note で引用した文献以外の、 Jacobi 形式関連の最近の結果を、参
考文献の末尾に若干数列挙した。

1 定義

まず $Sp_{n}$ を degree $n$ の symplectic 群とする:
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$Sp_{n}=\{g\in GL_{2n}|{}^{t}g(\begin{array}{ll}0 1_{n}-l_{n} 0\end{array})g=(I 0-1_{n} l_{n}0)\}$

自然数 $l^{\vee}\llcorner$対し $G_{n}^{J}=G_{n,1}^{J}$ を次 (7)形

(1.1) $(\begin{array}{llll}a b 1_{l} c d 1_{l}\end{array})(\begin{array}{llll}1_{n} 0 {}^{t}\mu l_{l} \mu \rho 1_{n} 1_{l}\end{array})(\begin{array}{llll}1_{n} \lambda 1_{l} 1_{n} -t. l\end{array})$

$((\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in Sp_{n}$ , $\lambda,$ $\mu\in M_{l,n}$ , $\rho\in Sym_{l})$

の元の成す $Sp_{n+l}$ の部分群とする o (1.1) の形の元を簡単のため $(M, (\lambda, \mu), \rho)$

$(M=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array}) \in Sp_{n})$ と書 \langle $0$ また、 $(1_{2n}, (\lambda, \mu), \rho)$ の形の元の成す

Jacobi 群 $G_{n}^{J}$ の部分群 (Heisenberg 群) を $H_{n,l}$ と記す o 群 $Sp_{n}$ は Jacobi 群
$G_{n}^{J}$ の部分群と自然にみなされ、 $Sp_{n}$ は $H_{n,t}$ を正規化するので $G_{n}^{J}$ は $S_{Pn}$

と $H_{n,l}$ の半直積になる:

$G_{n}^{J}=Sp_{n}\triangleright H_{n,l}.\cdot$

$g=(M, (\lambda, \mu), \rho)$ , $g’=(M’, (\lambda’, \mu’), \rho’)\in G_{n}^{J}$ に対し、積 gg’ は具体的に
は次式で与えられる:

$gg’=(MM’, (\lambda+\lambda^{*}, \mu+\mu^{*}), \rho+\rho^{l}-\mu^{t}\lambda+\mu^{*t}\lambda^{*})$,

where $(\lambda^{*}, \mu^{*})=(\lambda, \mu)M$.

$G_{n}^{J}$ は $\mathbb{Q}$ 上定義された代数群であり、 $G_{n}^{J}(R)$ は Siegel-上半平面ゐ n と $l\cross n-$

行列環 $M_{l,n}(\mathbb{C})$ の直積 $D_{n,l}=\prime 6_{n}xM_{l,n}(\mathbb{C})$ に自然に作用する:

$g(\tau, z):=(M(\prime r\}, (z+\lambda\tau+\mu)(c\tau+d)^{-1})$ , where

$g=(M, (\lambda, \mu), \rho),$ $M=[ca$ $db)$ , $(\tau, z)\in D_{n,l}$ .
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以下、 $Sym_{m}^{*}(Z)$ を degree $m$ の半整数対称行列の成す $Z$助 [鮮、 $Sym_{m}^{*}(Z)^{+}$

を正定値半整数対称行列の成す $Sym_{m}^{*}(Z)$ の部分集合とする。
$S\in Symr(Z)^{+}$ を一っとり、固定して議論を進める o 最初に保型因子 (factor

of automorphy) を定義する。定義式は複雑であるが、実際にはそれほど厄介
なものではない o

factor of automorphy $k\in Z\geq 0g\in G_{n}^{J},$ $(\tau, z)\in \mathcal{D}_{n,l}$ は上記の通りと

する o

$J_{S,k}(g, (\tau, z)):=\det(c\tau+d)^{k}x$

$e(-tr(S\rho)-trS[\lambda]\tau-2trS(\lambda, z)+tr(S[z+\lambda\tau+\mu]J(M, \tau)^{-1}c))$ ,

ここで、 $e(w)=\exp(2\pi iw)$ , $S[\lambda]={}^{t}\lambda S\lambda$ , $S(\lambda, z)={}^{t}\lambda Sz$ と置いた o
保型因子は次の性質を持っo

$J_{S,k}(g_{1}g_{2}, (\tau, z))=J_{S,k}(g_{1}, g_{2}(\tau, z))J_{S,k}(g_{2}, (\tau, z))$ $(g_{1}, g_{2}\in G_{n}^{J}(\mathbb{R}))$

$G_{n}^{J}(\mathbb{R}))$ の元 $g$ の $\prime D_{nl,)}$上の関数 $\phi$ への作用 $\phi|_{S,k}g$ を上記保型因子を利用し
て次のように定める o

$(\phi|_{S,k}g)(\tau, z)$ $:=J_{S,k}(g, (\tau, z))^{-1}\phi(g(\tau, z))$

$\Gamma_{n}=Sp_{n}(Z)$ , $\Gamma_{n}^{J}$ $:=G_{n}^{J}(Z)=\Gamma_{n}\triangleright H_{n,l}(Z)$ と置く $0$

$\mathcal{D}_{n,l}$ 上の関数 $\phi(\tau, z)$ が weight $k$ , index $S$ の $\Gamma_{n}^{J}$ に関する Jacobi 形式であ
るとは、次の条件 (i), (ii) を満たすときをいう。

(i) $\phi|_{S,k}\gamma=\phi$ for $\forall\gamma\in\Gamma_{n}^{J}$

(ii) 特に $n=1$ の場合には以下の (1.2) の形の Fourier-Jacobi 展開を持つ
( $n>1$ のときは、 この条件は不要)。

weight $k$ , index $S$ の $\Gamma_{n}^{J}$ に関する Jacobi 形式の成す空間を $J_{k,S}(\Gamma_{n})$ と記
す。 更に、weight $k$ , degree $n$ の Siegel 保型形式の成す空間を飢 k(\Gamma n) と

記す。 Jacobi 形式の notation で $l=0$ のときは、 $J_{k,S}(\Gamma_{n})=\mathfrak{M}_{k}(\Gamma_{n})$ と理
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解する o

Fourier Jacobi expansion $\phi\in J_{k,S}(\Gamma_{n})$ は次の Fourier-Jacobi 展開を

有する:

(1.2) $\phi(\tau, z)=$ $\sum$ $c(N, r)e(tr(n\tau+{}^{t}rz))$

$N\in Sym_{n}(Z),$ $r\in M_{1,n}(Z)$

$N_{4}-1^{t}rS^{-1}r\geq 0$

このとき、Fourier 係数は次の性質を持つ。

$(\begin{array}{ll}N e_{r}/2r/2 (\end{array})[(\begin{array}{ll}U 0y 1_{l}\end{array})]=(\begin{array}{ll}N^{*} t_{\gamma}*/2r^{*}/2 S\end{array})$

with $U\in SL_{n}(Z),$ $y\in M_{l,n}(Z)$

$\Rightarrow$ $c(N^{*}, r^{*})=c(N, r)$

$l=1$ で $S$ が正整数、かつ $n=1(\Gamma_{1}=SL_{2}(Z))$ のとき、 Jacobi 形式の空

間 $J_{k,S}(\Gamma_{1})$ については Eichler-Zagier [E-Z] により、色々な角度から詳しく

研究された o

2Jacobi 形式の作り方

Jacobi 形式の解析的な構成の仕方は大きく 9けて次の 3通りある。

(i) Siegel 保 Ci!型 ZJ形 i式 i の C!) Fourier-Jacobi 展開の (Z)係数 degree $n+l$ の

Siegel 保型形式 $f\in \mathfrak{M}_{k}(\Gamma_{n+1})$ は次のように Fourier-Jacobi 展開され

る o $\tau\in,6_{n},$ $z\in M_{l,n}(\mathbb{C}),$ ( $\in r_{\iota}$ かつ $(\begin{array}{ll}\tau e_{Z}z (\end{array})\in fi_{\pi+l}$ とする

とき、

$f (\begin{array}{ll}\tau c_{z}z \zeta\end{array})=\sum_{s\epsilon s_{ym_{l}(Z),S\geq 0}}\phi_{S}(\tau, z)e(tr(S())$

このとき、 $S>0$ (正定値) ならば、 $\phi_{S}(\tau, z)\in J_{k,S}(\Gamma_{n})$ である o
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(ii) $\underline{Eisenstein}$series $\Gamma_{n}^{J}$ の部分群 $\Gamma_{n,\infty}^{J}$ を次式で定義する:

$\Gamma_{n,\infty}^{J}$ $:=\{\gamma\in\Gamma_{n}^{J}|1|_{k,S}\gamma=1\}$

ただちに、導かれるように

$\Gamma_{n,\infty}^{J}=\{((\begin{array}{ll}a b0 d\end{array})(0, \mu),$ $\rho)\}\cap\Gamma_{n}^{J}$

である o $k>0$ を偶数とし、Eisenstein 級数を以下で定義する:

$E_{k,S}^{(n)}(\tau, z)$ : $=$ $\sum$ $(1|_{S,k}\gamma)(\tau,z)$

$\gamma\in\Gamma_{n.\infty}^{J}\backslash \Gamma_{n}^{J}$

$=$
$\sum_{\gamma\in\Gamma_{n,\infty}^{J}\backslash \Gamma_{n}^{J}}J_{S,k}(\gamma, (\tau,z))^{-1}$

$k>n+l+1$ ならば、この Eisenstein 級数は絶対収束し、 $E_{k,S}^{(n)}(\tau, z)\in$

$J_{k,S}(\Gamma_{n})$ である。
もう少し一般化して、Klingen 式 Eisenstein 級数も定義できるが、そ
れについては、 Ziegler [Zi] 参照。

(iii) theta 級数 2次形式の theta 級数から Siegel 保型形式が構成さ
れるように、適当な theta級数から Jacobi 形式が構成される。
$S\in Sym_{l}^{*}(Z)^{+}$ をとり、固定する。更に、

$\wedge^{m}$ $\wedge^{l}$

$Q=(\begin{array}{ll}M e_{q}/2q/2 S\end{array})$ $\in Sym_{m+l}^{*}(Z)^{+}$

$(M\in Sym_{m}^{*}(Z)^{+}, q\in M_{l,m}(Z))$ に対して、 theta 級数 $\theta_{Q}^{(n)}(\tau, z)$ を

$\theta_{Q}^{(n)}(\tau, z):=$ $\sum$ $e(tr(Q[G]\tau)+tr(tz(q2S)G))$
$G\in M_{m+1,n}(Z)$
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(但し、 $(\tau,$ $z)\in D_{nl,)}$ , $Q[G]={}^{t}GQG$ )

で定義する。このとき、

$\det(2Q)=1$ ( $2Q$ : even $unimodular$) $\Rightarrow\theta_{Q}^{(n)}(\tau, z)\in J_{\frac{m+l}{2},S}(\Gamma_{n})$

これら 3通りの作り方は相互に無関係ではなく、興味深い関係で結ばれてい
る。例えば、 (i) と (ii) の間の関係としては、 B\"ocherer[Bo], Yamazaki[Ya],
Ziegler[Zi] らにより次のことが知られている。
$E_{k}^{(n+1)}(Z)\in \mathfrak{M}_{k}(\Gamma_{n+1})$ を degree $n+1$ の Siegel の Eisenstein 級数とし、
その Fourier-Jacobi 展開を

$E_{k}^{(n+1)} (\begin{array}{ll}\tau e_{Z}z (\end{array})=\sum_{S=0}^{\infty}e_{S}^{(n)}(\tau, z)e(S\zeta)$ $(\tau\in ff_{n}, z\in \mathbb{C}^{n}, \zeta\in \mathfrak{H})$

とする。

Theorem 1 (B\"ocherer-Yamazaki-Ziegler) $S$ を正整数とするとき、

$e_{S}^{(n)}(\tau, z)=$ const $x\sum_{a^{2}|S,a>0}\delta(\frac{S}{a^{2}})E_{k,S/a^{2}}^{(n)}(\tau, az)$

ここで、 $5(\nu)=\sum_{d^{2}|\nu,d>0}\mu(d)\sigma_{k-1}(\frac{\nu}{d^{2}})$、 const は容易に計算可能な定数。

Remark 定理をこの形に定式化したのは、Yamazaki[Ya] 及び Ziegler[Zi] で

ある o 彼らは $B\ddot{o}cherer[Bo]$ の結果を証明に本質的に用いている。

(ii), (iii) の作り方の間の関係については、Sect.5で詳述する。

3 L-関数

Jacobi 形式に付随する L-関数は Shintani によって導入され、その解析
接続、関数等式に関する理論は、 Shintani, Murase, Sugano ( $[Mu1,2],$ [M-S],
[Su]) による非常に重厚な素晴らしい理論として結実した。ここで、その理論
の短い解説を述べるべきであるが、紙面の制約もあり、筆者の手に余るので
省略させて頂きたい o
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4 半整数保型形式との対応

最初に或 theta 級数を導入し、それを用いて半整数保型形式の空間であ
る Kohnen space を定義する o

theta 級数の空間

$S\in Sym_{l}^{*}(Z)^{+},$ $\tau\in ff_{n}$ に対して $\Theta_{S_{1}\tau}^{(n)}$ を正則関数 $\theta$ : $M_{l,n}(\mathbb{C})arrow \mathbb{C}$ で

$\theta(z+\lambda\tau+\mu)=e(-tr(S[\lambda]\tau)-2trS(\lambda, z))\theta(z)$ $\forall\lambda,$ $\mu\in M_{l,n}(Z)$

を満たすものの成す空間とする。
$L=M_{1,n}(Z)$ とおく。 $r\in L/(2S)L,$ $(\tau, z)\in D_{n,l}$ に対し、 theta 級数
$\theta_{r}(\tau, z)$ を

$\theta_{r}(\tau, z):=\sum_{\lambda\in L}e(tr(S[\lambda+(2S)^{-1}r]\tau)+2trS(\lambda+(2S)^{-1}r,z))$

このとき、次が成り立っ。

$(^{*})$ $\{\theta_{r}(\tau, z)\}_{r\in L/(2S)L}$ は $\mathbb{C}-$ベクトル空間 $\Theta_{S,\tau}^{(n)}$ の基底を成す

$(^{*})$ $\phi\in J_{k,S}(\Gamma_{n})\Rightarrow z$ の関数として $\phi(\tau, z)\in\Theta_{S,\tau}^{(n)}$ . 従って、
$(^{*})$ $\phi(\tau, z)\in J_{k,S}(\Gamma_{n})$ は theta 級数 $\theta_{r}(\tau, z)$ の線形結合として書ける:

$\phi(\tau, z)=\sum_{r\in L/(2S)L}f_{r}(\tau)\theta_{r}(\tau,z)$
with $f_{r}(\tau)\in \mathbb{C}$

$f=(f_{r}(\tau))_{r\in L/(2S)L}$ は, 或 “ theta multiplier system“ 附きの保型形式
である。

Kohnen space ([Ko], [Ib])

ここでは、 $l=1,$ $S=1,$ $L=M_{1,n}(Z)$ とし、特別な theta 級数 $\theta^{(n)}(\tau)$ を

$\theta^{(n)}(\tau)$

$:= \sum_{\lambda\in L}e(\lambda\tau^{t}\lambda)=\theta_{0}(\tau, 0)$

$(\tau\in \mathfrak{H}_{n})$
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で定義し、 $\Gamma_{0}^{(n)}(4)$ を次で与えられる $\Gamma_{n}=Sp_{n}(Z)$ の部分群とする:

$\Gamma_{0}^{(n)}(4):=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma_{n}|c\equiv 0mod 4\}$

保型因子 $j(M, \tau)(M\in\Gamma_{0}^{(n)}(4))$ を次式で定義する:

$j(M, \tau)$ $:= \frac{\theta^{(n)}(M\tau)}{\theta^{(n)}(\tau)}$ $(M\in\Gamma_{0}^{(n)}(4))$

このとき、任意の $M=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma_{0}^{(n)}(4)$ に対して

$(*)$ $j(M, \tau)^{2}=\epsilon(M)\det(c\tau+d)$ with $\epsilon(M)^{2}=1$

である。んは偶数とする。半整数保型形式の空間である Kohnen space
$M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}^{(n)}(4))$ を以下の如く定義する。正則関数 $f:,6_{n}arrow \mathbb{C}$ が

$M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}^{(n)}(4))$ の元であるとは $f$ が次の 2条件を満たすときとする:

(i) $f(M\tau)=j(M, \tau)^{2k-1}f(\tau)$ $\forall M\in\Gamma_{0}^{(n)}(4)$

(ii) $f(\tau)$ は次の Fourier 展開を持っ:

$f( \tau)=.\sum_{T\in S_{n}(Z),T\geq 0}a(T)e(tr(T\tau)$

更に Fourier 係数 $a(T)$ は条件

“ $a(T)=0$ unless $T\equiv-\mu^{t}\mu mod 4S_{n}^{*}(Z)$ for $\exists\mu\in M_{n,1}(Z)$

を満たす。

任意の $\phi\in J_{k,1}(\Gamma_{n})$ $(l\cdot=1, S=1)$ は、前述のように

$\phi(\tau,z)=\sum_{r\in L/2L}f_{r}(\tau)\theta_{r}(\tau, z)$
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として、 theta 級数 $\theta_{r}(\tau, z)$ の線形結合の形に表わされる o このとき、

$f_{\phi}( \tau):=\sum_{r\in L/2L}f_{r}(4\tau)$

とおく $0$ $f_{\phi}\in M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}^{(n)}(4))$ である。 Jacobi 形式の空間 $J_{k,1}(\Gamma_{n})$ は
Kohnen space と同型になる ([E-Z], [Ib] 参照)。

Theorem 2 (Kohnen-Zagier $(n=1)$ , Ibukiyama $(n>1)$ ) 次の同型が
成り立っ。

$J_{k,1}(\Gamma_{n})\simeq M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}^{(n)}(4))$

対応は $\phiarrow f_{\phi}$ で与えられる。 しかも、 この同型は Hecke 作用素の作用と
compatible である。

Maass space と Saito-Kurokawa 予 ‘i;想,tP

次に $n=1$ の Jacobi 形式の空間 $J_{k,1}(\Gamma_{1})$ と degree 2の Siegel 保型形式
の空間刎 k $(\Gamma_{2})$ の Maass space と呼ばれる部分空間との対応について述べ
る。 Maass space の概念は Saito-Kurokawa 予想 ([Ku]) を解決するため
に Maass に依り導入された o

$F\in \mathfrak{M}_{k}(\Gamma_{2})$ がその Fourier 係数 $a_{F}(T)(T\in Sym_{2}^{*}(Z), T\geq 0)$ に関して
次の条件を満たすとき $F$ は Maass space $\mathfrak{M}_{k}^{M}(\Gamma_{2})$ の元であるという:

$(*)$ $a_{F} (\begin{array}{ll}n r/2r/2 \dot{m}\end{array})=\sum_{d|(n,r,m)d>0}d^{k-1}a_{F}(\begin{array}{ll}mn/d^{2} r/2dr/2d 1\end{array})$

$(\forall T=(\begin{array}{ll}n r/2r/2 m\end{array})\in Sym_{2}^{*}(Z),$ $T\geq 0)$

$\phi\in J_{k,1}(\Gamma_{1})$ から B\geq 上の関数場: $\mathfrak{H}_{2}arrow \mathbb{C}$ を次のように構成する;
$\phi(\tau, z)=\sum_{n,r\in Z,4n-r^{2}\geq 0}c(n, r)e(n\tau+rz)$ を $\phi$ の Fourier-Jacobi 展開
とし、

$F_{\phi} (\begin{array}{ll}\tau zz \zeta\end{array})=\sum_{\geq_{r^{0_{2}}\geq 0}n_{4}m_{m}\in_{n^{Z_{-},r\in Z}}}A(\begin{array}{ll}n r/2r/2 m\end{array})e(n \tau+rz+m()$
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と置く。但し、

$A (\begin{array}{ll}n r/2r/2 m\end{array})=\sum_{d|(n,r,m)d>0}d^{k-1}c(\frac{mn}{d^{2}},$

$\frac{r}{d})$

である。 このとき、

Theorem 3 (Maass [Ma], Eichler-Zagier [E-Z, Theorem 6.3])

C-vector space としての次の同型が成り立つ o
$J_{k,1}(\Gamma_{1})\simeq \mathfrak{M}_{k}^{M}(\Gamma_{2})$

対応は $\phiarrow.F_{\phi}$ で与えられ、この同型は Hecke 作用素の作用と compatible

である ([E-Z] 参照)。

Saito-Kurokawa 予想は $M$ aass, Andrianov, Eichler-Zagier らに依り解 $\grave{l}*-$
さ

れた ([E-Z, Sect.6] 参照) が、次の図式で定式化される。予想を正確に—–\ddagger I-a\uparrow -‘
することはここでは出来ないが、以下の図式とそれを対応する &関数の言葉

で記述したものが、 Sit\sim Kurokawa 予想と理解された llo

$\mathfrak{M}_{k}^{M}(\Gamma_{2})$ $\simeq$

$J_{k,1}(\Gamma_{1})\simeq M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}(4))\simeq_{\iota}\mathfrak{M}_{2k-2}(\Gamma_{1})$

$F_{\phi}$

$\phi$ $arrow$ $f_{\phi}$

$arrow$

これらの同型は Hecke 作用素の作用と compatible であり、対応

$\iota$ : $M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}(4))arrow \mathfrak{M}_{2k-2}(\Gamma_{1})$
は Shimura 対応で与えられる。 Shimura

対応 $\iota$ が本質的であるが、 Jacobi 形式の空間 $J_{k,1}(\Gamma_{1})$ が証明の{中介役を果

たした点が興床深い o

5 Siegel 公式

2次形式論の Siegel の定理を Jacobi 形式の場合に拡張する。
$S\in Sym_{l}^{*}(Z)^{+}$ を固定し、

$Sym_{m+1}^{*}(S;Z)=\{Q=(\begin{array}{ll}M {}^{t}q/2q/2 S\end{array})|M\in Sym_{m}^{*}(Z),$
$q\in M_{1,m}(Z)\}$
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とおく。 $Sym_{m+l}^{*}(S;Z)^{+}$ を正定値対称行列 $Q\in Sym_{m+l}^{*}(S;Z)$ の成す
$Sym_{m+l}^{*}(S;Z)$ の部分集合とする。

S-class, S-genus

古典的な場合と同様に、 $Sym_{m+l}^{*}(S;Z)$ の元の間に、類 (class) と種 (gennus)

という二っの同値関係を導入する o

Definition (S-class, S-genus) $Q,$ $Q’\in Sym_{m+l}^{*}(S;Z)$ が同じ S-class (resp.

S-genus) に属するとは、 $\exists\gamma=(\begin{array}{ll}u 0y l_{j}\end{array})$ , $(u\in SL_{m}(Z), y\in M_{l,m}(Z))$

に対して $Q’=s_{\gamma Q\gamma}$ $(resp$ . $\forall p$ に対して、 $\exists\gamma_{p}=(\begin{array}{ll}u_{p} 0y_{p} 1_{l}\end{array})$ , $(u_{p}\in$

$GL_{m}(Z_{p}),$ $y\in M_{l,m}(Z_{p}))$ を選べば $Q’={}^{t}\gamma_{p}Q\gamma_{p}$ とでき、かっ、 $Q,$ $Q’$ は同

符合) となることとする o

古典的な場合とまったく同様に、

$(^{*})$ 与えられた $Q$ の定める S-genus は有限個の S-classes から成る.

この S-classes の個数を $H(Q)$ と書き $Q$ の S-class number と呼ぶ。 S-class
number はある直交群の類数になる。直交群 $G$ を

$G$ $=$ $O^{+}(Q;S)$

$;=$ $\{(\begin{array}{ll}a 0x 1_{l}\end{array})|a\in SL_{m},$ $x\in M_{I,m},$ $Q[(\begin{array}{ll}a 0x 1_{l}\end{array})]=Q\}$

で定義する。 $G$ は $\mathbb{Q}$ 上定義された代数群で

$G(Z)=\{(\begin{array}{ll}a 0x 1_{l}\end{array})\in G(\mathbb{Q})|a\in SL_{m}(Z),$ $x\in M_{m,l}(Z)\}$

と置く。 $G(Z$. も同様に定義する。 adele 群 $G(R)$ の $\Phi-\cross D\Re 9$群 $\mathcal{U}$ は

$\mathcal{U}=\prod_{p<\infty}G(Z_{p})xG(R)$
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で与えられる o 類数 $H(Q)$ は次の $G(fl)$ の double coset decomposition で

特徴付けられる。

(畢) $G(fl)=uG(\mathbb{Q})g_{j}\mathcal{U}j=1H$

ここで、 $H=H(Q)$ であり、 $g_{j}(1\leq j\leq H)$ は $G(A)$ の元である。

表現の個数、local density

$m,$ $n\in Z>0,$ $m\geq n$ とする。 $Q\in Sym_{m+l}^{*}(S;Z)^{+},$ $T\in Sym_{n+l}^{*}(S;Z)^{+}$ に

対して

$A(Q;T)=\#\{(\begin{array}{l}xy\end{array})\in M_{m+l,n}(Z)|Q[(\begin{array}{ll}x 0y 1_{l}\end{array})]=T\}$

$A_{p^{\nu}}(Q;T)=\#\{(\begin{array}{l}xy\end{array})\in M_{m+l,n}(Z/p^{\nu}Z)|$

$Q[(\begin{array}{ll}x 0y 1_{\mathfrak{l}}\end{array})]\equiv Tmodp^{\nu}Sym_{n+l}^{*}(Z)\}$

とおき、 さらに local density $\alpha_{p}(Q;T)$ を

$\alpha_{p}(Q;T)=\lim_{\nuarrow\infty}p^{-\nu(mn-n(n+1)/2)}A_{p^{\nu}}(Q;T)$

とする。 \infty -素点に関する local density $\alpha_{\infty}(Q;T)$ は適当に定義する (正確な

定義は [Ar] 参照)。

$Q[$

A
$xa$ $0_{l}1)]=Q\}$$E(Q)=\#\{(\begin{array}{l}ax\end{array})|a\in SL_{m}(Z),$ $x\in M_{l,m}(Z)$ ,

とおく $\circ$ 古典的の場合 (Siegel [Si]) と同様に、次の Siegel 公式が成り立っ。

Theorem 4 (Arakawa [Ar]) $m\geq n,$ $Q,$ $T$ は上記の通りとする o $Q$ の定
める S-genus に属する S-classes の完全代表系を $Q_{1},$

$\ldots$ , QH $(H=H(Q))$
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とする o このとき、

$\prod_{p\leq\infty}\alpha_{p}(Q;T)=\epsilon(\sum_{j=1}^{H}\frac{A(Q_{j};T)}{E(Q_{j})})/(\sum_{j=1}^{H}\frac{1}{E(Q_{j})})$ ,

ここで、

$\epsilon=\{1$
. .. if $m>n+1$ or $m=n=1$

2 . .. if $m=n+1$ or $m=n>1$ .

この公式の左辺の無限積は収束する。

証明には、T.Ono [Ono], F.Sato [Sa] に依る等質空間上の Siegel 公式を用
いる。

この定理は、古典的な場合に Siegel が実行したのと同様に、 theta series と

Eisenstein series の間の解析的 Siegel 公式に書き変えられる。

Theorem 5 (Analytic Siegel’s formula [Ar]) 記号は Theorem 4と同
様とする o 更に、 $m>2n+l+2$ , かっ $\det(2Q)=1$ を仮定する。 このとき、

$( \sum_{j=1}^{H}\frac{\theta_{Q_{j}}^{(n)}(\tau,z)}{E(Q_{j})})/(\sum_{j=1}^{H}\frac{1}{E(Q_{j})})=E_{\frac{(n)m+l}{2},S}(\tau, z)$ .

example $l=1,$ $S=1$ 且っ

$Q=(\begin{array}{ll}M {}^{t}q/2q/2 1\end{array})$ , $\det(2Q)=1$

とする。 このとき、 $m\equiv 7mod 8$ である。
$Q$ に対して

$\overline{Q}=M-\frac{1}{4}{}^{t}qq$

と置き、 theta 級数 $\theta(\tilde{Q};\tau)$ を

$\theta(\tilde{Q};\tau)$

$:= \sum_{G_{1}\in M_{m1}(Z)},e(4\tilde{Q}[G_{1}]\tau)$
$(\tau\in 9i)$
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で定義する o $\theta(\tilde{Q};\tau)\in M_{m/2}^{+}(\Gamma_{0}(4))$ である。 $Q$ の定める S-genus に属する
S-classes の完全代表系を $Q_{1},$

$\ldots$ , QH $(H=H(Q))$ とする。 このとき $m>5$

ならば、

$\#$ $( \sum_{j=1}^{H}\frac{\theta(\tilde{Q}_{j};\tau)}{E(Q_{j})})/(\sum_{j=1}^{H}\frac{1}{E(Q_{j})})=\frac{1}{\zeta(2-m)}G_{m/2}^{+}(\tau)$

である。 $G_{k-1/2}^{+}(\tau)$ は Cohen 関数 ([Co], $[LZ,$ $p.65]$ 参照) と呼ばれる
$M_{k-1/2}^{+}(\Gamma_{0}(4))$ の元である ([E-Z, $p.65|$ の記号では、 $G_{k-1/2}^{+}(\tau)=\mathcal{H}_{k-1}(\tau)$

$)$
。

上記の $\#$ 式は半整数保型形式に対する Siegel 公式と考えられる。

theta correspondence

$Q\in Sym_{m+l}^{*}(S;Z)^{+}$ , $\det(2Q)=1$ とする。直交群 $G=O^{+}(Q;S)$ の

double coset decomposition (轟) に於て $g_{j}\in G(fl)$ を

$g_{j}=(\begin{array}{ll}\alpha_{j} 0\xi_{j} 1_{l}\end{array})(\begin{array}{ll}u_{j} 0y_{j} 1_{l}\end{array})$

$(\alpha_{\dot{f}}\in GL_{m}^{+}(\mathbb{Q}),$ $\xi_{j}\in M_{l,m}(\mathbb{Q}),$
$u_{j} \in\prod_{p<\infty}GL_{m}(Z_{p}),$

$y_{j} \in\prod_{p<\infty}M_{l,m}(Z_{p}))$

と分解し、

$Q_{j}=Q[(\begin{array}{ll}\alpha_{j} 0\xi_{j} 1_{l}\end{array})]$

と置く。 $Q_{1},$ $Q_{2}$ , , QH は $Q$ の定める S-genus に属する S-classes の完
全代表系を与え蚕 $G$ 上の保型形式の空間を

$A(G):=\{\varphi : G(A)arrow \mathbb{C}|\varphi(\gamma gu)=\varphi(g) \forall\gamma\in G(\mathbb{Q}), \forall u\in \mathcal{U}\}$

とする。 $\varphi\in \mathcal{A}(G)$ に対して

$\theta(\varphi)=\sum_{j=1}^{H}\frac{\varphi(g_{j})}{E(Q_{j})}\theta_{Q_{j}}^{(n)}(\tau, z)$ $(\tau, z)\in \mathcal{D}_{n,1}$
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と定義すると、写像 $\theta$ : $\mathcal{A}(G)arrow J_{(m+l)/2,S}(\Gamma_{n})$ を考えることが出来る。

最後に、問題を提出して終わりにしたい。

Problem この写像 $\theta$ は Hecke 作用素の作用と compatible か?
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