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グラフによる 2次体の類群の 2巾階数評価
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\S 1 Introduction

2次体の Ideal 類群の構造については、特にその 2-part にっいて. Gauss に

よる種の理論、 及び R\’edei-Reichardt の理論がよく知られている。 この報告
書では R\’edei-ReiChardt の定理のグラフ版 (これは、 $Lagarias[L]$ によ る) を

紹介し、特に Ideal 類群の 4-rank についての グラフ 上の Zeta 関数を用い
た判定を与える。又、 大島の修論 [O] の結果を踏まえて、 いくっかの簡単な
グラフについて、 その $4$-rank の計算例を与える。更に今後の希望的見通しを
Morton の論文 [M2] の紹介と共に述べる。

\S 2 Results

$G(D)$ を 2次体 $Q(\sqrt{D})$ に付随するグラフとし, $\kappa(X)$ をグラフ $X$ のコン

プレクシティ [\S 6 参照] とすると, 以下のことが成り立つ.

Fact 1 完全グラフ $K(n)$ (valency $n-1$ の正則グラフの一つ) に対し

$G(D)=K(q+2)$ $(q\geq 1)$

となる判別式 $D$ をとると,

$\kappa(K(q+2))=(q+2)^{q}$
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が成り立ち $Q(\sqrt{D})$ に於いて

$\{\begin{array}{l}q\equiv 0(mod2)=\succ e_{2}\geq lq\equiv 1(mod2)\Rightarrow e_{2}=0\end{array}$

ただし, 種の理論により $e_{1}=q+1$ である.

Remark 1 この事実は $Oshima[O]$ の結果によってもきっちり示されて

いる.

FaCt 2 完全 2部グラフ $K(k_{1}, k_{2})$ (ValenCy $(k_{1}, k_{2})$ の半正則グラフの

一つ) に対し
$G(D)=K(q_{1}+1, q_{2}+1)$ $(q_{1}, q_{2}\geq 1)$

となる判別式 $D$ をとると,

$\kappa(K(q_{1}+1, q_{2}+1))=(q_{1}+1)^{q_{2}}(q_{2}+1)^{q_{1}}$

が成り立ち

$\{_{q^{1}}q_{1}\equiv\equiv 01(mod(mod 2)2)$ 及又びは $q_{2}^{2}q\equiv\equiv 01(mod(mod 2)2)\Rightarrow^{\Rightarrow}e_{2}e_{2}=\geq 01$

.
ただし, 種の理論により $e_{1}=q_{1}+q_{2}+1$ である.

FaCt 3 連結正則グラフ $X$ に対し $G(D)=X$ となる判別式 $D$ をとると

1 $n-1$

$\kappa(X)=-\prod(1-\lambda_{j}+q)$
$n_{j=1}$

が成り立っ. ここに $\lambda_{j}$ はグラフ $X$ の固有値, $n=\# V$ , ValenCy は $q+1$ ,

特に $X$ が 2部グラフであるときは, $\lambda_{n-1}=-(q+1)$ となり

$\kappa(X)=\frac{2(q+1)}{n}\prod_{i=1}^{n-2}(1+q-\lambda_{j})$

が成り立っ. よ っ て $Q(\sqrt{D})$ に於いて

$\{\begin{array}{l}\kappa(X)\equiv 0(mod2)\Leftrightarrow e_{2}\geq 1\kappa(X)\equiv l(mod2)\Leftrightarrow e_{2}=0(X.\text{連結正則})\end{array}$
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$\frac{qn}{2}\equiv 1(mod 2)\Rightarrow e_{2}\geq 1$ . ($X$ : 連結正則 2部).

ただし種の理論により $e_{1}=n-1$ .

Fact 4 連結半正則 2 部グラフ $X$ , valency : $(q_{1}+1, q_{2}+1)$ に対し

$G(D)=X$ となる判別式 $D$ をとると

$\kappa(X)=\frac{(1+q_{2})^{n_{2}-n_{1}+1}}{n_{1}}\prod_{i=1}^{n_{1}-1}\{(1+q_{1})(1+q_{2})-\lambda_{i}^{2}\}$

が成り立っ. ここで, $\lambda_{j}$ はグラフ $X$ の固有値, $n_{i}=\# V_{i}$ $(i=1,2)$ ,
よって $Q(\sqrt{D})$ に於いて

$\{\begin{array}{l}\kappa(X)\equiv 0(mod2)\Leftrightarrow e_{2}\geq 1\kappa(X)\equiv 1(mod2)\Leftrightarrow e_{2}=0\end{array}$

ただし種の理論により $e_{1}=n_{1}+n_{2}-1$ .

\S 3 Morton の結果

有限 Abel 群 $H$ の 2-Sylow subgroup $H_{2}$ について 、 Morton の 論文 “ $On$

Redei $s$ theory of the Pell equation” [M1] に基づいて述べる。

Proposition 1

$M=(\chi_{j}(\mathcal{A}_{i}))$ $(1 \leq i\leq m, 1\leq j\leq e_{1})$ .

ここで、

$\{\begin{array}{l}m\geq e_{1}\chi_{j}.H\text{の次指標のなす群}X\text{の基底} (j=l,\cdots,e_{1})e_{1}.H_{2}\text{の直積因子の個数_{}\prime}A_{i}.H\text{の元}=1\end{array}$

とする。 このとき



4

とできる。 ここで $D_{1}$ は $r_{1}\cross r_{1}$ 正方行列 (無いときもある) で、 対角成分は

$-1$ , その他の成分が +1 とする.

Definit iOn 1 $M_{1}$ は”reduCed ’ と呼ばれる.

Definition 2 行列 $M$ の derived sequence $M_{n}$ を次のように決める;
(1) $M_{1}$ は $M$ を reduced したもの
(2) それぞれの $M_{n+1}$ は $M_{n}$ から deriVed された行列.

Definition 3 行列 $D_{n}$ を $m\cross e_{1}$ 行列 $M_{n}$の正方部分行列として次のよ

うに定義する;

$D_{n}$ の次数を $r_{n}$ とする。

これから考える行列

$M=(\chi_{j}(A_{i}))$ $(1 \leq i\leq\uparrow n, 1\leq j\leq e_{1})$

として 特に

$\{\mathcal{A}_{1}, \cdots, \mathcal{A}_{m}\}$

が、 $A_{1}(\subset H)$ が位数 2 の元全体, の生成元の集合となるときを扱う.

Theorem 1 (Morton [M1]) 行列 $M$ の deriVed matriCeS $\{M_{n}\}$ に対

して、 数 $e_{n+1}$ が、 次のようにして与えられる.

$e_{n+1}=e_{1}-r_{n}$ $(n\geq 1)$ .

ただし、 $e_{n}$ は $H_{2}$ の直積因子の中で、その位数が $2^{n}$ で割れる ものの個数、 $r_{n}$

は、 Definition3 で定義された 行列 $D_{n}$ の次数を表す. 特に、 $H_{2}$の直積因

子の 最大位数を $2^{v}$ とすると (そのとき $e_{v+1}=e_{v+2}=\cdots=0$).
$D_{v}$ は、 sequence $\{D_{n}\}$ の中で、 $e_{1}$列をもっ最初の行列となる.

さらに, $D_{v}$ の行を生成する要素は、 $H_{2}$の基底となる.
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\S 4 R\’edei-Reichardt の理論

グラフとのっながりを述べる前に、 Redei らによってなされた 2次体の Ideal
類群の 2-part についての仕事をまとめる. R\’edei は、 一連の論文で、 2次体

の Ideal 類群の 2-part の最初の 3 っの rank について、理論的に記述した.

Reichrdt による 2次体 $Q(\sqrt{D})$ の狭義 Ideal 類群 $C$ の $2^{n}$-rank ( $e_{n}$ とかく)
の特徴づけから出発して、 Redei は、 $D$の因子分解と 2進乗法的記号

$\{a_{1}, a_{2}, a_{3}\}$ を用いて、 $e_{2},$ $e_{3}$ を特徴づけた. 更に、Redei は、 この記号を用
いて、任意に与えられた $e_{1},$ $e_{2},$ $e_{3}$ に対して、無限個の実 2次体が存在すること

を、 示した。 Morton は、 1982年の論文 [M2] で、 R\’edei の 理論を 虚 2次体

の場合について 拡張している.

Definit ion 4 $D$ -分解 $\{D_{1},D_{2}\}$

$D=D_{1}D_{2}=D_{2}\cdot D_{1}$

ここで、 $D$ は 2次体 $Q(\sqrt{D})$ の判別式 , $D_{1’}$ は判別式 $(i=1,2)$ 又、 1 も判別式
と見な し、

$\{1, D\}$ : 自明な $D$ 一分解

とする。

Definition 5 第 2種 $D$ -分解 $\{D_{1}, D_{2}\}$ は、 次の条件をみたすものと

する;

$\{(\frac I(\frac{D_{i^{1}}D_{2}p}{p_{|}})=1=1’$ $\forall^{p_{i}}|^{D}\forall_{p^{i}}|_{D_{1}^{2}}$

.

ここで $(_{\overline{p_{i}}})$ は、 Kronecker 記号を表す.

自明な D-分解は、第 2種となる。

Theorem 2( Gauss, R\’edei-Reichardt )Gauss の種の理論により、

$\#$ { $D$ 一分解} $=2^{e_{1}}$ .
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R\’edei-Reichardt の定理よ り

$\#$ { 第 2種 $D$ 一分解} $=2^{e_{2}}$ .

ここで、 $e$ ; は $2^{i}$ -rank を表す.

\S 5 R\’edei-Reicllardt 理論のグラフ化

2次体 $Q(\sqrt{D})$ の判別式 $D$に対して随伴グラフ $G(D)$ が構成される. それは,

R\’edei-Reichardt の定理の R\’edei による初等的証明に基づく ものである.

Definition 6 $D=p_{1}^{*}\cdots p_{N}^{*},$ $p_{i}^{*}$ は素判別式すなわち,

$p_{i}^{*}=\{_{-4}^{(-1)_{-8\text{又^{}i}}^{\frac{p_{j}-1}{2}}}p$

は 8,

(
$p:(p_{j}^{i}=$奇)#‘ 数)

に対し行列 $A_{D}=(a;;)$ を次の条件できめる:

砺り $=\{_{0}1$

,
$(\begin{array}{l}p\wedge p_{j}\end{array})=.-1$

その $\{\{4$

Proposition 22次体 $k=Q(\sqrt{D})$ の判別式 $D$ に対して,

$G(D)$ が対応 $\Leftrightarrow A_{D}$ : グラフの頂点随伴行列 Le.A は対称行列.

Proposition 3 $D$がち ょ うど 1 っの素判別式からなるとき,

$A_{D}$ は対称行列 $(1 \cross 1)$ .

Lemma 1 (Lagarias[L], Oshima[O]) 判別式 Dが少な くとも 2 つ の異

なる素判別式を因子としてもっとき, その随伴行列 $A_{D}$ が対称行列となるの

は次の場合に限る.

(1) $D=\Pi p,$ $D=-q\Pi p$ , $p\equiv 1,$ q– $3(mod 4)$

(2) $D=-4\Pi p,$ $D=(-4)(-q)\Pi p$ , $p\equiv 1(mod 4),$ $q\equiv 3(mod 8)$

(3) $D=\pm 8\Pi p,$ $D=8(-q)\Pi p$ , $p\equiv 1,$ $q\equiv 3(mod 4)$
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Proposition 4 任意の $N$頂点の単純グラフは, ある判別式 $D$に対して

その随伴グラフ $G(D)$ として得られる.

Definition 7 $D$ -分解 $\{D_{1}, D_{2}\}$ は, $G(D)$ の頂点の集合 $V$ の 2 っの互い

に素な集合 $\{V_{1}, V_{2}\}$への分割を決定する. ここで 頂点 $i\in V_{j}$ となるのは,

$p_{i}^{*}|D_{j}$ $(j=1,2)$

となるとき, 又そのときのみ成り立つ.

Proposition 5 頂点の分割 $\{V_{1}, V_{2}\}\cdot$は
$,$

$V_{1}$ と $V_{2}$ とを結ぶ辺のみからな

る $G(D)$ の部分グラフの全ての頂点の次数が偶数であるとき, 第 2種 D-分割
に対応している.

(証) 第 2種 D-分割の意味から

$( \frac{D_{1}}{p}I=1$ $\forall p|D_{2}$ , $( \frac{D_{2}}{p}I=1$ $\forall p|D_{1}$ .

また

$a_{ij}=1 \Leftrightarrow(\frac{p_{i}^{*}}{p_{j}})=-1$ .

Definition 8 $G(D)$ の部分グラフで全ての辺が, $V_{1}$ と $V_{2}$ との各点を結

ぶものであるとき, 全ての頂点の次数が偶数 ( $0$ を含む) ならば,

$\{ V_{1}, V_{2} \}$ を Eulerian vertex decomposition とい う.

Theorem 3( R\’edei -Reichardt criterion ) Dを随伴 グラフ $G(D)$ をも

つ判別式とするとき $G(D)$ の Euler vertex decomposition の数は $2^{e_{2}}$ である.

ここで $e_{2}$ は $Q(\sqrt{D})$ の 4 –rank を表す. したがって

$e_{2}\geq 1$ $\Leftrightarrow G(D)$ の Euler vertex decomPosition の数が偶数である.

Theorem 4 (Pumpl\"un[P] ) 判別式 $D$ に対して

$D=p_{1}^{*}\cdots p_{N}^{*}$ , $p_{i}^{*}(>0)$ : 素判別式 $(i=1, \cdots, N)$
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となるとき, $h^{*}(D)$ を 2次体 $Q(\sqrt{D})$ の狭義類数とするならば

$h^{*}(D) \equiv\sum_{T}\sum_{(i,j)\in T}(1-(\frac{p_{i}^{*}}{p_{j}}I)$ $(mod 2^{N})$ .

ここで, $T$ は $N$頂点の完全グラフの全ての spanning trees をわたるものとする.

Theorem 5 (Pumpl\"un criterion ) 判別式 $D$ に対して

$D=p_{1}^{*}\cdots p_{N}^{*}$ , $p_{i}^{*}(>0)$ : 素判別式 $(i=1, \cdots, N)$

とせよ. このとき 2次体 $Q(\sqrt{D})$ の狭義類数 $h^{*}(D)$ は

$h^{*}(D)\equiv 2^{N-1}|ST|$ $(mod 2^{N})$

を満たす. ここで, I $ST|$ は $G(D)$ の spanning trees の数を表す. したがって

$e_{2}\geq 1$ $\Leftrightarrow$ $G(D)$ の spanning trees の数が偶数である.

更に, Lagarias は, 上の 2 っの criterion の同値性を与える次の定理を純グ
ラフ的に証明した.

Theorem 6 (Lagarias [L] ) 任意の単純グラフ $G$ に対して

$|EVD|\equiv|ST|$ $(mod 2)$ .

ここで, $|EVD|$ は $G$ の Eulerian vertex decomPosition の数を表し, I $ST|$

は $G$ の $sPanning$ trees の数を表す.

Proposition 6 (Oshima $[0]$ ) $K_{n}$ を完全グラフ, $V(K_{n})$ を $K_{n}$ の 頂

点集合とするとき

$\# V(K_{n})=n$ . $(n\geq 2)$

$\overline{K_{n}}$ を $K_{n}$ より 1本の edge を取り除いた グラフ $(n^{i}\geq 4)$ とすると

1) $|EVD|_{K_{n}}=\{\begin{array}{l}2^{0}’ n\cdot.odd2^{n-2},n\cdot.even(n\geq 2)\end{array}$

2) $|EVD|_{\overline{K_{n}}}=\{\begin{array}{l}2^{0}’ n.\cdot odd2^{n-3},n\cdot.even(n\geq 4)\end{array}$
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\S 6 グラフ上の Zeta 関数

Theorem 7 (Ihara [I]) $X$ を valency は $q+1$ の連結正則多重辺グラフ

とし, $A$ をその随伴行列とする. そのとき

$Z_{X}(u)^{-1}=(1 - u^{2})^{r-1}\det[I_{n}-Au+qu^{2}]$ .

ここで $r=(q-1)n/2$ はグラフ上の $p_{0}$

.

を始点とする基本群 $\Gamma=\pi_{1}(X, p_{0})$

の rank 及び $n=\#(VX)$ を表す.

Definition 9 (Hashimoto [H]) $X$ を有限連結多重グラフ, $\Gamma=\pi_{1}(X, p_{0})$

を $X$ の基本群及び $EX=\{e_{1}, \cdots, e_{m}\}$ を $X$の非有向辺の集合とするとき,

$EX$ の labelling によ って,

$e_{j}arrow u_{j}$ $(1 \leq j\leq nx)$

と対応する独立変数 $u_{j}$ をとり, $u=(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$

とかく. このとき, $\Gamma$ の共役類 $P=\{\gamma\}r$ に対して

$u^{P}=u^{C_{\gamma}}$
$:= \prod_{k=1}^{d}u_{i_{k}}$ .

ここで, $C_{\gamma}=(y;_{1}, y_{i_{2}}, \cdots, y;_{d})$ $(y;_{k}\in e;_{k} (1 \leq k\leq d))$ は, $P$ に対応す

る簡約閉道とする. 又

$degP$ $:=d=degu^{P}=|C_{\gamma}|$ ( $=$ 簡約道 $C_{\gamma}$ の長さ)

と定義する. 更に, $<C>-$ をグラフ $X$ の長さ $d$ の簡約閉道の類 $[C]$ に対応す

る $\Gamma$ の共役類の元と し

$\rho$ : $\Gammaarrow U(n)$ を $\Gamma$ の $n$ 次元 unitary 表現

とするとき $(p, u)$ に付随するグラフ $X$ の Zeta 関数を次の同値な (形式的) 無
限積

$Z_{X}(u;\rho)$ $:=$ $\prod$ $det\{I_{n}-\rho(\gamma)u^{P}\}^{-1}$

$P=\{\gamma\}_{\Gamma}$ :primitive
$=$ $\prod$ $det\{I_{n}-\rho(<C>)u^{C}\}^{-1}$

$[c]$ :primitive
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によって定義する. ここで $P=\{\gamma\}_{\Gamma}(resp. [C])$ は $\Gamma$ の原始的共役類 (resp.
cycle) の集合をわたる. 特に $u=(u, \cdots, u)_{f}p=1$ のとき

$Z_{X}(u)$ $:=Z_{X}(u:1)$

とかく.

この定義は, $PSL(Q_{p})$ の離散部分群に付随して定義された伊原 Zeta 関数の
グラフ版となっている. また このことは Serre によって指摘され ([S]) , 1985
年砂田により名古屋大学に於ける講義の中で具体化された.

今回, 引用した定義は, それらを踏まえ更に一般のグラフに対して, 橋本に

より定義されたものである. Thorem 7 は, 橋本のグラフ研究の出発点とも

なった基本的な結果である.

Theorem 8 (Hashimoto [H] ) $X$ を valency $(q_{1}+1, q_{2}+1)$ $(q_{1}\geq q_{2})$

の連結半正則 2 部多重グラフ $\#(V_{i})=n$ ; $(i=1,2)$ 及び $A^{[i]}$ を付随多重グ

ラフ $X^{[i]}$ の随伴行列とするとき

$Z_{X,b}(u)^{-1}$ $=$ $(1-u)^{r-1}(1+q_{2}u)^{n_{2}-n_{1}}\det[I_{n_{1}}-(A^{[1]}-q_{2}+1)u+q_{1}q_{2}u^{2}]$

$=$ $(1-u)^{r-1}(1+q_{1}u)^{n_{1}-n_{2}}\det[I_{n_{2}}-(A^{[2]}-q_{1}+1)u+q_{1}q_{2}u^{2}]$ .

ここで, $Z_{X,b}(u)$ $:=Z_{X}(u^{1/2})$ と定め,

$r=n_{1}q_{1}-n_{2}+1$

$=n_{2}q_{2}-n_{1}+1$

$=$ the rank of $\Gamma=\pi_{1}(X,p_{0})$

である. 特に

Spec(X) $=\{\pm\lambda_{1}, \pm\lambda_{2}, \cdots , \pm\lambda_{n_{1}},0, \cdots , 0\}$ $(\lambda_{1}\geq\lambda_{2}\geq\cdots\geq\lambda_{n_{1}}\geq 0.)$

とすると

$\det[I_{n_{1}}-(A^{[1]}-q_{2}+1)u+q_{1}q_{2}u^{2}]=\prod_{i-1}^{n_{1}}\{1-(\lambda_{j}^{2}-q_{1}-q_{2})u+q_{1}q_{2}u^{2}\}$.

橋本はこれらを用いて Lagarias が $|ST|$ と表現したグラフの spanning trees
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の個数を

$\kappa(X)$ : $X$のコンプレクシテ ィ

と定め, 以下の定理で Zeta 関数の $u=1$ に於ける特殊値を用いて求めている.

Theorem 9 (Hashimoto [H]) (1) $X$ を valency 1S $q+1$ $(q>1)$ の

連結正則多重グラフ, $\# VX=n$ 及び $r=\dim_{C}H_{1}(X, C)$ とするとき

$\kappa(X)=\frac{-11}{n(q-1)2^{r-1}(1-u)^{r}Z_{X}(u)}|_{u=1}$ .

(2) $X$ を valency は $(q_{1}+1, q_{2}+1)$ $(q_{1}q_{2}>1)$ の連結半正則 2部多重グラ

フ, 及び $\#(V_{i})=ni$ とするとき

$\kappa(X)=\frac{1+q_{2}11}{n_{1}1-q_{1}q_{2}(1-u)^{r}Z_{X,b}(u)}|_{u=1}$ .

\S 7 Example

(1) $G(D)=K(k_{1}, k_{2})$ : 完全 2部グラフ, $q_{1}=2,$ $q_{2}=2$ の場合

$\kappa(K(q_{1}+1, q_{2}+1))=(1+q_{1})^{q_{2}}(1+q_{2})^{q_{1}}$

より

$\kappa(K(q_{1}+1, q_{2}+1))=3^{2}3^{2}=3^{4}\equiv 1(mod 2)$ .
したがって,

$K(2+1,2+1)=K(3,3)$ $G(D)$ :

に対応する 2次体 $Q(\sqrt{D})$ の

$4-rank=e_{2}=0$

と解る 種の理論より,

$2-rank=e_{1}=(q_{1}+1)+(q_{2}+1)-1=q_{1}+q_{2}+1=5$
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と与えられる. 即ち, $2^{5}|h^{*}(D)$ , 故に

$H_{2}=C_{2}\cross C_{2}\cross C_{2}\cross C_{2}\cross C_{2}$ .

(2) 連結正則グラフ $X=G(D)$ , $q=1$

$A_{D}$ : $($ $00011000110001100011$

のとき 固有多項式

$f_{A}(x)=|xE-A_{D}|=|\begin{array}{ll}0x -1-l000x -1-1-10x 0-1-1-10 0x0-1-1 0x\end{array}|=x^{2}(x-2)(x^{2}+x-1)$

となり, $\lambda_{j}$ : 固有値 $(j=1, \cdots, 5)$ とすると,

$\lambda_{1}=2,$ $\lambda_{2}=\frac{-1+\sqrt{5}}{2},$ $\lambda_{3}=\frac{-1-\sqrt{5}}{2},$ $\lambda_{4}=0,$ $\lambda_{5}=0$

と解る. $X$ : 連結正則グラフのとき

$\kappa(X)=_{-}\frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n-1}(1-\lambda_{j}+q)$ (ただし, $\lambda_{n}=q+1$ )

であるから, 上の場合, $n=5,$ $q=1$ となり

$\kappa(X)=\frac{1}{5}2^{2}\frac{(5-\sqrt{5})(5+\sqrt{5})}{22}=\frac{1}{5}2^{2}5=4\equiv 0(mod 2)$ .

故に

$4-rank=e_{2}\geq 1$ .
(3) $G(D)=K(q+2)$ : 完全グラフ, $q=2$ の場合 ([O])

$G(D)$ :
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のとき $D=109901285=5\cross 13\cross 37\cross 45697$ として与えられ, $|EVD|=2^{2}$

となることと, 種の理論とにより,

$e_{1}=3$ , $e_{2}=2$

と解り, $h^{*}(D)=32$ より,

$H_{2}=C_{2^{2}}\cross C_{2^{2}}\cross C_{2}$

となることが解る. このとき, $q=2$ より $\kappa(K(q+2))=(2+q)^{q}$ より

$\kappa(G(D))=(2+2)^{2}=4^{2}=16$ となり

$\kappa(G(D))|h^{*}$

となることも解る.

\S 8 Problem

4-rank の決定について, Lagarias によりグラフ理論的方法が導入され,

$|EVD|$ によ っ て

$|EVD|=2^{e_{2}}$ ( $e_{2}$ : 4–rank)

と決定された. 又存在, 非存在にっいては $|ST|$ 又は $\kappa(X)$ : コンプレクシティ
の偶奇によって判定できた.

我々の今後の目標は, 同様の判定法によって $8$ -rank の存在, 非存在, 又更

には具体的な計算法を与えることである.

R\’edei-Reichardt 理論は実の 2次体について 任意の 2-rank4-rank8-rank

について それらをもっ無限個の実 2次体とその ideal 類群の構成を与えてい
る. 又 Morton は虚の 2次体にもそれを拡張している.

\S 2 に現れているのと本質的に同じ有限 Abel 群の理論を用いて 8-rank の

決定を有限 Abel 群 $G$ に対して $G^{2}$ の $4$ -rank を求めることに帰着させてい
る. Morton は特定の判別式をもっ 2次体 $Q(\sqrt{-Dq})$ について, $4$ -rank を

size とする $e_{2}\cross e_{2}$ matrix $M$ を構成する algorism を与え

$e_{3}=e_{2}$ –rank $M$
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によって $e_{3}$ ( $=8$ –rank) が決定されることを示している. そのグラフ化, 又

8-rank をもつ場合, もたない場合のグラフの特徴づけはまだなされていない.
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