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Cyclic Orthogonal and Balanced Arrays

筑波大・社工 藤原 良 (Ryoh Fuji-Hara)

大阪女大・学芸 栗木進二 (Shinji Kuriki)

1. 序

要素が $S=\{0,1, \cdots, s-1\}$ のいずれかである $n\cross m$ 行列 $T$ が次の条件を満たすと

き、 $T$ を強さ 2の balanced array といい、 $BA(n, m, s, 2)$ と表す。

(i) $T$ の任意の 2列からなる部分行列 $T_{0}$ において、あらゆる $i,$ $j\in S$ に対して、 $(i, j)$

が $T_{0}$ の行としてちょうど $\mu_{i,j}$ 回現れる。

(ii) あらゆる $i,$ $j\in S$ に対して、 $\mu_{i_{\dot{J}}},=\mu_{j,i}$ 。

$S$ の要素をシンボルという。すべての $i,$ $j\in S$ に対して、 $\mu_{i,j}=\mu$ であるとき、 $T$ を

orthogonal array といい、 $OA(n, m, s, 2)$ と表す。 ここで、 $n=\mu s^{2}$ である。

$BA,$ $OA$ の存在性、構成法、分類について、多くの研究があり、たとえば、Addelman

and Kempthorne [1], Bose and Bush [2], Bush [3], Seiden [8], Seiden and Zemach [9],

Chakravarti [4], Rafter and Seiden [7], Srivastava [10], Srivastava and Chopra [11],

Yamamoto, Namikawa and Fujii [12] などを参照されたい。
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$T$ の任意の行 $(t_{1}, t_{2}, \cdots, t_{m})$ にっいて、 $(t_{m}, t_{1}, \cdots, t_{m-1})$ もまた $T$ の行であるとき、

$T$ は cyclic であるという。本稿での目的は cyclic $BA$ , cyclic $OA$ を構成することである。

例 1.1 次の 52 $\cross 13$ 行列は cyclic $BA(52,13,3,2)$ で、 $\mu 0,0=14,$ $\mu_{0,1}=\mu_{0,2}=7$ ,

$\mu_{1,1}=\mu_{2,2}=2,$ $\mu_{1,2}=3$ である 。

2 . cyclic $(r, \lambda)$-design with MBN と nested 差集合

$V$ を要素が $v$ 個の集合とし、 $\mathcal{B}$ を $V$ の部分集合の集まりとする。 $V$ の要素を点、 $\mathcal{B}$

の要素をブロックといい、 $(V, \mathcal{B})$ をデザインという。また、 $Z_{v}$ を $v$ を法とする加群と

し、 $V=Z_{v}$ であるデザイン $(V, \mathcal{B})$ において、 $\mathcal{B}$ の任意のブロック $\{a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{k}\}$ に

対して、 $\{a_{1}+1, a_{2}+1, \cdots, a_{k}+1\}(mod v)$ もまた $\mathcal{B}$ の $\vee 7^{\backslash }\backslash$ ロッ $P$ であるとき、 $(V, \mathcal{B})$

は cyclic であるという。

デザイン $(V, \mathcal{B})$ が次の条件を満たすとき、 $(V, \mathcal{B})$ を $(r, \lambda)$-design という。
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(i) あらゆる点はちょうど $r$ 個のブロックに現れる。

(ii) 異なる 2 っの点のあらゆる組はちょうど $\lambda$ 個のブロックに現れる。

$(r, \lambda)$ -design (V, $\mathcal{B}$ ) の存在性と $BA(b, v, 2,2)$ の存在性とは同値であることがよく知

られており、 そのことから、次の結果が得られる。

定理 2.1 cyclic $(r, \lambda)$-design (V, $\mathcal{B}$ ) の存在性と $\mu_{1,1}=\lambda,$ $\mu_{0,1}=r-\lambda,$ $\mu 0,0=b-2r+\lambda$

である cyclic $BA(b, v, 2,2)$ の存在性とは同値である。 ここで、 $v=|V|,$ $b=|\mathcal{B}|$ である。

定理 2.2 cyclic $(r, \lambda)$ -design (V, $\mathcal{B}$) において、 $2\lambda\leq r,$ $b\leq 3r-2\lambda$ ならば、 $\mu=r-\lambda$

である cyclic $OA(b, v, 2,2)$ が存在する。 ここで、 $v=|V|,$ $b=|\mathcal{B}|$ である。

$s(\geq 3)$ シンボルの balanced array を構成するために、Kuriki and Fuji-Hara [6],

Fuji-Hara and Kuriki [5] は $(r, \lambda)$-design with MBN を考え、そのようなデザイ ンが

$BA(n, m, s, 2)$ と同値であることを示した。

$(V, B)$ を $(r, \lambda)$-design とし、 $\mathcal{B}$ のブロック $B$ が $g$ 個のサブブロック $B_{1},$ $B_{2},$
$\cdots,$ $B_{g}$

(それらのうちのいくっかは空でもよい) に分割されているものとする。 $i$ 番目のサブブ

ロック $B_{i}$ の集まりを $\mathcal{B}_{i}$ とし、 $\Pi=\{\mathcal{B}_{1}, \mathcal{B}_{2}, \cdots, \mathcal{B}_{g}\}$ とする。$(r, \lambda)$ -design with mutually

balanced nested subdesigns (略して、 $(r,$ $\lambda)$-design with MBN) とは次の条件を満たす

$(V, \mathcal{B}, \Pi)$ のことである。

(i) $(V, \mathcal{B};)$ は $(r_{i}, \lambda_{i})$-design である ( $i=1,2,$ $\cdots$ , g) 。
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(ii) $V$ の異なる 2つの点 $x,$ $y$ に対して、 $x$ を $i$ 番目のサブブロック、 $y$ を $j$ 番目のサ

ブブロックに含む $\mathcal{B}$ のブロック $B$ の個数は $\lambda_{i,j}$ である。

ここで、 $\lambda_{i,j}=\lambda_{j,i},$ $\lambda_{i}=\lambda_{i,i}$ であり、

$r= \sum_{i=1}^{g}r_{i}$ , $\lambda=\sum_{i=1}^{g}\lambda_{i}+2\sum_{1\leq i<j\leq g}\lambda_{i,j}$

が成り立っ。

定理 2.3 cyclic $(r, \lambda)$-design ( $V,$ $\mathcal{B}$ , II) with MBN の存在性と

$\mu_{i,j}=\{\begin{array}{l}\lambda_{i,j},i\neq j,i,j\neq 0\lambda_{i},i=j\neq 0r_{i}-\sum_{j’=1}^{s-1}\lambda_{i,j’},i\neq 0,j=0b-2r+\lambda,i=j=0\end{array}$ ののののとととききき、、、、
である cyclic $BA(b, v, s, 2)$ の存在性とは同値である。ここで、$v=|V|,$ $b=|\mathcal{B}|,$ $s=|\square |+1$

である。

証明 cyclic $(r, \lambda)$ -design (V, $\mathcal{B}$ , 垣) with MBN に対して、

$t_{x,u}=\{0i$

,

$i_{\text{そ}}$

番$\text{目^{}\not\in}\text{の^{}X}\text{サ^{}B\grave{\grave{\backslash }}\mathcal{B}_{\text{フ_{き}}^{\text{の_{}\backslash }}}}V\text{の_{}\check{\mathcal{D}}\text{て^{}i}t_{\grave{A}}Aa^{\text{フ_{と}}^{\backslash \backslash }}}J\backslash \backslash \backslash$ロ

$J\text{番_{ク^{目_{}^{arrow}}\text{の_{現^{フ^{}\backslash }}}}\llcorner}\backslash$ ロる\nearrow ’ $\text{と^{}p}\text{き^{の、}}$

である $v\cross b$ 行列 $T=[t_{x,u}]$ を考える。 そのとき、 $T$ が cyclic $BA(b, v, s, 2)$ であること

は容易に示されるであろう。 また、逆も同様である。 口

cyclic $(r, \lambda)$-design with MBN を差集合の言葉で表現しよう。 $Z_{v}$ の部分集合 $D$ が

$D\ominus D=\lambda(Z_{v}-\{0\})$
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を満たすとき、 $D$ を出現数 $\lambda$ の差集合という。 ここで、 $D\ominus D=\{d-d’(mod v)$

$|(d, d’)\in D\cross D,$ $d\neq d’$ } である。 また、 $Z_{v}$ の部分集合 $D^{(1)},$ $D^{(2)},$
$\cdots,$

$D^{(e)}$ が

$\bigcup_{h=1}^{e}(D^{(h)}\ominus D^{(h)})=\lambda(Z_{v}-\{0\})$

を満たすとき、 $\{D^{(1)}, D^{(2)}, \cdots, D^{(e)}\}$ を出現数 $\lambda$ の差集合族という。

$Z_{v}$ の互いに素な部分集合 $D_{1},$ $D_{2},$ $\cdots,$ $D_{g}$ が次の条件を満たすとき、 $(D_{1}, D_{2}, \cdots, D_{g})$

を nested 差集合という 。

(i) $D_{i}$ は出現数 $\lambda_{i}$ の差集合である $(i=1,2, \cdots, g)$ 。

(ii) $D_{i},$ $D_{j}(1\leq i<j\leq g)$ に対して、

$D_{i}\ominus D_{j}=\lambda_{i,j}(Z_{v}-\{0\})$

が成り立っ。

ここで、 $D_{i}\ominus D_{J}\cdot=\{d-d’(mod v)|(d, d’)\in D_{i}\cross D_{j}\}$ である。次に、nested 差集合族

を考えよう。 $Z_{v}$ の部分集合 $D_{i}^{(h)}(1\leq h\leq e, 1\leq i\leq g)$ について、

$D=$ $\{$ $(D_{1}^{(1)}, D_{2}^{(1)}, \cdots, D_{g}^{(1)})$ ,
$(D_{1}^{(2)}, D_{2}^{(2)}, \cdots, D_{g}^{(2)})$ ,

:
$(D_{1}^{(e)}, D_{2}^{(e)}, \cdots, D_{g}^{(e)})$ }

とし、 $D_{1}^{(h)},$ $D_{2}^{(h)},$

$\cdots,$
$D_{g}^{(h)}$ 1は互いに素であるとする。次の条件を満たすとき、$D$ を nested

差集合族という。

(i) $\{D_{i}^{(1)}, D_{i}^{(2)}, \cdots, D_{i}^{(e)}\}$ は出現数 $\lambda_{i}$ の差集合族である $(i=1,2, \cdots, g)$
。
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(ii) $D_{i},$ $D_{j}(1\leq i<j\leq g)$ に対して、

$\cup^{e}(D_{i}^{(h)}\ominus D_{j}^{(h)})=\lambda_{i,j}(Z_{v}-\{0\})$

$h=1$

が成り立っ。

定理 2.4 もし nested 差集合族が存在するならば、cyclic $(r, \lambda)$-design $(V, \mathcal{B}, \Pi)$ with

MBN が存在する。 ここで、 $r_{i}=\Sigma_{h=1}^{e}|D_{i}^{(h)}|(i=1,2, \cdots, g)$ である。

3. 存在性と構成法

ここでは、 nested 差集合をとおして cyclic $BA$ , cyclic $OA$ の存在性と構成法を考え

る。 $v$ を素数とし、$v-1=pf$ とする。 $Z_{v}$ の原始元を $\alpha$ に対して、 $H_{u}^{p}=\{\alpha^{d}|d\equiv u$

$(mod p)\}$ とし、 $C_{p}=\{c_{0}, c_{1}, \cdots, c_{p-1}\},$ $c_{u}\in H_{u}^{p}$ とする。 $C_{p}$ の互いに素な部分集合

$L_{1},$ $L_{2},$ $\cdots,$ $L_{g}$ に対して、

$D=$ $\{(c(L_{1}\circ H_{0}^{p}), c(L_{2}oH_{0}^{p}), \cdots, c(L_{g}\circ H_{0}^{p}))|c\in C_{p}\}$

は nested 差集合族である。 ここで、 $WoW’=\{ww’|w\in W, w’\in W’\}$ である。 $\ell_{i}=|L_{i}|$

$(i=1,2, \cdots, g)$ とするとき、次の定理が得られる。

定理 3.1 $v=pf+1$ が素数で、 $\ell_{1}+\ell_{2}+\cdots+\ell_{g}\leq p$ のとき、

$r_{i}=pfl_{i}$ , $\lambda_{i}=\ell_{i}(f\ell_{i}-1)$ , $\lambda_{i_{J}},\cdot=f\ell_{i}\ell_{j}$ $(1\leq i<j\leq g)$

である nested 差集合族が存在する。
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例 3.1 $p=4,$ $f=3,$ $v$ ニ 13, $\ell=\ell=1,$ $g=2$ のとき、 $Z_{13}$ の原始元 2に対して、

$Z_{13}=$ { $0$ , 1, 3, 9,
2, 6, 5,
4, 12, 10,
8, 11, 7 }

で、 $0_{4}=\{1,2,4,8\}$ として、

$H0=\{1,3,9\}$ , $H1=\{2,6,5\}$ , $H\ovalbox{\tt\small REJECT}=\{4,12,10\}$ , $H$ξ $=\{8,11,7\}$

である。 $L_{1}$ ニ {1}, $L_{2}=\{2\}$ とする。

nested 差集合族 $D$ :

1 3 92 6 5
265412 10
4 12 10 8 11 7
811 7139

対称差 :

$\lambda_{1}=\lambda_{2}=2,$ $\lambda_{1,2}=3$
・

定理 3.1を定理 2.3 と 2.4に適用することによって、cyclic $BA$ , cyclic $O$みが構成さ

れる。
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定理 3.2 $v=pf+1$ が素数で、 $\ell_{1}+l_{2}+\cdots+l_{s-1}\leq P$ のとき、 cyclic $BA(pv, v, s, 2)$

$\mu_{i,j}=\{\begin{array}{l}f\ell_{i}\ell_{j},i\neq j,i,j\neq 0l_{i}(fl_{i}-1),i=j\neq 0\ell_{i}\{f(p-\ell)+1\},i\neq 0,j=0(p-\ell)\{f(p-\ell)+1\},i=j=0\end{array}$ のとのとのとのとき、き、き、き、
が存在する。 ここで、 $\ell=\ell_{1}+\ell_{2}+\cdots+\ell_{s-1}$ である。

例 3.1 に対応する balanced array が例 1.1で与えられている。

$n=v$ である 1 サイクルの cyclic $BA$ である $T$ に $(a, a, \cdots, a),$ $a\in S$ である行をい

くっか加えることによって cyclic $OA$ になるとき、 $T$ を準対称 cyclic $OA$ という。

定理 3.3 $s\geq 3$ のとき、 $s$ シンボルの準対称 cyclic $OA$ は存在しない。

証明 1 サイクルの cyclic $BA$ を $T$ とする。 $T$ に対応する cyclic $(r, \lambda)$-design (V, $\mathcal{B},$ $\Pi$ )

with MBN において、 それぞれのサブブロックのサイズは一定であり、それを $k_{i}(i=$

1, 2, $\cdots,$ $s-1$ ) とする。 この ( $V,$ $\mathcal{B}$ , 垣) はある nested 差集合から構成され、

$r_{i}=k_{i}$ , $\lambda_{i}(v-1)=k_{i}(k_{i}-1)$ , $\lambda_{ii}(v-1)=k_{i}k_{j}$ , $(i, j=1,2, \cdots, s-1, i\neq j)$

が成り立っ。 また、定理 2.3から、 $T$ において、

$\mu_{i,0}=r_{i}-\sum_{j=1}^{s-1}\lambda_{ij’}$ , $\mu_{i_{\dot{d}}}=\lambda_{i,j}$ , $(i, j=1,2, \cdots, s-1, i\neq j)$

が成り立っ。 $T$ が準対称 cyclic $OA$ であるとき、 $\mu_{i,j}=\lambda_{i,\dot{j}}=\frac{k_{i}k_{j}}{v-1}$ は $\dot{\iota}$ と $j$ に依存しな

いので、$k_{i}$ も $i$ に依存しない。したがって、 $\lambda_{i}$ も $i$ に依存しない。ここで、$k_{i}=k^{*},$ $\lambda_{i}=\lambda^{*}$

とする。 $\mu_{i,0}=\mu_{i,j}$ であるので、

$k_{i}- \sum_{\neq Ji}\frac{k_{i}k_{j}}{v-1}-\frac{k_{i}(k_{i}-1)}{v-1}=\frac{k_{i}k_{J}}{v-1}$
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であるが、献を用いて表すと、 $v=sk^{*}$ が得られる。 したがって、

$\lambda^{*}(sk^{*}-1)=k^{*}(k^{*}-1)$

っまり、

$\lambda^{*}\equiv 0$ $(mod k^{*})$

が成り立っ。 $\lambda^{*}=\beta k^{*}$ とすると、

$\beta(sk^{*}-1)=k^{*}-1$

であるが、 このような $\beta$ を取ることはできない。 口
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