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解析関数からなる空間上の合成作用素

信州大 理 高木啓行 (Hiroyuki Takagi)

ここ数年, いろいろな関数空間上の合成作用素の研究が, 活発に行わ

れている. ここでは, 関数空間と して, 円板環, Hardy 環, Bergman 空

間をとりあげ, その上の荷重合成作用素のコンパク ト性について, 議

論する.

$D$を複素平面の単位開円板とし, $B$を $D$上の解析関数 (正則関数) か

らなる Banach 空間とする. $D$上の正則関数 $u$ と, $D$から $D$への正則な

関数 $\varphi$ に対し, $B$上の作用素 $uC$,を,

$uC_{\varphi}f(z)=u(z)f(\varphi(z))$ $(z\in D, f\in B)$ (1)

と定義し, それを荷重合成作用素 (weighted composition operator) と

いう. 荷重合成作用素の研究は, さまざまな方向から行われていて, な

かでも, 等長作用素の標準表現として よく用いられる. また, $u$ が定

数関数 1のときは, 単に合成作用素 (composition operator) と呼ばれ,

ひとっの研究分野を形成している. 他方, $\varphi$ が $D$の恒等写像の場合は,

よく知られた乗法作用素 (multiplication operator) である. なお, $u$ や

$\varphi$ は, これらの作用素が $B$から $B$への有界線形作用素になるよう, あ

らかじめ設定しておいてから, 論議をはじめる.
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さて, われわれの研究目的は, この荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$の作用素と

しての性質を調べることにある. ここでは, そのコ ンパク ト性に関す

るものに焦点をしぼろうと思う. っまり,

どのような $u$ と $\varphi$ に対して, 荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$はコンパ

クトになるか?

という問題を考える. ここで, コンパク ト作用素とは, 有界集合を コ

ンパク ト集合のなかにうつす作用素のことである. 有界集合を弱コン

パク ト集合のなかにうつす場合は, 弱コンパク ト作用素と呼ばれる.

また, 関数空間 $B$ として, っぎの 3つの空間を とりあげる:

[1] $B=A(\overline{D})$ : 円板環
[2] $B=H^{\infty}(D)$ :Hardy 環
[3] $B=L_{a}^{2}(D)$ :Bergman 空間

1. Bが円板環 A(D-) の場合

円板環 $A(\overline{D})$ とは, 単位閉円板 $\overline{D}$上で連続で, 内部 $D$で正則な関数全

体の関数環 (一様ノルム) のことである. いま, $A(\overline{D})$ の元 $u$ と, $\overline{D}$ を $\overline{D}$

にうつす $A(\overline{D})$ の元 $\varphi$ に対し, $A(\overline{D})$ 上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ を, (1)

式 $-D$をかにかえるーで定義する. すると, 作用素 $uC_{\varphi}$ は, 明らかに

$A(\overline{D})$ から $A(\overline{D})$ への有界線形作用素になる. そして, そのコンパク ト

性は, つぎのように特徴づけられる:

定理 1 $A(\overline{D})$ 上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ について, つぎの (a) $-$

(c) は同値である:
(a) $uC_{\varphi}$はコンパク トである.

(b) $uC_{\varphi}$は弱コンパク トである.

(c)(i) $\varphi$ は定数関数か, または,

(ii) $\varphi(\{z\in\overline{D} : u(z)\neq 0\})\subset D$ が成り立っ.
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この定理の $(a)\Leftrightarrow(c)$ の部分は, すでに Kamowitz [1] によって証明さ

れている. この定理の $A(\overline{D})$ を, 一般の関数環や さらに広い空間に お

きかえた場合は, $[4,5]$ で述べてある.

2. $B$が Hardy 環 $H^{\infty}(D)$ の場合

$H^{\infty}(D)$ を, $D$上の有界正則関数全体の Banach 環 (一様ノルム) とす

る. これは, Hardy 環として よく知られている. $H^{\infty}(D)$ 上の荷重合

成作用素 $uC_{\varphi}$ は, $H^{\infty}(D)$ の元 $u$ と, $D$から $D$への正則な関数 $\varphi$ に対

し, (1) 式で定義される. 明らかに, この作用素 $uC_{\varphi}$ は, $H^{\infty}(D)$ から

$H^{\infty}(D)$ への有界線形作用素である. コンパク ト性っいては, っぎの

定理が成り立っ:

定理 2 $H^{\infty}(D$ } 上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$について, つぎの $(a)-$

(c) は同値である:

(a) $uC_{\varphi}$はコンパク トである.

(b) $uC_{\varphi}$は弱コ ンパク トである.

(c) 任意の正数\epsilonに対し, $\overline{\varphi(\{z\in D}$: $|u(z)|>\epsilon$}) $\subset D$ が成

り立つ.
ただし, は複素平面での閉包を表す.

この定理の $(a)\Leftrightarrow(c)$ の部分で, $u$ が定数関数 1の場合は, Swanton [3]

の合成作用素に関する結果にっながる.

3. $B$が Bergman 空間 $L_{a}^{2}(D)$ の場合

Bergman 空間 $L_{a}^{2}(D)$ は,

$\int_{D}|f(z)|^{2}dxdy<\infty$



98

をみたす $D$上の正則関数 $f$の全体で, 内積

$(f, g \rangle=\frac{1}{\pi}\int_{D}f(z)\overline{g(z)}dxdy$

に関して Hilbert 空間になる. $L_{a}^{2}(D)$ 上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ は,

$H^{\infty}(D)$ の元 $u$ と, $D$から $D$への正則な関数\varphi に対して, (1) 式で定義

される. このとき, 作用素 $uC_{\varphi}$ が $L_{a}^{2}(D)$ から $L_{a}^{2}(D)$ への有界線形作

用素になることが, 知られている. また, $L_{a}^{2}(D)$ は Hilbert 空間である

から, この $uC_{\varphi}$ は, っねに弱コンパク ト作用素である. そこで, コンパ

クト性についてだけ 考えると, っぎのことがいえる:

定理 3 $u\in H^{\infty}(D)$ は, $\lim(1-|z|^{2})u’(z)=0$ をみたすもの
$|z|arrow 1-$

とする. このとき, $L_{a}^{2}(D)$ 上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$がコンパク

トになるための必要十分条件は, っぎの式が成り立っことであ
る:

$\lim_{|z|arrow 1-}\frac{u(z)(1-|z|^{2})}{1-|\varphi(z)|^{2}}=0$

定理 3で, $u$ が定数関数 1の場合は, MacCluer and Shapiro [2] によ

る合成作用素の結果である. また, この定理の証明も, 彼らの方法を踏

襲してできる. ここで, ‘必要条件’ の部分の証明に, $u$ に関する条件が

不要であることを, 付記しておく.

4. スペク トルにっいて

[1] で, Kamowitz は, 円板環 $A(\overline{D})$ 上のコンパク ト荷重合成作用素

のスペク トルを, 決定している. ここでは, $A(\overline{D})$ を $H^{\infty}(D)$ や $L_{a}^{2}(D)$

におきかえて, 同様の考察を行ってみる.
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荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$のスペク トルは, $\varphi$ の反復や不動点と密接に関

係している. $D$から $D$への正則な関数 $\varphi$ に対し, $\varphi$ の $n$ 回反復を, $\varphi_{n}$

$(\varphi_{n}=\varphi 0\cdots 0\varphi)\vee n$
と表すと, っぎのことが いえる:

$\varphi$ が楕円型の M\"obius 変換でないとき,’ 閉円板 $\overline{D}$に点 $z_{0}$が

ただひとっ存在して, すべての $z\in D$に対し, $\lim_{narrow\infty}\varphi_{n}(z)=z_{0}$

となる.

このことは, 古くに証明されていて, 点 $z_{0}$を, $\varphi$ の Denjoy-Wolff の不動

点と呼んでいる.

さて, $B$を, 3つの空間 $A(\overline{D}),$ $H^{\infty}(D),$ $L_{a}^{2}(D)$ のどれかと しよう. $u$

が零関数でなく, しかも, $\varphi$ が M\"obius 変換のとき, 定理 $1\sim 3$ から,

$B$上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ は, コンパク トにならない. こうして, $B$上

の零でないコンパク ト荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$に対し, $\varphi$ の Denjoy-Wolff

の不動点 $z_{0}\in\overline{D}$は, 必ず存在する. この $z_{0}$がとくに $D$内にあるとき,

$uC_{\varphi}$のスペク トルが決定できる:

定理 4(Kainowitz [1]) $uC_{\varphi}$を, $B$上のコンパク トな荷重合成

作用素とする. もし, $\varphi$ の Denjoy-Wolff の不動点 $z_{0}$が $D$内にあ

れば, $uC_{\varphi}$のスペク トル $\sigma(uC_{\varphi})$ は, っぎのようになる;

$\sigma(uC_{\varphi})=\{u(z_{0})\varphi’(z_{0})^{n} ; n=1,2, \cdots\}\cup\{0, u(z_{0})\}$
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