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有限深さの流体上の表面重力波の非線形発展

山口大教養 松野好雅 (Yoshimasa Matsuno)

1. 序論

有限振幅の表面重力波の研究の歴史は古い [1-3] 。 波の変調と不安定性、孤立波の形成、

粋波等の現象が理論および実験の両面から調べられてきた。現象を近似的に記述する種々

のモデル方程式が提案されたが、とりわけ $KdV$ 方程式と Boussinesq 方程式はよく知られ

ている。 これらの方程式は波の弱非線形性並びに浅水波という 2 っの仮定に基ずいて導か

れたものであり、その適用範囲は限定されている。 ここでは任意の深さの流体表面上の有

限振幅波を記述するモデル方程式を、 2次元、非粘性、非圧縮、渦なし流体の場合につい

て導く。なお以下の議論の詳細については論文 [4]を参照。

2. 基礎方程式

基礎となる流体方程式、および境界条件は無次元形で書くと以下のようになる:

$\delta^{2}\phi_{xx}+\phi_{yy}=0,$ $(-\infty<x<\infty, -1<y<\alpha\eta)$ (1)

$\eta_{t}+\kappa\epsilon\phi_{x}\eta_{x}=\frac{\kappa}{\delta}\phi_{y},$ $(y=\alpha\eta)$ (2)

$\phi_{t}+\frac{\kappa\epsilon}{2\delta^{2}}(\delta^{2}\phi_{x}^{2}+\phi_{y}^{2})+\eta-\eta_{0}=0,$ $(y=\alpha\eta)$ (3)

$\phi_{\nu}=0,$ $(y=-1)$ (4)

ここで $\phi=\phi(x, y, t)$ は速度ポテンシャル、 $\eta=\eta(x, t)$ は流体表面の形状、 $\eta_{0}$ は定数であ

る。無次元パラメータ $\alpha,$
$\delta$ および\epsilonは以下のように定義される。

$\alpha=\frac{a}{h_{0}},$
$\delta=\frac{h_{0}}{l},$

$\epsilon=\frac{a}{l}$ (5)
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上式で $a$ は波の代表振幅、 $l$は代表長さ、 $h_{0}$は流体の深さである。無次元量と次元量 ( $\sim$ を

っける) の関係は次のように与えられる: $\tilde{x}=lx,\tilde{y}=h0y,$ $t^{\sim}=(l/c_{0})t,\tilde{\phi}=(gla/c_{0})\phi,\tilde{\eta}=$

$a\eta$。
$c_{0}=\sqrt{gl}/\kappa$ は波の位相速度で、 $\delta$に依存する無次元量\kappa は、 波の線形分散式\omega 2 $=$

$\kappa k\tanh(k\delta)$ を考慮して、浅水近似 $(\deltaarrow 0 )$ で $\kappa=\delta^{-1}$
、 深水近似 $(\kappaarrow\infty)$ で\kappa = $1$ な

る漸近形をもつものとする。 $\eta$は負と仮定し、 $\eta$の最大値が零となるような座標系を設定す

る。 また、 ここでは表面張力の効果は考えていないが、 これを含めることは容易である。

3. 近似方程式の導出

3. 1解の表式

境界条件 (4) を満足する (1) の解として次のものを考える :

$\phi=-i[f_{+}(x-i\delta y, t)-f_{-}(x+i\delta y,t)]$ (6)

ここで $f_{+}(z, t)[f_{-}(z, t)]$ は $0<{\rm Im} z<2\delta(-2\delta<{\rm Im} z<0)$ で正則な解析関数で具体的

には以下の表式をもっ。

$f_{\pm}(z,t)= \pm\frac{1}{4i\delta}\int_{-\infty}^{\infty}\coth[\pi(y-z)/2\delta]f(y, t)dy$ (7)

$f$は任意の実関数であるが、その Fourier 変換

$\hat{f}(k, t)=\frac{1}{2,.\pi}\int_{-\infty}^{\infty}f(x,t)e^{-ikx}dx$
. (8)

を用いると (6) は

$\phi=i\int_{-\infty}^{\infty}\frac{\cosh k\delta(y+1)}{\sinh k\delta}\hat{f}(k, t)e^{ikx}dk$ (9)

のようのも書き換えられる。(9) ではなく (6) の表式を用いるのが以下の議論の特徴で

ある。(7) で $z$を上半面、および下半面からそれぞれ実軸に近ずけると次の関係式が導か

れる。

$f_{\pm}(x \pm iO, t)=\frac{1}{2}(1\mp iT)f(x, t)$ (10)

ここで $T$は

$Tf(x,t) \equiv\frac{1}{2\delta}P\int_{-\infty}^{\infty}\coth[\pi(y-x)/2\delta]f(y,t)dy$ (11)



87

で定義される特異積分演算子である。積分記号の前のシンポル $P$は主値積分を意味する。

(1 0) から直ちに次の重要な公式が出てくる。

$f_{+}(x+i0,t)+f_{-}(x-iO, t)=f(x, t)$ (12)

$f_{+}(x+i0, t)-f_{-}(x-iO, t)=-iTf(x,t)$ (13)

3. 2近似方程式

有限深さの流体の場合\delta $=O(1),$ $\kappa=O(1)$ である。従って以下では波の弱非線形性

$\epsilon\ll 1$ の仮定の下で\etaおよび流体表面速度の水平成分に対する近似方程式系を導く。 また $\eta$

単独の発展方程式も得られる。近似は $O(\epsilon)$ まで考えるが、高次方程式への拡張は容易で

ある。

さて、 (6) および (1 2)、(13) を用いて流体表面上で速度ポテンシャルを\epsilonのべ

きで展開すると

$\phi_{x}|_{y=\alpha\eta}=-Tf_{x}-\epsilon\eta f_{xx}+O(\epsilon^{2})$ (14)

$\phi_{y}|_{y=\alpha\eta}=-\delta(f_{x}-\epsilon\eta Tf_{xx})+O(\epsilon^{2})$ (15)

$\phi_{t}|_{y=\alpha\eta}=-Tf_{t}-\epsilon\eta f_{xt}+O(\epsilon^{2})$ (16)

流体表面速度の水平成分

$u=\phi_{\varpi}|_{y=\alpha\eta}$ (17)

を用いて (1 4) のんを逐次的に解いて $u$ と $\eta$で表すと

$f_{x}=-\tilde{T}u+\epsilon\tilde{T}(\eta\tilde{T}u_{x})+O(\epsilon^{2})$ (18)

ここで $\tilde{T}$ は $T$の逆演算子で以下で与えられる。

$\tilde{T}f(x, t)=-\frac{1}{2\delta}P\int_{-\infty}^{\infty}\frac{f(y,t)}{\sinh[\pi(y-x)/2\delta]}dy$ (19)

(1 8) を (1 5) および、 (1 6) の $x$ 微分へ代入すると

$\phi_{y}|_{y=\alpha\eta}=-\delta[-\tilde{T}u+\epsilon\{\tilde{T}(\eta\tilde{T}u_{x})+\eta u_{x}\}+O(\epsilon^{2})]$ (20)
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$(\phi_{t}|_{\nu=\alpha\eta})_{x}=u_{t}+\epsilon(\eta_{x}\tilde{T}u_{t}-\eta_{t}\tilde{T}u_{x})+O(\epsilon^{2})$ (21)

最後に (1 7)、(20) および (2 1) を (2) および (3) に代入すると $\eta$ と $u$ に対す

る次の発展方程式が得られる :

$\eta_{t}-\kappa\tilde{T}u+\kappa\epsilon[(u\eta)_{x}+\tilde{T}(\eta\tilde{T}u_{x})]+O(\epsilon^{2})=0$ (22)

$u_{t}+\eta_{x}+\epsilon(\kappa uu_{x}-\eta_{x}\tilde{T}\eta_{x})+O(\epsilon^{2})=0$ (23)

上式は閉じた方程式系であり適当な初期条件と境界条件の下で解くことができるが、 \eta 単

独の式もこれらから導かれる。実際 (23) を $u$ に関して摂動的に解くと

$\kappa u=T\eta_{t}+\epsilon[T(\eta T\eta_{t})_{x}+\eta\eta_{xt}]+O(\epsilon^{2})$ (24)

これを (2 2) へ代入し $O(\epsilon)$ の項の $\eta u$ に対して最低次の近似式\eta ’’ $=-\kappa\tilde{T}\eta_{x}+O(\epsilon)$ を用

いると $\eta$の時間発展を支配する以下の方程式が出る :

$\eta_{tt}+\kappa\tilde{T}\eta_{x}+\epsilon[-\kappa\eta\eta_{x}+2\eta_{t}T\eta_{t}+\tilde{T}\eta_{t}^{2}-\kappa\tilde{T}(\eta\tilde{T}\eta_{x})]_{x}+(\epsilon^{2})=0$ (25)

ここで $O(\epsilon)$ の項の変形には公式

$\tilde{T}(fg)=\tilde{T}[(\tilde{T}f)(\tilde{T}g)]+g\tilde{T}f+f\tilde{T}g$ (26)

を用いた。 (2 5) は有限深さの流体表面上を伝播する波の正面衝突を記述することがで

きる。 なおここでの議論では $\eta$は負と仮定したが、正の場合も全く同じ形の方程式が得ら

れることに注意しておく。

4. 浅水、および深水の極限

ここでは\S 3で導いた方程式の浅水、および深水の極限から生じる方程式にっいて議

論する。現存の浅水波方程式は特別な場合として自然に出てくることが示される。

4. 1浅水近似

$i)Broer$-Kaup 系
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浅水近似\delta \rightarrow 0では $\kappa=\delta^{-1}$ とおく。演算子丁に対する展開式

$\tilde{T}f=-\delta f_{x}-\frac{\delta^{3}}{3}f_{xxx}+O(\delta^{s})$ (27)

を用いると (2 2)、(23) は以下の方程式系に還元される :

$\eta_{t}+u_{x}+\alpha(u\eta)_{x}+\frac{\delta^{2}}{3}u_{xxx}+O(\alpha\delta^{2}, \delta^{4})=0$ (28)

$u_{t}+\eta_{x}+\alpha uu_{x}+O(\alpha\delta^{2})=0$ (29)

これらは Broer[5]および Kaup[6]によって独立に導かれた方程式であり、完全積分可能な

系であることも証明されている $[6,7]$。

ii)Boussinesq 系

平均水平速度を

$\overline{u}=\frac{1}{1+\alpha\eta}\int_{-1}^{\alpha\eta}\phi_{x}(x, y, t)dy$ (30)

によって定義する。 $O(\delta^{2})$ までの近似で $u$ は脅.によって

$u= \overline{u}-\frac{\delta^{2}}{3}\overline{u}_{xx}+O(\delta^{4})$ (31)

と関連づけられる。 (3 1) を (28)、$(29)$ へ代入すると、 $\alpha=O(\delta^{2})\ll 1$ の仮定の

下でこれらの方程式は

$\eta_{t}+[(1+\alpha\eta)\overline{u}]_{x}+O(\alpha\delta^{2}, \delta^{4})=0$ (32)

$\overline{u}_{t}+\eta_{x}+\alpha\overline{u}\overline{u}_{x}+\frac{\delta^{2}}{3}\eta_{xtt}+O(\alpha\delta^{2}, \delta^{4})=0$ (33)

となる。上式は Boussinesq によって最初に導かれた方程式系である [2]。

iii)\eta 単独の式

$\alpha=O(\delta^{2})\ll 1$ と仮定し、展開式、(27) および

$Tf= \frac{1}{2\delta}\int_{-\infty}^{\infty}sgn(y-x)f(y)dy+O(\delta)$ (34)
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を用いると (2 5) より \eta 単独の発展方程式が得られる :

$\eta_{tt}-\eta_{xx}-\frac{\delta^{2}}{3}\eta_{xxx\epsilon}$

$+ \alpha[-\eta\eta_{x}+\eta_{t}\int_{-\infty}^{\infty}sgn(y-x)\eta_{t}(y,t)dy]_{x}+O(\alpha\delta^{2}, \delta^{4})=0$ (35)

iv)Boussinesq 方程式

仮定 $(i)\alpha=O(\delta^{2})\ll 1$ , および $(ii)\eta_{t}=-\eta_{x}+O(\alpha, \delta^{2})$ の下で (35) より

$\eta_{tt}-\eta_{xx}$

.
$- \frac{\delta^{2}}{3}\eta_{xxxx}-3\alpha(\eta\eta_{x})_{x}+O(\alpha\delta^{2}, \delta^{4})=0$ (36)

が導かれる。Boussinesq 方程式 (36) は両方向に伝播する波を記述するが、これは一方

向伝播を意味する上の第 2の仮定と矛盾する。 この観点からは (35) の方がより適切な

方程式と言える。

$v)KdV$ 方程式

$KdV$ 方程式は (35) より iv) と同じ仮定の下で導かれる。結果は以下のようになる。

$\eta_{t}+\eta_{x}+\frac{3}{2}\alpha\eta\eta_{x}+\frac{\delta^{2}}{6}\eta_{xxx}+O(,\alpha\delta^{2}, \delta^{4})=0$ (37)

4. 2深水近似

深水近似 $\deltaarrow\infty$ では $\kappa=1$ とおく。 このとき演算子 $T$および $\tilde{T}$は各々 $H$および一 $H$ に

還元する。 ここで $H$は Hilbert 変換

$Hf(x, t)=P \frac{1}{\pi}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{f(y,t)}{y-x}dy$ (38)

である。 このとき (22)、(23) および (25) は次のようになる。

$\eta_{t}+Hu+\epsilon[(u\eta)_{x}+H(\eta Hu_{x})_{x}]+O(\epsilon^{2})=0$ (39)

$u_{t}+\eta_{x}+\epsilon(uu_{x}+\eta_{x}H\eta_{x})+O(\epsilon^{2})=0$ (40)

$\eta_{tt}-H\eta_{x}+\epsilon[-\eta\eta_{x}+2\eta_{t}H\eta_{t}-H\eta_{t}^{2}-H(\eta H\eta_{x})]_{x}+O(\epsilon^{2})=0$ (41)



91

参考のため以下に $O(\epsilon^{2})$ の項まで含む近似方程式を記しておく :

$\eta_{t}+Hu+\epsilon[(u\eta)_{x}+H(\eta Hu_{x})_{x}]$

$+ \epsilon^{2}[H\{\eta H(\eta Hu_{x})_{x}\}+\frac{1}{2}H(\eta^{2}u_{xx})+\frac{1}{2}(\eta^{2}Hu_{p})_{x}]+O(\epsilon^{3})=0$ (42)

$u_{t}+\eta_{x}+\epsilon(uu_{x}+\eta_{x}H\eta_{x})$

$+\epsilon^{2}[2\eta_{x}H(uu_{x})-2\eta_{x}uHu_{x}+\eta_{x}H(\eta H\eta_{x})+\eta\eta_{x}\eta_{xx}]+O(\epsilon^{3})=0$ (43)

$\eta_{tt}=H\eta_{x}+\epsilon F_{x}+\epsilon^{2}G_{x}+O(\epsilon^{3})$ $(44a)$

$F=\eta\eta_{x}+H(\eta H\eta ae)+H(H\eta_{t})^{2}$ $(44b)$

$G= \frac{1}{2}(\eta^{2}H\eta_{x})_{x}+H\{\eta H(\eta H\eta_{x})_{x}\}+\frac{1}{2}H(\eta^{2}\eta_{xx})-\eta_{x}(H\eta_{t})^{2}$

$+2H\{\eta H(\eta_{t}\eta_{xt})\}-2\eta_{t}H(\eta H\eta_{t})_{x}+2H(\eta_{x}\eta_{t}H\eta_{t})$ $(44c)$

(44 ) は次の周期解 (いはゆる Stokes 解) を持っ。

$\eta=const$ . $+a \cos\xi+\frac{1}{2}\epsilon ka^{2}\cos 2\xi+\frac{3}{8}\epsilon^{2}k^{2}a^{3}\cos 3\xi+O(\epsilon^{3})$ $(45a)$

$\xi=kx-\omega t$ $(45b)$

$\omega=\sqrt{k}\{1+\frac{1}{2}\epsilon^{2}k^{2}a^{2}+O(\epsilon^{3})\},$ $(k>0)$ $(45c)$

5. 応用

ここで提出した方程式は、その導出が波の弱非線形の仮定にのみ基づいており、流体

の深さには何等制限が無いためその適用範囲は広い。また議論が物理空間で行われている

ため、種々のモデル方程式は波動現象と直接結びっけられるという利点を持っている。以

下では理論の応用のいくつかについて簡単に述べる。

i) 流体底面が平らでない場合 [8]

最初等角写像によって底の形状を平らな底へ変換し、その後ここでの議論を適用する。

ii) 2層流体系 (流体底面は平ら) [9]

a) 上端固定の場合 b) 上端自由境界の場合
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iii) 2層流体系 (流体底面が平らでない場合)

iv) 多層流体系

$ii)- iv)$ では各層ごとに速度ポテンシャルの展開を行い、境界条件でこれらを関連づけ

ればよい。 iv) は連続的な密度分布の近似を与える。

v) 3次元空間への拡張

これが最も興味あると思われるが、一般の 3次元空間での満足のゆく扱いは現在でき

ていない。 しかし波の進行方向に垂直な方向に対して物理量、例えば波の表面形状がゆる

やかに変化する (弱 2次元運動) と仮定すると、 ここでの議論が適用できる。実際これに

よって Kadomtsev-Petviashvili 方程式 (あるいは 2次元 $KdV$ 方程式) の有限深さの場合

への拡張版が導かれる [10] 。
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