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浅水における過剰反射とシアー不安定

東大理学部 竹広真一 (Shin-ichi Takehiro)

1. イントロダクション

19世紀後半の Reynolds の実験あるいは Rayleigh による理

論的な取扱以来, 様々な平行シアー流について線型安定性を調

べることが行われてきた. 中でも 2次元平行シアー流は基本場

の簡潔さ, 数学的な取扱が簡単であることと, 結果が有用であ

ることから数多く研究されてきた.

流れの線型安定性は常微分方程式の固有値問題として解かれ

る. 得られた固有値 (位相速度 c) のうち一つでも ${\rm Im}[c]>0$ の

ものが存在すれば, 流れの場は不安定であると判定される. し

かしながら, 固有値問題という数学的手法では流れの場が不安

定であることの直観的イメージを得ることができない. 流れの

場を見ただけではその安定性を判定することができず, 流れご

とにいちいち固有値問題を解かねばならない. 固有値問題を解

いたとしても, 不安定モードは成長するべく特定の構造をもっ
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ているだけで, なぜ擾乱が成長するかといったことに対する因

果関係を与えない. しかも , 具体的な流れの場について安定性

を調べると, 基本場境界条件を少し変えただけで安定性が大

きく変わってしまい, 時としてその結果が直観に反する場合も

ある. 例えば外力のない非圧縮流体のリニアーシアー流には不

安定モードは存在しない. しかし, 同じリニアーシアー流でも

成層が存在すると不安定になり得る. このことは成層が流体を

安定させる方向に働くであろうという偏見に反する. また, 浅

水においてもリニアーシアー流は不安定になりうる. 固有値問

題を解くだけではリニアーシアー流がこのように多様な安定

性を示す理由を考えることはできないのである.

また, 具体的な流れの場について固有値問題を解いて安定性

を判定するほかに, 積分定理と呼ばれる一般的な流れの場につ

いての不安定であるための条件を導出できる場合がある. しか

し, 固有値問題として解く場合と同じく, 積分定理も直観的な

イメージを与えない. 例えば Rayleigh の変曲点定理において

変曲点の存在が不安定であることになぜ必要なのか積分定理

の表式は直接的には答えてくれない.

このように我々が流れの不安定を直観的に理解できない理由

には, 不安定問題を固有値問題を解くことでしか扱ったことが

なく, 初期値問題としての経験に乏しいことにある. 例えば逆
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さまに立てられた鉛筆が不安定であることを われわれは固有

値問題など解くことなく容易に理解できる. 鉛筆をつっついた

ら (つっつかなくても) すぐに倒れてしまうことを我々はしば

しば経験している. そのため加えた擾乱の振舞いを想像するこ

とができ, すぐに不安定であると理解できるのである. しかし )

流れの不安定の場合はシアー流をつっついた経験に乏しいため

に擾乱をシアー流に加えた後にどの様に振舞うか想像できず,

不安定であることの直観的なイメージを持てないのである.

そこで本講では) 不安定なシアー流に加えられた擾乱がどの

ように振舞うかを調べ
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

流れの不安定を直観的に理解すること

を目指す. 以降では, 浅水系のリニアーシアー流を例としてシ

ァー流中を伝播する擾乱 (波) の性質を調べ, シアー流の不安定

を波で記述することを行なう.

2. 波による不安定の記述

2.1. 波伝播状況\sim WKBJ 近似

浅水系のリニアーシアー流の安定性は Satomura(1981) によ

り調べられており, 十分シアーが強ければ流れは不安定である

結果が得られている. 最初に WKBJ 近似を用いて) このリニ

アーシアー流中の波の伝播性質を調べる.

回転のない 2次元浅水波方程式において, リニアーシアー流

$U(y)$ に対する擾乱方程式を構成する. $x$ 方向に波数 $k$ , 位相速
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度 $c$ を持つ擾乱を仮定し, 変位だけの式に変形することにより

$( \frac{\partial}{\partial t}+U\frac{\partial}{\partial x})\{(\frac{\partial}{\partial t}+U\frac{\partial}{\partial x})^{2}h’-gH\nabla^{2}h^{l}\}+2gH\frac{dU}{dy}\frac{\partial^{2}h’}{\partial x\partial y}=0$ .

が得られる (Satomura 1981 ). この方程式に対して WKBJ 近

似の方法を適用することにより局所分散関係が次のように求

まる.

$\omega=U(y)k\pm\sqrt{gH\{k^{2}+l(y)^{2}\}}$

$y$ 方向の局所波数 $t$ が実数である領域は波として $y$方向に伝播

可能な波領域 (wavy) である. $l$ が虚数となる領域は波として伝

播できない領域 (evanecsent) である. 局所分散関係から求めた

波伝播性質を表わしたのが図 1である. 基本流と波の位相速度

が等しくなる critical level付近が波伝播不可能な領域になって

いる.

図 1. リニアーシアー流中の浅水波の伝播性質
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2.2. 初期値問題\sim 波束の過剰反射

図 1のように $yarrow-\infty$ から $k,$ $c$ 一定の波束を与えると波束

は次第に $l=0$ となる turning level まで伝播していくことが予

想される. しかし turning level に達した後波束がどうなるかは

WKBJ 近似の範囲では予測できない. そこで線型方程式を数

値的に解いてみた. ガウス型の振幅をもつ波束を初期値として

与えて時間積分した結果が図 2である. turning level に達する

までは WKBJ 近似での考察どおりであるが, turning level に達

した後は波伝播不可能な領域をすり抜けていく波束と turning

level で反射する波束に分かれて, それぞれ波伝播不可能な領域

から遠ざかる方向に伝播していく. 注目すべきことは turning

level に入射した波束に比べて反射した波束の振幅が大きくな

る過剰反射となっていることである.

図 2. リニアーシアー流中を伝播する浅水波



172

: $i|3$ . 運動量保存則と過剰反
過剰反射が生じることは $x$ 方向の運動量保存則から説明す

ることができる (Takehiro and Hayashi 1992). 非線形の浅水波

方程式を変形,. 領域積分することにより $x$ 方向の全運動量保存

則が得られる.

$\frac{dM}{dt}=0$ , $M \equiv\int\overline{hu}dy$ .

各物理量を $u=U(y)+u’+u^{(2)},$ $v=v’+v^{(2)},$ $h=H+h’+h^{(2)}$

と, 基本場と擾乱量, さらに擾乱によって引き起こされる高次

の微小擾乱量に展開することにより, 運動量保存則を

$M=M_{0}+M_{1}+M_{2}$ ,

$M_{0}= \int HUdy,$ $M_{1}= \int(H\overline{u^{(2)}}+U\overline{h^{(2)}})dy,$ $M_{2}= \int\overline{h’u’}dy$

と表現することができる. $M_{2}$ は擾乱の持つ運動量, $M_{1}$ は擾

乱によって引き起こされる高次の微小擾乱の持つ運動量であ

る. $M_{d}\equiv M_{1}+M_{2}$ は擾乱の存在するときと存在しないとき

の運動量の差である. これを difference momentum と呼ぶこと

にする. $M_{0}$ は基本場の持つ運動量であり時間変化しないの

で difference momentum は保存しなければならない. さらにポ

テンシャル渦度保存則を用いて $M_{1}$ を $y$方向変位 \eta ’で表わすこ
とができ, $M_{1}= \int\frac{1}{2}\frac{d^{2}U}{dy^{2}}H^{2}\overline{\eta^{;2}}dy$ となる. したがって difference
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momentum 保存則を

$\frac{dM_{d}}{dt}=0$ , $M_{d}= \int(\overline{h’u’}+\frac{1}{2}\frac{d^{2}U}{dy^{2}}H^{2}\overline{\eta^{\prime 2}})dy$ ,

と表わすことができる. リニアーシアー流の場合には $d^{2}U/dy^{2}=$

$0$ であるから $M_{d}= \int\overline{h’u’}dy$ である. さらに difference momen-

tum を WKBJ 近似を用いて書き直すと

$M_{d} \sim\int(-\frac{g}{U-c}I^{\overline{h^{\prime 2}}dy}\cdot$

となる. この式は, 入射波束と波伝播不可能な領域を透過した

波束の difference momentum が反対符号であることを示してい

る. 全 difference momentum が保存することから反射する波束

の持つ difference momentum は入射波束に比べて大きくならね

ばならない (図 3).

図 3. 過剰反射の摸式図
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すなわち過剰反射とは, 入射波が自分の持つ difference momen-

tum と逆符号の momentum を透過波に与えた結果, 反射波の

difference momentum が増加する現象であることがわかる.

2.4. 過剰反射とシアー不安定

シアー流中の波の過剰反射と流れの不安定であることを結び

つける考え方として Laser Formula と呼ばれる思考モデルがあ

る. この考え方に基づく一連の研究が Linzen 等 (Lindzen, 1988
など) によって行われている. Laser Formula を用いることによ

り, 浅水波の波束の過剰反射から流れの不安定を次のようにイ

メージすることができる.

図 4. 浅水波の過剰反射が何度も生じる場合.
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図 4は入射領域の後方に反射壁をおいた場合の波束の時間発

展を数値的に解いたものである. critical level において過剰反

射した波束は後方の壁で反射され, 再び critical level に入射し

て過剰反射する. これを繰り返し, 振幅が増大して行く現象が

不安定であると考えられる. あるいは, 流れの不安定とは反対

符号の $M_{d}$ を持った二つの擾乱の相互作用によって生じると

言いかえることもできる. 例えば正の $M_{d}$ を持った擾乱は負の

$M_{d}$ をもう一つの擾乱に捨てることによって, その振幅を増加

していくのである.

3. 固有値問題と保存即

ここでは, 固有値問題で求められる不安定モードに関して dif-

ference momentum 保存則を適用してみる. 不安定モードは振

幅が時間とともに増幅していく解である. 一方 difference mo-

mentum は振幅の 2乗に比例する量である. しかし不安定モー

ドについてもこの量は保存しなければならない. したがって不

安定モードの difference momentum は $0$ である. このことは,

不安定モードが正符号と負符号の difference momentum の擾乱

から構成されており, それらの擾乱がそれぞれ増幅していくこ

とを示す. 正の difference momentum を持つ擾乱を中心に考え

ると, この擾乱は負の difference momentum を持つ擾乱に負の

運動量を与えて自分が増幅していくとみることができる. これ
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は過剰反射から得られたイメージと同じである.

特に擾乱の difference momentum の符号が基本場の性質だけ

で決まる特別な場合には, これらの保存則から積分定理が導か

れる. 例えば, さきに求めた浅水での difference momentum 保

存則において $garrow\infty,$ $h’arrow 0$ の極限を取ると 2次元非圧縮流

体の状況になる. そのときの difference momentum は

$M_{d}= \int(\frac{1}{2}\frac{d^{2}U}{dy^{2}}H^{2}\overline{\eta^{;2}})dy$ .

と書ける. difference momentum の符号は基本場の流れの曲率

だけで決まる. difference momentum が正である擾乱と負であ

る擾乱がどちらも存在できるためには流れのどこかで $\frac{d^{2}U}{dy^{2}}=0$

となる必要がある. これが Rayleigh の変曲点定理である.

同様の議論をエネルギー保存則について行うことにより) 表

1に示すように種々の積分定理と保存則の対応関係がつけら

れる.

表 1. 保存則と積分定理
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4. まとめ

リニアーシアー流中を伝播する浅水波を例にして, .シアー流

中を伝播する擾乱 (波) の性質を用いて「不安定」 を記述する

ことを行った. 流れの不安定とは, 反対符号の difference mo-

mentum を持つ波がシアー流中に存在し, 片方の波が自分の持

つ difference momentum と反対符号の momentum をもう一方

の波に与えて自分が増幅していく現象である. 積分定理のいく

つかは difference momentum, difference energy が両方の符号の

波が存在する不安定となるために必要であることを主張する

ものであった.

流れの不安定を「波」という一般的な言葉で記述することは,

擾乱の振舞いをイメージしやすいことだけでなく異なる系での

安定性を同じ考え方で議論できるという利点がある. 例えばイ

ントロダクションで紹介した様々な系でのシアー流の不安定を

「波」を用いて次のように解釈できる. 非圧縮流体のリニアー

シアー流に不安定モードが存在しないのはシアー流中を伝播

する波がないことによる. しかし, 曲率のある流れでは基本場

に渦度傾度が存在するために擾乱が渦度波 (ロスビー波) とし

て伝播でき, 不安定になり得る . また, 同じリニアーシアー流

でも成層が存在すると不安定になるのは擾乱が内部重力波と

してシアー流中を伝播できることによる. 浅水においてリニ



178

アーシアー流が不安定になりうるのも擾乱が浅水波として伝

播するからである.

この浅水のリニアーシアーの例は, 過剰反射のもっとも簡単

でわかりやすい描像であることを最後に強調しておく. 通常

critical level は数学的には特異点である. そのためロスビー波

(Lindzen and Tung 1978), 内部重力波 (Lindzen and Barker 1985)

の場合には通常 critical level で運動量流束のとびがあり , 波平均

流相互作用が起こるので運動量のやり取りが複雑になってしま

う. しかしリニアーシアー流中の浅水波の場合には critical level

での特異性および平均流加速がないので解釈が容易である.
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