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ポートフォリオ選択問題における資産の収益率の確率順序
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NHK 報道局 宮野 きぬ ステファニー \dagger (Kinu Stephany MIYANO)

京都大学工学部 茨木俊秀 \ddagger (Toshihide IBARAKI)

1 はじめに

本稿では投資家が彼 (彼女) の富を不確実な収益を生む複数の資産にどのように分散して投資すべきかを
問うポートフォリオ選択問題において, 資産の収益率に何らかの確率順序 (stochastic ordering) (あるいは

確率優位 (stochastic dominance)) が成立すると仮定し, その投資への影響について考察する
危険回避的であり, 最終の富に関する期待効用を最大化しようとする投資家は, ある適当な確率順序の意

味で “確率的に大きい”収益率を持つ資産に, 常により多くを投資するであろうという直感的な推測は, 投資
家の効用関数の性質と確率順序の種類によっては必ずしも真ではないことが知られており, それが成立する
ための条件について, 近年いくっかの研究がなされてきている.
確率順序には大まかには. 関数族により生成される確率順序,. 条件付き確率順序
に類別されるが, その中でも特に. 通常の確率順 [\gamma (ordinary stochastic ordering),. $i$曽加凹順序 (increasing concave ordering),. 凹順序 (concave oredring),. 尤度比順 [\mbox{\boldmath $\nu$} (hhkelihood ratio ordering),. ハザード率 l[\pi *(hazard rate ordering)

などが応用上重要であり, よく研究されている.
Brown and Solomon [1] が尤度比順序に関して示した結果を用いれば, 資産が互いに独立, すなわちそれ
らの収益率が互いに確率的に独立で, それらの間に尤度比順序が成立すれば, 任意の投資家は, その順序の意
味で確率的に大きい収益率を持つ資産に, より多くを投資することを示すことができる.
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また Shanthikumar and Yao [7] がハザード率順序に関して示した結果を用いれば, 資産が互いに独立で,

それらの収益率の間に, ハザード率順序とは双対な確率順序とも言える逆 $J\backslash$ザード率順序 (reversed hazard

rate ordering) が成立すれば, 任意の危険回避的投資家は, その順序の意味で確率的に大きい収益率を持っ
資産に, より多くを投資することを示すことができる.
一方 Hadar and Seo [2] は資産が互いに独立で, それらの収益率の間に通常の確率順序と凹順序が成立す
る場合のそれぞれを考察し, それらの順序の意味で確率的に大きい収益率を持つ資産に, より多くを投資す

るための投資家の効用関数の持つ必要十分条件を導出した.
本稿では, 資産の収益率が互いに独立で, それらの間に増加凹順序とハザード率順序が成立する場合のそ
れぞれに対して, それらの順序の意味で確率的に大きい収益率を持つ資産に, より多くを投資するための投
資家の効用関数の持つ必要十分条件を導出する.

2 確率順序

集合 $A$ に対し, $A\cross A$ の部分集合 $B$ を集合 $A$ 上の 2項関係と言い, $(x, y)\in B$ のとき $xBy$ とかく.

集合上 $A$ の 2項関係 $B$ は, 下記の性質の内 Pl, P2を満たすとき集合 $A$ 上の擬順序と言われ, さらに

性質 $P3$ をも満たすとき, 集合 $A$ 上の半順序と言われる.

Pl (RR\mbox{\boldmath $\theta$}律): $xBx,$ $\forall x\in A$ .

$P2$ (推移律|): $xBy,$ $yBz\Rightarrow xBz$ .

$P3$ (反対称律): $xBy,$ $yBx\Rightarrow x=y$ .

確率変数, 確率過程などの確率要素の集合上の擬瀬序, 半順序を確率順序と言う, ただし半順序においては

性質 $P3$ における $x=y$ の等号 $=$ は確率法則が等しいと読み代えるものとする.
実数値確率変数 $X$ の累積分布関数を $F_{X}$ と書くことにする, すなわち

$F_{X}(x)$ $;=P(X\leq x)$ .

さらにその 1に関する補関数である生存関数, あるいは信頼度関数を

$\overline{F}_{X}(x)$ $:=P(X>x)$ .

$X$ が連続な確率変数である ( $F_{X}$ が絶対連続) な場合,

$fx(x)$ : 確率密度関数,

$h_{X}(x):=\overline{\overline{F}_{X}^{X}(x)}f(x)_{;}Jo$ザード率関数あるいは故障率関数

と表わすことにする.
本稿で取り扱う確率順序は, 以下で定義される,. 増加凹順序 (increasing concave ordering),. ハザード率順序 (hazard rate ordering)

の 2種類である.
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定義 $21$ ( $\geq icv$ : 増加凹順序) 実数値確率変数 $X,$ $Y$ に対し,

$X\geq;_{cv}Y$ (あるいは $F_{X}\geq;_{cv}F_{Y}$ ) (2.1)

が成り立っとは,

すべての増加凹関数 $f$ に対して $E[f(X)|\geq E[f(Y)]$ (2.2)

のとき. そしてそのときに限りを言う. $\square$

次の定理はよく知られている.

定理 21実数値確率変数 $X,$ $Y$ に対し, $X\geq:_{Cv}Y$ (あるいは $F_{X}\geq icvF_{Y}$ ) が成り立っための必要十分条

件は

$E[(u-X)^{+}]= \int_{-\infty}F_{X}(v)dv\leq\int_{-\infty}^{u}F_{Y}(v)dv=E[(u-Y)^{+}],$ $\forall u\in \mathcal{R}$ . (2.3)

$(E[ lnin\{u, X\}]=u-E[(u-X)^{+}]\geq u-E[(u-Y)^{+}]=E[\min\{u,1’\}], \forall u\in \mathcal{R}.)$ (2.4)

口

以下の定理も重要である.

定理 2.2 (Cut Criterion) $E[X]\geq E[Y]$ とする. ある $u_{0}\in \mathcal{R}$ が存在して,

$F_{X}(u)\leq F_{Y}(u)$ , $u\leq u_{0}$ , (2.5)

$F_{X}(u)\geq F_{Y}(u)$ , $u\geq u_{0}$ (2.6)

が成り立っならば
$X\geq icv1^{\nearrow}$(あるいは $F_{X}\geq icvF_{Y}$ ).

口

定義 $22$ ( $\geq hr$ : ハザード率順序) 実数値確率変数 $X,$ $Y$ に対して,

$X\geq hrY$ (あるいは $F_{X}\geq hrF_{Y}$ ) (2.7)

が成り立っとは,

すべての $s,$ $u(-\infty<s\leq u<+\infty)$ \llcorner \check 対して
$|\begin{array}{ll}\overline{F}_{Y}(s) \overline{F}_{Y}(u)\overline{F}_{X}(s) \overline{F}_{X}(u)\end{array}|=|\begin{array}{ll}P(Y>s) P(Y>u)P(X>s) P(X>u)\end{array}|\geq_{(2^{0}8)}$

$( \Leftrightarrow\frac{\overline{F}_{X}(u)}{\overline{F}_{Y}(u)}$ が $u$ に関して増加) (2.9)

のとき, そしてそのときに限りを言う. 口

$X,$ $Y$ が連続な確率変数である場合, 定義 22は次の定義と等価である.

定義 2.3 ( $\geq hr$ : ハザード率順序) 連続な実数値確率変数 $X,$ $Y$ に対して,

$X\geq hrY$ (あるいは $F_{X}\geq hrF_{Y}$ ) (2.10)

が成り立っとは,

すべての $u\in \mathcal{R}$ に対して $h_{X}(u)\leq h_{Y}(u)$ (2.11)

のとき, そしてそのときに限りを言う. 口
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2変数関数 $g$
$(: \mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R})$ に対して,

$\Delta g(x,y)$ $:=g(x, y)-g(y, x)$ (2.12)

と表わし, 2変数関数の族 $\mathcal{G}_{hr}^{0}$ を次で定義する:

$\mathcal{G}_{hr}^{0}$ $:=$ { $g$ : $\mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R},$ $\Delta g(x,$ $y)$ が $x\geq y$ のとき $x$ について増加},

$=$ { $g$ : $\mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R},$ $\Delta g(x,$ $y)$ が $x\leq y$ のとき $y$ について減少}. (2.13)

$(2.14)$

Shanthikumar and Yao [7] は次の定理を示した.

定理 2.3 (Shanthikumar and Yao [7]) 実数値確率変数 $X,$ $Y$ に対して, 以下の 2 っの条件は同値で
ある:

(1) $X\geq hr$ ]\nearrow (あるいは $F_{X}\geq hrF_{Y}$ ).

(2) それぞれ $F_{X},$ $F_{Y}$ を累積分布に持つ, 同じ確率空間上で定義された, 互いに独立な確率変数 $\hat{X},\hat{Y}$ に対
して,

$E[g(\hat{X},\hat{Y})]\geq E[g(\hat{Y},\hat{X})]$ , $\forall g\in \mathcal{G}_{hr}^{0}$ . (2.15)

口

3

3.1 2 資産ポートフォ リオ選択問題

この節では 2 っの資産からなるポートフォリオ選択問題を考える. それら資産の収益率を確率変数 $X,$ $Y$

で表し, 以下では混乱することなく, これらの資産自身もそれぞれ $X,$ $Y$ と呼ぶことにする. いま投資家が
初期の富 $w$ の内の比率 $\lambda_{X}$ を資産 $X$ , 残りの比率 $1-\lambda_{X}$ を資産 $Y$ に投資したとすると, 彼 (彼女) の最

終の富の期待効用は
$U(\lambda_{X})$ $:=E[$冠 $(w\{\lambda_{X}X+(1-\lambda_{X})]’\})]$ (3. 1)

となり, 2資産ポートフォリオ選択問題とは次の数理計画問題の最適解 $\lambda_{X}^{*}$ を求める, あるいは特徴づける
ことである:

$\max_{X}U(\lambda_{X}\lambda)$ , (3.2)

いま $U(\lambda_{X})$ を $\lambda_{X}$ で微分すると,

$U’(\lambda_{X})$ $=$ $wE[u’(w\{\lambda_{X}X+(1-\lambda_{X})Y\})\{X-1^{f}\}]$ , (3.3)

$U”(\lambda_{X})$ $=$ $w^{2}E[u’’(w\{\lambda_{X}X+(1-\lambda_{X})Y\})\{X-Y\}^{2}]$ (3.4)

となる. 式 (3.4) において, $u”\leq 0$ であることを用いれば

$U”(\lambda_{X})\leq 0$ , $\forall\lambda_{X}$
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となり, $U(\lambda_{X})$ は $\lambda_{X}$ に関して凹であることが解る. 従って, 問題 (3.2) の最適解 $\lambda_{X}^{*}$ は次のように特徴づ

けることができる: 任意の $\lambda$ に対して,

$U’(\lambda)\geq 0$ のとき $\lambda_{X}^{*}\geq\lambda$ , (3.5)

$U’(\lambda)\leq 0$ のとき \mbox{\boldmath $\lambda$}を $\leq\lambda$ . (3.6)

特に, 式 (35), (36) において, $\lambda=\frac{1}{2}$ とおくと, $Y$ よりも $X$ に, より多くを投資する, すなわち

$\lambda_{X}^{*}\geq\frac{1}{2}$ $(\geq 1-\lambda_{X}^{*})$ (3.7)

が成り立っための必要十分条件は
$U’( \frac{1}{2})\geq 0$ (3.8)

となる.

以下では一般性を失うこと無く, 投資家の初期の富を 1, すなわち $w=1$ とする.

定理 3.1投資家の効用関数が
$u’\geq 0$ , $u”\leq 0$ (3.9)

を満たすものとする. この投資家が互いに独立で, 増加凹順序により,

$X\geq;_{cv}Y$ (3.10)

と順序づけられた 2つの資産 $X,$ $Y$ でポートフォリオを構成するものとする. このようないかなる $X,$ $Y$

に対しても, 最適ポートフォリオにおいて, $Y$ よりも $X$ に, より多くを投資する, すなわち

$\lambda_{X}^{*}\geq\frac{1}{2}$

を満たすための, 効用関数 $u$ に関する必要十分条件は,

任意の $y$ に対して $u’( \frac{x+y}{2}I\{x-y\}$ が $x$ について増加かつ凹 (3.11)

( $\Leftrightarrow$ 任意の $b$ に対して, $u’(z+b)z$ が $z$ について増加かつ凹) (3.12)

となることである.

証明:
(十分性)

任意の $y$ に文 1‘ して, $u’( \frac{x+y}{2})\{x-y\}$ が $x$ にっいて増加かっ凹 (3.13)

であると仮定する.
いま $X,$ $Y$ を互いに独立で, 増加凹順序により,

$X\geq icvY$ (3.14)

と順序づけられた任意の 2つの資産とする. いま $\tilde{Y}$ を $Y$ と同一の確率分布に従い, さらに $X,$ $Y$ とは独立

な確率変数とする. もちろん,
$X\geq;_{cv}\tilde{Y}$ (3.15)
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が成り立っ. $U’( \frac{1}{2}I$ は以下のように評価できる:

$U’( \frac{1}{2}I$ $=$ $E[u’( \frac{X+Y}{2})\{X-Y\}]$

$=$ $E_{Y}[E_{X}[u’( \frac{X+Y}{2})\{X-Y\}|1’]]$

$\geq$ $E_{Y}[E_{\tilde{Y}}[u’( \frac{\tilde{Y}+Y}{2}I\{\tilde{Y}-Y\}|Y]]$

$=$ $E[u’( \frac{\tilde{Y}+Y}{2})\{\tilde{Y}-Y\}]$

$=$ $E[u’( \frac{\tilde{Y}+Y}{2})\tilde{Y}]-E[u’(\frac{\tilde{Y}+Y}{2})Y]$

$=$ $0$ , (3.16)

ただし, 不等号は上述の $u$ に関する仮定 (3.13) と, $X\geq;_{cv}\tilde{Y}$ により成立する.
(必要性) 以下のように分布する資産 $X,$ $Y$ を考える:

$X$ $=$ $\{\begin{array}{l}bw.p.1-2px_{1}w.ppx_{2}w.pp\end{array}$ (3. 17)

$Y$ $=$ $\{\begin{array}{l}bw.p.1-2py_{1}w.ppy_{2}w.pp\end{array}$ (3. 18)

ただし, $b$ は任意であるが, 他のパラメータは

$0 \leq p\leq\frac{1}{2}$ (3.19)

$y_{1}\leq x_{1}\leq x_{2}\leq y_{2}$ , (3.20)

$y_{1}+y_{2}\leq x_{1}+x_{2}$ (3.21)

を満足するものとする. このとき, 式 (3.20), (3.21) および定理 22(Cut Criterion) を用いれば,

$X\geq;_{cv}Y$ (3.22)

が成立することを容易に示すことができる.
いま,

$\lambda_{X}^{*}\geq\frac{1}{2}$ (3.23)

すなわち,

$U’( \frac{1}{2}I=E[u’(\frac{X+Y}{2}I\{X-Y\}]\geq 0$ (3.24)

を仮定する. 上式の右辺を具体的に計算した後, 両辺を $p(1-2p)$ で割り, $p\downarrow 0+$ と極限をとると,

$\lim_{p\}0+}\frac{1}{p(1-2p)}U’(\frac{1}{2}I$ $=$ $\lim_{p\downarrow 0+}\frac{1}{p(1-2p)}E[u’(\frac{X+Y}{2})\{X-1^{r}\}]$
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$=$ $u’( \frac{x_{1}+b}{2})\{x_{1}-b\}+u’(\frac{x_{2}+b}{2})\{x_{2}-b\}$

$+u’( \frac{b+y_{1}}{2})\{b-y_{1}\}+u’(\frac{b+y_{2}}{2})\{b-y_{2}\}$

$\geq$ $0$ (3.25)

が成立しなければならない (上式において, $U’( \frac{1}{2})$ および期待値 $E[\cdot]$ は $pl$こ依存することには注意を要す

る). ここで

$z_{1}$ $;=$ $\frac{y_{1}-b}{2}$ (3.26)

$z_{2}$ $;=$ $\frac{x_{1}-b}{2}$ (3.27)

$z_{3}$ $;=$ $\frac{x_{2}-b}{2}$ (3.28)

$z_{4}$ $;=$ $\frac{y_{2}-b}{2}$ (3.29)

と定義すれば, 式 (3.20), (3.21) から

$z_{1}\leq z_{2}\leq z_{3}\leq z_{4}$ , (3.30)

$z_{1}+z_{4}\leq z_{2}+z_{3}$ (3.31)

が成立する. いま関数 $h$ $(: \mathcal{R}arrow \mathcal{R})$ を

$h(z)$ $:=u’(z+b)z$ (3.32)

で定義すると, 式 (3.25) は
$h(z_{2})+h(z_{3})-h(z_{1})-h(z_{4})\geq 0$ , $\backslash$ (3.33)

あるいは,

$h(z_{2})-h(z_{1})\geq h(z_{4})-h(z_{3})$ (3.34)

と書き直すことができる.
まず,

$(\Delta z:=)z_{2}-z_{1}=z_{4}-z_{3}(\geq 0)(\Leftrightarrow x_{1}-y_{1}=x_{2}-y_{2}(\geq 0))$ (3.35)

と選べば, 式 (3.34) より,

$\frac{h(z_{2})-h(z_{1})}{\triangle z}\geq\frac{h(z_{4})-h(z_{3})}{\Delta z}$ (3.36)

となり, $\triangle z\downarrow 0+$ と極限をとると,
$h’(z_{1})\geq h’(z_{3})$ (3.37)

を得る. $z_{1},$ $z_{3}$ は, $z_{1}\leq z_{3}$ を満たすように, 任意に選べることができるので, 式 (3.37) より, $h(z)$ は $z$ に関
して凹でなければならない.
次に

$z_{3}=z_{4}(\Leftrightarrow x_{2}=y_{2})$ (3.38)

とおくと, 式 (3.34) は
$h(z_{1})\leq h(z_{2})$ (3.39)

となる. $z_{1},$ $z_{2}$ は, $z_{I}\leq z_{2}$ を満たすように, 任意に選べることができるので, 式 (3.34) より, $h(z)$ (は $z$ に関
して増加でなければならない.
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以上より,

任意の $b$ に対して, $h(z)$ は $z$ に関して増加かつ凹 (3.40)

でなければならない.

いま

$x-y$
$z$ $;=$

$\overline{2}$ (3.41)
$b$ $;=$ $y$ (3.42)

なる変数変換を行うと,

$h(z)=u’(z+b)z= \frac{1}{2}[u’(\frac{x+y}{2})\{x-y\}]$ (3.43)

となるから,

任意の $y$ に対して, $u’( \frac{x+y}{2})\{x-y\}$ は $x$ にっいて増加かつ凹 (3.44)

でなければならない. $\square$

定理 3.2投資家の効用関数が
$u’\geq 0$ , $u”\leq 0$ (3.45)

を満たすものとする. この投資家が互いに独立で, ハザード率順序により,

$X\geq hrY$ (3.46)

と順序づけられた 2 っの資産 $X,$ $Y$ でポートフォリオを構成するものとする. このようないかなる $X,$ $Y$

に対しても, 最適ポートフォリオにおいて, $Y$ よりも $X$ に, より多くを投資する, すなわち

$\lambda_{X}^{*}\geq\frac{1}{2}$

を満たすための, 効用関数 $u$ に関する必要十分条件は,

$x\geq y$ のとき $u’( \frac{x+y}{2}I\{x-y\}$ が $x$ について増加 (3.47)

( $\Leftrightarrow$ 任意の $b$ に対して, $z\geq 0$ のとき, $u’(z+b)z$ が $z$ について増加) (3.48)

となることである.

証明:
(十分性)

$x\geq y$ のとき, $u’( \frac{x+y}{2}I\{x-y\}$ が $x$ について増 $\eta_{D}$ (3.49)

であると仮定する. いま関数 $g$
$(: \mathcal{R}^{2}arrow \mathcal{R})$ を

$g(x, y)$ $:=u’( \frac{x+y}{2}Ix$ (3.50)

とおくと,
$g\in \mathcal{G}_{hr}^{0}$ (3.51)

であることを容易に示すことができる (式 (2.13) 参照).
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いま $X,$ $Y$ を互いに独立で, ハザード率順序により,

$X\geq hrY$ (3.52)

と順序づけられた任意の 2つの資産とすると定理 2.3の (2) より,

$E[u’( \frac{z^{Y}\iota+Y}{2})X]\geq E[u’(\frac{Y+X}{2})Y]$ , (3.53)

すなわち,

$U’( \frac{1}{2}I=E[u’(\frac{X+Y}{2}I\{X-Y\}]\geq 0$ (3.54)

が成り立っ.
(必要性) 以下のように分布する資産 $X,$ $Y$ を考える:

$X$ $=$ $\{\begin{array}{l}bw.p.1-pxw.pp\end{array}$ (3.55)

$Y$ $=$ $\{\begin{array}{l}bw.p.1-pyw.p.p\end{array}$ (3.56)

ただし,

$b\leq y\leq x$ (3.57)

を満足するものとする. このとき,

$X\geq hrY$ (3.58)

が成立することは, すべての $s,$ $u(-\infty<s\leq u<+\infty)$ に対して,

$|\begin{array}{ll}\overline{F}_{Y}(s) \overline{F}_{Y}(u)\overline{F}_{X}(s) \overline{F}_{X}(u)\end{array}|=|\begin{array}{ll}P(Y>s) P(Y>u)P(X>s) P(X>u)\end{array}|\geq 0$ (3.59)

が成り立つことから解る.
いま,

$\lambda_{X}^{*}\geq\frac{1}{2’}$ (3.60)

すなわち,

$U’( \frac{1}{2})=E[u’(\frac{X+Y}{2}I\{X-Y\}]\geq 0$ (3.61)

を仮定する. 上式の右辺を具体的に計算した後, 両辺を $p(1-p)$ で割り, $p\downarrow 0+$ と極限をとると,

$\lim_{p\downarrow 0+}\frac{1}{p(1-p)}U’(\frac{1}{2}I$ $=$ $\lim_{p\downarrow 0+}\frac{1}{p(1-p)}E[u’(\frac{X+Y}{2}I\{X-Y\}]$

$=$ $u’( \frac{x+b}{2}I\{x-b\}+u’(\frac{b+y}{2})\{b-y\}$

$\geq$ $0$ , (3.62)

すなわち,

$u’( \frac{x+b}{2})\{x-b\}\geq u’(\frac{y+b}{2})\{y-b\}$ (3.63)
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が成立しなければならない (式 (3.62) において, $U’( \frac{1}{2})$ および期待値 $E[\cdot]$ は $p$ こ依存することには注意

を要する). $b,$ $x,$ $y$ は, $b\leq y\leq x$ を満たす限り, 任意に選べるから,

$x\geq b$ のとき, $u’( \frac{x+b}{2}I\{x-b\}$ は $x$ について増$l\square$ , (3.64)

すなわち,(3.47) でなければならない. 口

3.2 多資産ポートフォリオ選択問題

この節では $n$ 個の資産からなるポートフォリオ選択問題を考える. それら資産の収益率を確率変数
$X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots X_{n}$ で表し, 以下では混乱することなく, これらの資産自身も, それぞれ $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots X_{n}$ と呼ぶこ
とにする. いま投資家が初期の富 $w(\geq 0)$ の内の比率 $\lambda_{i}(\geq 0),$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を資産 $X_{1}$ こ投資したとす
ると, 彼 (彼女) の最終の富の期待効用は

$U( \lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots, \lambda_{n}):=E[u(w\{\sum_{=1}^{n}\lambda,\cdot X_{i}\})]$ (3.65)

となり, 多資産ポートフォリオ選択問題とは次の数理計画問題の最適解

$\lambda^{*}:=(\lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*}, \cdots, \lambda_{n}^{*})$

を求める, あるいは特徴づけることである:

maximize $U(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots, \lambda_{n})$ (3.66)

subject to $\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}=1$ (3.67)

$\lambda_{i}\geq 0$ , $i=1,2,$ $\cdots$ , $n$ (3.68)

2資産ポートフォリオ選択問題に対して得た結果を用いれば, 以下の定理を得る.

定理 3.3投資家の効用関数が
$u’\geq 0$ , $u”\leq 0$ (3.69)

を満たすものとする. この投資家が $n$ 個の資産 $X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},$ $\cdots X_{n}$ でポートフォリオを構成するものとす
る. ただし $X_{1},$ $X_{2}$ は互いに独立で, 増加凹順序により,

$X_{1}\geq;_{cv}X_{2}$ (3.70)

と順序づけられ, さらにそれらは $X_{3},$
$\cdots,$

$X_{n}$ とも独立であると仮定する. このようないかなる $n$ 個の資産
$X_{I},$ $X_{2},$ $X_{3},$ $\cdots X_{n}$ に対しても, 最適ポートフォリオにおいて, $X_{2}$ よりも $X_{1}$ |こ, より多くを投資する, すな

わち

$\lambda_{1}^{*}\geq\lambda_{2}^{*}$

を満たすための, 効用関数 $u$ に関する必要十分条件は,

任意の $y$ }こ対して $u’( \frac{x+y}{2})\{x-y\}$ が $x$ について増加かつ凹 (3.71)

( $\Leftrightarrow$ 任意の $b$ に対して, $u’(z+b)z$ が $z$ にっいて増加かつ凹) (3.72)

となることである. 口
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定理 3.4投資家の効用関数が
$u’\geq 0$ , $u”\leq 0$ (3.73)

を満たすものとする. この投資家が $n$ 個の資産 $X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},$ $\cdots X_{n}$ でポートフォリオを構成するものとす

る. ただし $X_{1},$ $X_{2}$ は互いに独立で, ハザード率順序により,

$X_{1}\geq hrX_{2}$ (3.74)

と順序づけられ, さらにそれらは $X_{3},$ $\cdots,$ $X_{n}$ とも独立であると仮定する. このようないかなる $n$ 個の資産
$X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},$ $\cdots X_{n}$ に対しても, 最適ポートフォリオにおいて, $X_{2}$ よりも $X_{1}$ に, より多くを投資する, すな

わち
$\lambda_{1}^{*}\geq\lambda_{2}^{*}$

を満たすための, 効用関数 $u$ に関する必要十分条件は,

$x\geq y$ のとき $u’( \frac{x+y}{2})\{x-y\}$ が $x$ について増加 (3.75)

( $\Leftrightarrow$ 任意の $b$ に対して, $z\geq 0$ のとき, $u’(z+b)z$ が $z$ にっいて増加) (3.76)

となることである 口
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