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非定常温度場の逆解析の試み
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1. 緒 言

直接計測することが不可能な情報を推定する逆問題に対し

て, 実験計測によ り 測定可能な計測データを利用するコンピ

ュ $-$ タ手法援用のアプロ ー チが注 目されている (1 ) $-(3)$ . 熱

伝導問題においても, 測定データをもとに, 未知量を推定す

る逆解析に関する研究が数多 \langle 行われている (4) $-(8)$ .

本研究では, 非定常温度場における時間依存の未知境界値

を, 境界上のいくつかの点における温度の時刻歴応答の計側

値と数値解析手法を用いて推定する逆解析手法について考察

する. われわれは, これまでに温度の測定値をもとに最適化

手法と境界要素法を用いて, 時間依存の未知境界値を推定す

る手法を提案し, その有効性を検討してきた (9) (1 0). 本論

文では, 解析領域の節点値を直接パラメ $-$ タとして扱って未
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知境界値を推定する方法 (ここでは直接推定法と呼ぶ) と,

未知境界値を関数近似 して関数のパラメ $-$ タを最適化手法に

より決定 し, 未知境界値を推定する方法 (関数近似推定法)

により逆解析を試み, それぞれの手法の有効性について検討

する.

2. 逆解析手法

本研究では, 時間依存の未知境界値を, 温度場の境界上に

おけるいくつかの点で計測された温度の時刻歴応答をもとに

推定する問題を考える. ここでは, 考えている温度場の形状

および熱物性値はすべて既知であると す る. この逆問題を,

未知境界値を表わすパラメ $-$ タを最適化手法によ り 求めるパ

ラメ $-$ タ同定に関する最適化問題として取 り 扱う.

最適化問題における目的関数 $w$ は, 境界上の測定点 $p$ にお

ける時刻 $t=t_{q}$ での温度 測定値 $u_{p},$
$q$
と, パラメ ー タ値を仮定

して境界要素法解析 (1 1) によ り 得られる対応する点 $p$ の時刻

$t_{q}$ での温度 $u_{p},$
$q$
との残差二乗和 とする. すなわち,

$w= \sum_{p=1}^{K}\sum_{q=1}^{L}(u_{p,q}-\overline{u}_{p,q})^{2}$ (1)

ただし, $K$ は境界上の測定点数, $L$ は解析時間内の測定回数
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である. 本研究では, 式 (1) の目的関数を最小 にするパラメ

$-$ $p$ を決定するための最適化手法 として, 共役勾 配法 (1 2)

を用いる.

未知境界値は時間空間にわた っ て分布するものと考えられ

るが, 空間的には一様であ り 時間的にのみ変動する場合を考

える. 推定手法として直接推定法を用いた場合には, 最適化

パラメ $-$ タは注目している時間軸上の節点値 $u$ (-t) となる.

関数近似推定法を用いる場合には, 未知境界値の温度変化を

近似する関数を表わすパラメ ー タが最適化パラメ ー タとなる.

関数近似推定法としては次に示す三種類の近似多項式また

は関数を用いた場合を検討する.

(1) チェビシ ェ フ近似多項式

(2) フ ー リエ級数展開式

(3) $B-$ スプライン関数

以下に各関数近似法について述べる.

(1) チ ェ ビシ ェ フ近似多項式

時間軸上の推定区間 $[a, b]$ において, 未知境界値を $N$ 個の

チ ェ ビシ ェ フの零点を通る $(N- 1)$ 次多項式で近似す る も の

と す る. チ ェ ビシ ェ フの零点は次式で与えられる.

$t_{j}= \frac{a+b}{2}+\frac{a- b}{2}os\frac{(2j- 1)\pi}{2N}$ $(i=1,2, \cdots, N)$ (2)
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このそれぞれの零点における関数値 $u(t_{j})$ を最適化のパラメ

$-p$ として取り扱う. この場合, 解析に必要となる各時間軸

上の節点値は, チ ェ ビシ ェ フの零点に関する $N$ 個の連立代数

方程式を解いて求められる $c0$ , $c1$ , $\cdot$ , $c_{N}- l$ を係数と

した, 次に示すチ ェ ビシ ェ フ近似多項式 (1 3) によ っ て補間

する.

$u(t)\cong c_{0}+c_{1}t+c_{2}t^{2}+\cdots+c_{N- 1}t^{N- 1}$ (3)

最適化パラメ ー タは $N$ 個のチェビシェフの零点である.

(2) フ ー リエ級数展開式

未知境界値 $u(t)$ が推定区間 $[a, b]$ を一周期とする周期関数

で表わされる と仮定し, $u(t)$ をフ $-$ リエ級数 (1 3) で近似し

た場合, 次式のよ う になる.

$u(t) \cong\sum_{k=0}^{N/2}a_{k}\cos(\frac{2\pi k}{b- a}t- a))+\sum_{k=0}^{N/2}b_{k}\sin(\frac{2\pi k}{b- a}t- a))$ (4)

ここで, $a$
$k$
とわ

$k$
はフ -リ エ係数であ り , こ れらを 最適化パ

ラメ $-$ タとして取扱う. 同定すべきパラメ ー タの数は $a$
$k$
と
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$bk$ の合計 $N$ 個である.

(3) $B-$ スプライン関数

未知境界値を $m$ 階 ( $m- 1$ 次) の $B-$ スプライン関数 (1 4) で近

似するものとすれば, 次式のよ う になる.

$u(t)\cong$

ガ

$C_{i}S_{i}(t)$ (5)
$i=1$

ここで, $Sj(t)$ は階数 $m$ の $B-$ スプライン関数である. 求め

るべき最適化パラメ $-$ タは $N$ 個の係数 $C\dot{\iota}$ である. スプライ

ン関数による近似においては, スプライン関数の節点と付加

節点の取り方が近似精度に影響する. これらの節点の取り方

は任意であるが, ここでは, $N$ 個の標本点 と $N+m$ 個の節点

はそれぞれ等間隔に与え, 全節点数の中の 2 $m$ 個の付加節点

は推定区間 [ $a,$ $b1$ の両端 にそれぞれ $m$ 重節点として与えるも

のとする.

3. 逆解析の手順

本手法を用いて未知境界値を推定する手順を図 1のフロ $-$

チャ ー トに示す. 推定手順は次のステ ッ プからなる.

$Step1$ 温度場の形状寸法, 物性値および各測定点 におけ

る温度の測定値を読み込む.
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$Step2$ 未知境界値に対する初期パラメ ー タ値を仮定する.

$Step3$ 直接推定法では仮定したパラメ ー タを境界値とす

る. 関数近似推定法では関数近似によ り 未知境界

値を補間し境界値 とする.

$Step4$ 仮定した未知境界値を境界条件 として非定常熱伝

導問題の境界要素法解析を行う.

$Step5$ 目的関数を計算 し, 最適化手法によ り パラメ ー タ

を修正する.

図 1 逆解析の手順



46

$Step6$ 収束判定を行い, 収束判定基準 を満たす場合は,

このときのパラメ $-$ タを最適解 とし, 計算 を終了

する. 判定基準を満たさない場合は, $Step3$ へ戻

る.

本研究では, 反復計算の収束判定基準 として次の不等式を用

いる.

$Z^{k}<\eta$ or $\beta^{k}- Z^{k- 1}|<\zeta$ (6)

ここで, $\eta$
と $\zeta$ は収束判定基準値である. $Z_{k}$ は $k$ 回目の反復

計算における目的関数の無次元量であ り, 次のよ う に表わさ

れる.

$Z^{k_{=\frac{1}{2}}}$石$g(w^{k}/w^{0})$ (7)

4. 数値実験

本手法の有効性を確認するため, い \langle つかの例題について

数値実験を行う. 図 2に示すよ う な 10 $mm\cross 20mm$ の $=$ 次元

温度場のモデル ABC $D$ を考える. 辺 A $D$ と辺 B $C$ は断熱さ

れ, 辺 C $D$ では熱流束が指定されている. 辺 A $B$ 上で時間依
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存の温度および熱流束が未知であり, 測定点 $E$ において任意

の時間間隔で温度の測定値が得 られているものとする. 熱物

性値は, 表 1のよ う に仮定 し, 初期温度は温度場全体にわた

っ て $0$ 度とした. 数値実験では, 測定点 $E$ における温度には,

計測データのかわりに上述の境界条件, 初期条件および物性

値の もとで非定常熱伝導問題に対する境界要素法解析により

求めた数値解を用いる. なお, 境界要素法解析においては,

温度場モデルの境界を 30個の一定境界要素によ り 要素分割

したもの (図 3) を用いた. 時間ステ ッ プ幅は $\Delta t=3.0s$ とし

た. また, 最適化の反復計算においても同じ要素分割を用い

た. 以下の計算例では, 式 (6) の収束判定基準値 として $\eta=-$

$3.0$ および $\zeta=0.005$ を用いた.

$q(t)=0$

$q(t)=0$

図 2 数値実験のための温度場モデル
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$\bullet$ Node

Element

図 3 境界要素分割

ここでは, 辺 A $B$ 上の時間依存の温度変化が次式のよ う に

与えられる 2 種類の例題を解析する.

例題 1

$u(t)=\{\begin{array}{l}0(0\leq t\leq l5)-\frac{2}{3}t^{2}+40t-450(15<t\leq 45)0(45<t\leq 60)\end{array}$ (8)

例題 2

$u(t)=\{\begin{array}{l}0(0\leq t\leq 15)150(15<t\leq 45)0(45<t\leq 60)\end{array}$ (9)
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ただし, 辺 A $B$ 上での温度分布は空間的に一様であるものと

仮定する. 図 4 と図 5は, 辺 A $B$ 上の温度がそれぞれ式 (8) と

式 (9) で与えられるとき, 境界要素法により計算された測定

点 $E$ における温度変化を示している.

図 6と図 7 は, 直接推定法による推定結果を示している.

パラメ $-$ タの数 (時間軸上の節点値の数に等しい) は 16 個

である. 図において, 四角のシンボルは逆解析によ っ て得ら

れた推定値であ り, 実線は式 (8) または式 (9) で与えられる

正解の温度変化である. 図 8 と図 9は, パラメ $-$ タの数を 2

1 個とした場合の結果を示す. 図より, パラメ $-$ タの数を多

くとれば良い推定結果が得られるがことがわかる.

図 10 と図 11 は, 関数近似推定法においてチ ェ ビシ $iL$ フ近

似多項式を用いた場合の推定結果である. 点線は推定結果を

表わし, 四角のシンボルは, パラメ ー タに用いたチ ェ ビシ ェ

フの零点における推定値である. パラメ $-$ タの数は 16 個で

ある. す なわち, 15 次の近似多項式を用いている. 図より,

推定区間の両端で大きな振動を生じ, 正解から大きくずれて

いることがわかる. これは, 次数が高いことによ っ て起こる

近似多項式の特性である. 次数を下げる ことによ っ て両端に

おける振動は抑えることができるが, 低次の多項式では複雑
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図 4 辺 AB上の温度の境界条件が式 (8)で与えられた場合に, 境界要素法によ
り求めた測定点 $E$における温度の時間変化

図 5 辺 AB上の温度の境界条件が式 (9)で与えられた場合に, 境界要素法によ
り求めた測定点 $E$における温度の時間変化
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0. 10.0
$20.0_{Tim^{3}e^{0.0}t}(s)40.0$

50.0 60.0

図 6 未知境界値が式 (8)で表される場合の直接推定法 (パラメータ数 16)による
推定結果

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0

Time $t(s)$

図 7 未知境界値が式 (9)で表される場合の直接推定法 (パラメータ数 16)による
推定結果
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0. 10.0
$20.0_{Time^{0.0}t}(s)40.0$

50.0 60.0

図 8 未知境界値が式 (8)で表される場合の直接推定法 (パラメータ数 21) による
推定結果

0. む 1む む 20. $0$ 3む む るむ. む 50. $0$ 60. $0$

Time $t(s)$

図 9 未知境界値が式 (9) で表される場合の直接推定法 (パラメータ数 21) による
推定結果
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0. $0$ 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0
Time $t(s)$

図 10 未知境界値が式 (8)で表される場合の関数近似推定法 (チェビシェフ近似
多項式, パラメータ数 16)による推定結果

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0
Time $t(s)$

図 11 未知境界値が式 (9)で表される場合の関数近似推定法 (チェビシェフ近似
多項式, パラメータ数 16)による推定結果
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な温度変化は表現できない.

図 12 と図 13 は, フ ー リエ級数展開式を用いた場合の推定

結果を示す. 図 14 と図 15 は, 3 階 (2 次) の $B-$ スプラ イ

ン関数を用いた場合の推定結果である. どちらの関数を用い

た場合も, パラメ $-$ タの数は 16 個とした. 図より, 滑らか

な温度変化の場合はフ ー リエ級数展開式, $B-$ スプライン関

数のいずれの関数近似を用いても比較的精度よく推定できる

ことがわかる. しかし, 不連続な温度変化に対しては, 推定

結果に振動が生 じている.

5. 結言

本研究では, 境界上の測定点における温度計測値をもとに,

時間依存の未知境界値を推定する非定常温度場の逆解析手法

について検討 した. 未知境界値を, 時間軸上の節点値ごとに

最適化パラメ $-$ タとして扱う場合と, チ ェ ビシ ェ フ近似多項

式やフ ー リエ級数, スプライン関数を用いて境界値を近似 し,

関数を表わすパラメ $-$ タを最適化パラメ $-$ タとして取扱う場

合について, い \langle つかの例題に対する数値実験を行い手法の

有効性について検討 した. その結果, 未知境界値の変化が滑

らかな場合は, 未知境界値を直接パラメ $-$ タとして推定する

手法と関数近似による推定手法のどちらを用いても精度よく
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0ゐ 1む む 20.0 30.0 40.0 50.0 60 $0$

Time $t(s)$

図 12 未知境界値が式 (8)で表される場合の関数近似推定法 (フーリエ級数展開
式, パラメータ数 16)による推定結果

む. $0$ 10 0 20 0 3む む るむむ 50 む 60 $0$

Time $t(s)$

図 13 未知境界値が式 (9)で表される場合の関数近似推定法 (フーリエ級数展開
式, パラメータ数 16)による推定結果
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む. $0$ ぬ む 20. む 3むむ る $0$ . む 50.0 60. $0$

Time $t(s)$

図 14 未知境界値が式 (8)で表される場合の関数近似推定法 ( $B-$ スプライン関
数, パラメータ数 16)による推定結果

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0
Time $t(s)$

図 15 未知境界値が式 (9)で表される場合の関数近似推定法 ( $B-$スプライン関
数, パラメータ数 16)による推定結果
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推定できることがわかった. また, 未知境界値を直接パラメ

$-p$ として扱う推定方法は, パラメ ー タ数を多くとれば不連

続な温度変化に対して も 有効である.
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