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考えたいのは次のような積分表示された $z$ に関する函数である。

$\int.\Pi^{N}(x-z)\Phi d\tau i=3i$ $/ \int\Phi d\tau$ .
N-2

ここで $\int Fd\tau=\int F\{x_{3},$ $\ldots,$ $x_{N})d_{q}x_{3}\ldots d_{q}x_{N}$ は領域 $[\emptyset\prime 1]$ 上の

Jackson 積分 で

$N$ -2 $\nu_{3}$ $\nu_{N}$ $\nu_{3}+\cdots+\nu_{N}$

$\int Fd\tau=$ $\langle 1-q)$
$z_{\nu_{3},\ldots,\nu_{N}\geq\emptyset}F(q , . . . q )$

$q$ .

と定義し $\Phi$ は $\lambda\epsilon Z_{\geq\emptyset}$ 及び $\lambda’$ , $\lambda$
” $\rangle-1$ に対して

$\lambda$
’

$2\lambda$ $-\lambda$

$\Phi=\Phi(x_{3’}\ldots, x_{N})=$ $\Pi$
$x_{k}$ $\{x;q)k\lambda$ ”

$\Pi$

$x_{k_{2}}$

$(q$
$X_{k_{1^{/x}}k_{2^{;q)}}2\lambda}$

$3\leq k\leq N$ $3\leq k_{1}\langle k_{2}\leq N$

なる有理型函数とする $Q$ 以下 $q-$ 解析の記号』 $()_{\infty k\geq\emptyset}$ ,

$(a;q)\beta^{=}\langle a;q)_{\infty}/\{aq^{\beta};q)_{\infty}$ 及び $[\alpha ]=\langle 1-q^{\alpha})/(1-q)$ をふんだんに用いる 。

すると次が得られる。

Theorem. $\alpha=\langle(\lambda’+1)/\lambda)-1$ , $\beta=((\lambda"+1)/\lambda)-1$ として

$\int\Pi^{N}\langle x-z)\Phi d\tau i=3i$ $/ \int\Phi d\tau$

$=$

$q^{\frac{\lambda}{2}}$ { $N$ -2) $\langle N-3)+\langle N-2)$
$\underline{(q^{\lambda’+1};q^{\lambda}I_{N-2}}p_{N-2}$

$(\alpha,\beta)(z/q:q^{\lambda})$ .
$\lambda’+\lambda"+2+\lambda$ $\langle N$ -3) $\lambda$$(q ;q )$N-2
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ここで右辺に現れている $p_{n}$

$1\alpha,$ $\beta)(z;q)$ は Little q-Jacobi 多項式 $\langle$ [ 1 ] $)$

$p_{n}^{1\alpha,\beta)}(x:q)=$ $21\varphi[$

$q^{-n}$ , $q^{\alpha+\beta+n+1_{;}}$

$q$ , $qz]$
$q^{\alpha+1}$

$= \Sigma k\geq\emptyset\frac{\langle q^{-n};q)(q^{\alpha+\beta+n+1};q)k.k}{(q;q)(q^{\alpha+1}q_{1}q),kk}\langle qz)^{k}$

であり, 量子群の球函数などとしても自然にこの世に現れる直交多項式で

ある。

今

自信は既に金子譲一氏によりなされている $($ [ 4 ] 》が、 その証明法は強く組

み合わせ論に因っている。より具体的には MacMahon の定理を使って $q-$ 差

分作用素の modul $0$ 計算を行うというものである {といっても、 まだ証明は

どこにも書いてないようで private communication による。 [3 ] も参照》。

それはそれでなかなか興味深いのであるが、 いろいろ勘定するのがやっかい

で、 それをなんとか避けたい。 また、 この定理の古典極限にあたる物は青本

和彦氏により得られている ( $[$ 2 ]) が、 そこで用いられたアイディアは積分

の被積分函数の対称性を考察することであった。 がしかし q-case の場合

そのような対称性は壊れてしまう。 この辺をなんとか旨く処理出来ないも

のか ? これが今回の話の動機の一っで、 結論は ある one-cocycle の導入

である。

我々の基本的な道具は上の $\Phi$ に付随した次の有理函数 $c_{\sigma}$ である。

具体的には対称群 $S$ の元 $\sigma$ に対し$N-2$

$1\sigma\langle k_{2}),\sigma(k_{1}))$
’

$\llcorner$

$c_{\sigma^{=sgn(\sigma)}}$
$\Pi$

$3\leq k_{1}\prec k_{2}\leq N$ $(k_{2}, k_{1})$
’

と置く 、 すると $C=C(\sigma C)\sigma_{1}\sigma_{2}\sigma_{2}2\sigma_{1}$
(対称群の作用の定義は下に書いてあ
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る通り) が成り立ち 対称群の one cocycle であることが判る。 ただしこ

$-\lambda$

$\langle k_{2},$ $k_{1})$ $’=x_{k_{2}}-q$ $x_{k_{1}}$
and

こで $3\leq k_{1},$ $k_{2}\leq N$ に対して

$(k_{2}, k_{1})$ $=x_{k_{2}}-q^{\lambda}x_{k_{1}}$

なる省略記号を用いた 。 以下では更}こ形式的に $x_{1}=$�, $x_{2}=1$ と置き

$3\leq k\leq N$ にたいして省略記号 $\langle k,$ $1)=x_{k}$ , $(k, 2)’=x_{k^{-X}2}$ を定める事にする。

この one cocycle はある Holonomic q-difference system の考察の過程

で既に [5 ] で用いられた。実際の順序としてはこの [5 ] の議論ができ

てはじめて上の疑問に答えられたというのが本当の所。

早速 我々の基本補題を延べよう。

Lema 1. 対称群の作用を $\sigma(F)(x_{3}, \ldots, x_{N})=F\langle x_{\sigma(3)},$ $\ldots,$ $x_{\sigma(N)})$ で定める

と $\sigma eS_{N-2}$ に対して

$\int\Phi Fd\tau=\int\Phi C_{\sigma}\sigma(F)d\tau$ .

証明は互換 $\sigma_{j}=(j, j+1)$ with $3\leq j\leq N-1$ に対して行えば十分であるがそれも

$x_{k_{21^{\prime;q)}}}^{2\lambda_{(\text{へ}x_{k_{2}2\lambda^{=\frac{x_{k1}-q^{\lambda}x_{k_{2}}}{q^{\lambda}x_{k_{1}}-x_{k_{2}}}}}}}x_{k_{1}}^{2\lambda}(q^{-\lambda}x_{k_{2}}/x_{k_{1}2\lambda};q)$ ,

なる計算に注意すれば簡単である。 この単純な命題が非常に大きな威力を

発揮する。 もっといえば $q$ の場合に壊れた対称性を回復させている。 実

際以下の証明は我々の定理の古典極限である [2] の証明をそのままな

ぞっている。

っぎの補題をみよう。

$Le\bullet\bullet a2$ . (1) For $4\leq k\leq j\leq N$ ;
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$\int\Phi\frac{\langle 4,3)\ldots(k-1_{1}3)}{(4,3)^{1}\ldots(k-1,3)^{1}}\frac{(3,1).:.(j,1)}{\langle k,3)}d\tau=\emptyset$ .

(2) For $j+1\leq k\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{\langle 4,3)\ldots(k-1,3)}{(4,3)\ldots(k-1_{1}3)^{1}}\frac{(3,1)\ldots(\backslash j_{1}1)}{(k,3)}d\tau$

$=$ $- \frac{q^{\lambda(k-4)}}{1+q^{-\lambda}}\int\Phi$ {3, 1) $\ldots(j-1,1)d_{T}$ .
$t3)$ For $4\leq j\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{(4,3)\ldots\langle N,3)}{\langle 4,3)\ldots(N,3)}(4,1)’\ldots(j, 1)d_{T}$

$=$
$q^{\lambda\langle N-3)}$

$\int\Phi$ $\langle 3,1)\ldots(j-1,1)d_{T}$ .
(4) For $4\leq j\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{(4_{1}3)\ldots\langle N,3)}{(4,3)\ldots\langle N,3)}\frac{(3,1)\ldots(j,1)}{(3,2)}d\tau$

$= q^{\lambda(N-3)}t\int\Phi\langle 3,1)\ldots\langle j-1,1)d_{T}$
$+ \int\Phi\frac{\{.3,1)\ldots(j-1,1)}{(N,2)}d\tau$

$\}$ .

(証明 )(1) 対称群の元 $\sigma=\sigma_{k-2}\cdots\sigma_{3}=[k-13$ $34$

$\ldots$
$k-2k-1kk$

$\ldots$
$NN]$ に

たいして $c_{\sigma}=q^{\lambda(k-4)}\frac{\{3,k-1)\ldots(k-2,k-1)}{(3_{2}k-1)\ldots(k-2_{i}k-1)}$ が得られることは $c_{\sigma}$ の

$-\lambda$

定義と簡単な関係 $\{k_{2},$ $k_{1})’=-q$ $(k_{1}, k_{3})$ を考え併せると直ぐに判るので

lemma 1 を適用すると

$\int\Phi\frac{\langle 4,3)\ldots\langle k-1,3)}{\langle 4,3)^{1}\ldots(k-1,3)}\frac{(3,1)\ldots(j,1)}{\langle k,3)}\prime d\tau$

$=q^{\lambda(k-4)}$
$\int\Phi\frac{(3_{1}1)\ldots\langle j_{1}1)}{\langle k,k-1)}|d\tau$ .

ここで lemma 1 で $\sigma_{k-1}$ としたものを最後の積分に適用すると符号だけが
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変わる。 ということは積分の値は 零でな くてはならない。

$t2)$ 全く同じく

$\int\Phi\frac{(4,3)\ldots\langle k-1_{1}3)}{(4_{1}3)\ldots\langle k-1_{1}3)}\frac{\langle 3_{1}1)\ldots(j,1)}{\langle k_{1}3)}|d\tau$

$= q^{\lambda(k-4)}\int\Phi\frac{(3,1)\ldots(j-1,1)(k-1,1)}{\langle k,k-1)}d\tau$ .

他方 lemma 1 で $\sigma=\sigma$ としたものより
$k-1$

$\int\Phi\frac{(3,1)\ldots\{j-1_{1}1)(k-1,1\rangle}{(k,k-1)}d\tau$

$=$ $- \int\Phi\frac{\langle 3,1)\ldots(\dot{0}-1,1)(k,1)}{\langle k_{1}k-1)}d\tau$

$=$ $- \int\Phi\frac{(3,1)\ldots(j-1_{1}1)\{(k_{1}k-1)^{1}+q^{-\lambda}\langle k-1,1)1}{(k,k-1)}|d\tau$

$=$ $- \int\Phi(3,1)\ldots\langle j-1,1)d\tau-q^{-\lambda}\int\Phi\frac{\langle 3,1)\ldots(.j-1,1)(k-1,1)}{\{k,k-1)}d\tau$

なので

$\int\Phi\frac{\langle 3,1)\ldots\langle j-1,1)\langle k-1,1)}{(k,k-1)}d\tau=$ $- \frac{1}{1+q^{-\lambda}}\int\Phi\{3,1)\ldots(,j-1,1)d_{T}$ .

を得る。これらを合わせれば目的の式が得られた。

以下 $\langle$ 3), $\langle$ 4) もだいたい同じように導かれる。

る em皿 a 3.

$\int\Phi\frac{(3,1)\ldots.\langle j-1_{1}1)}{(N,2)}d\tau$

$=q^{\lambda\langle j-N)-\dot{\lambda}-1}$ $[\lambda’+\lambda"+1+\lambda\langle N-j)]$

$\int\Phi(3,1)\ldots(j-1,1)d_{T}$ .
$[\lambda" ]$

証明. $q-$差分作用素を
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$8_{3}f\langle x_{3},$ $\ldots$ , $x_{N})=tf(x_{3}, \ldots, x_{N})-f$ $\langle qx$

3 , $\ldots$ , $x_{N})\}/fx_{3}(1-q)\}$ ,

と定義して

$a_{3}t\Phi 13,1)\ldots\langle j,$ $1)\}$

$=[ q^{\lambda}[-2\lambda]\{\frac{1}{\langle 4_{1}3)}+\frac{(4,3)}{\{4_{1}3)}\frac{1}{(5,3)}|+\cdots+\frac{\langle 4_{1}3)\cdots(N-1,3)}{(4,3)\cdots(N-1,3)}\frac{1}{(N,3)’}\}$

$X(3,1)\ldots\langle j,$ $1)$

$+ \frac{(4,3)\cdot\cdot.(N,3)}{(4_{2}3)\{N,3)}|..\cdot,$ $\{[\lambda’+1](4,1)\ldots(j, 1)$

$+ q^{\lambda+1}[\lambda’\prime I\frac{(3,1)\cdots(j,1)}{(3,2)^{1}}\}$
$\Phi$ .

ここで Jackson 積分をと っ て lemma 2 を用いれば OK. $\blacksquare$

Le$\bullet\bullet a4$ . For si $\leq s\leq N$ ,

$\int\Phi\langle 3,1)\ldots$ $\langle j-1,1)$ $\langle s,$ $1) d\tau=q^{\lambda(s-j)}\int\Phi\langle 3,1)\ldots(i-1,1)(j, 1)d\tau$ .
証明. 簡単な関係

$(s,l)(s, s-1)(s, s-1)^{1}$ $=$
$( s, 1)+(q^{-\lambda}-q^{\lambda})\frac{(s_{1}1)(s-1,1)}{(s,s-1)^{1}}$,

に注意して $\backslash$

$\int\Phi\langle 3,1)\ldots(j-1,1)\{s,$ $1)d\tau$ $= \int\Phi\{3,1)\ldots(j-1,1)-\tau$
$(s, 1)(s, s-1)$

$(s, s-1)$ ’

$+( q^{\lambda}-q^{-\lambda})\int\Phi\langle 3,1)\ldots\langle j-1,1)^{\underline{\{s_{1}1)(s-1,1)}}\tau^{c}$

$(s, s-1)’ T$

を得るが 第 1 項は 結局 $q^{\lambda}\int\Phi(3,1)\ldots(j-1,1)(s-1,1)d\tau$ になり第 2 項は

零になるので OK . $\blacksquare$
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Lema 5. (1) For $4\leq k\leq j\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{(4,3)\ldots(k-1,3)}{(4,3)\ldots(k-1_{1}3)}\frac{\{3,1)^{2}(4,1)\ldots(j,1)}{\langle k,3)}d\tau$

$=$ $- \frac{q^{\lambda(k-4)}}{1+q^{-\lambda}}\int\Phi\{3,1)\ldots\langle j,$ $1)d_{T}$ .

(2) For $j+$ lsk $\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{(4,3)\ldots(k-1,3)}{\langle 4,3)\ldots(k-1,3)}\frac{(3,1)^{2}\langle 4,1)\ldots(j_{1}1)}{(k,3)}d\tau$

$=$ $- q^{\lambda\langle 2k-4-j)}\int\Phi\langle 3,1)\ldots(j, 1)d_{T}$ .

(3) For $3\leq,j\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{(4,3)\ldots\langle N,3)}{\langle 4_{1}3)^{1}\ldots\{N,3)}(3,1)\ldots 1_{\tau}j,$
$1)d\tau$

$=$ $q^{\lambda\langle 2N-j-3)}\int\Phi$ $(3,1)\ldots(j, 1)d_{T}$ .

(4) For $4\leq j\leq N$ ;

$\int\Phi\frac{(4,3)..\cdot.(N,3)}{\langle 4_{1}3).(N,3)}\frac{(3,1)^{2}\langle 4,1)\ldots(j,1)}{\langle 3,2)}|d\tau$

$=$ $q^{\lambda\langle 2N-j-3)}\int\Phi\langle 3,1)\ldots\langle,j,$ $1)d_{T}$

$- q^{\lambda(j-3)-\lambda-1}\frac{[\lambda+1+\lambda\{N-j)]}{[\lambda]}\int\Phi\langle 3,1)\ldots(j-1,1)d_{T}$ .

証明のアイディアは今までと同じなので証明は略す。 そして定理。

$Theore-$ $1$ . For $3\leq j\leq N$ ,

$\int\Phi(3,1)\ldots(j, 1)d_{T}$

94



ニ $q^{\lambda\{j-3)}(j-2)/2+\{j-2)\Pi^{j}i=3$
$\frac{[\lambda+1+\lambda(N-i)]}{[\lambda+\lambda+2+\lambda(2N-i-3)]}"\int\Phi d\tau$ .

証明は $j$ を $3\leq,j\leq N$ と固定して

$a_{3}1\Phi\langle 3,1)^{2}(4,1)\ldots(j, 1)\}$

$=[ q^{\lambda}[-2\lambda]\{\frac{1}{\langle 4,3)}+\frac{(4,3)}{\langle 4,3)}\frac{1}{(5,3)}+\cdots+\frac{(4,3)\cdots(N-1,3)}{(4_{1}3)\cdots(N-1_{2}3)}\frac{1}{(N,3)}\}$

$\cross I3,1)^{2}\langle 4,1)\ldots(.j, 1)$

$+ \frac{\langle 4,3)\cdot.\cdot(N,3)}{\langle 4_{2}3)\cdot\cdot(N_{1}3)^{1}}\{[\lambda’+21(3,1)\ldots(j, 1)$

$+ q^{\lambda+2}[\lambda" ]\frac{\langle 3,1)^{2}\langle 4,1)\cdots(j_{1}1)}{(3,2)}\}]\Phi$ .

ここに lemma 5 を逐次用いれば終わり 。
$\blacksquare$

この定理は Kadell が q-Selberg 積分の令式を証明する際に必要とする式

$\langle$ [ 3 ] の (5. 7) $)$ に等しいことを注意しておく。

$Theore-2$ . $a=(\langle\lambda’+1)/\lambda)-1$ , $\beta=\langle 1\lambda"+1)/\lambda)-1$ として

$\int\Pi^{N}\langle x-z)\Phi d\tau i=3i$ $/ \int\Phi d\tau$

$= q\frac{\lambda}{2}\langle N-2)\langle N-3)+\langle N-2)\underline{(q^{\lambda+1};q^{\lambda})N-2}p_{N-2}$$1\alpha,\beta)(z/q;q^{\lambda})$ .
$(q^{\lambda+\lambda} (N- 3);q^{\lambda} )N-2$

証明. 直接計算により

$\int\Pi^{N}(x-z)\Phi d\tau i=3i$
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$= \int\{\Sigma_{\ell=\emptyset}^{N-2}$ $\{$ $\Sigma$

$x_{i_{1}}\ldots x_{i_{N-2-\ell}}$

$(-z|^{\ell_{11\Phi d\tau}}$

$3\leq i_{1}$
$\langle$ . . . $\langle i_{N-2-\ell^{\leq}}N$

$=\Sigma_{\ell=0^{(-z)^{\ell}}}^{N-2}$ $\Sigma$

$\int x_{i_{1}}\ldots x_{i_{N-2-\ell}}\Phi d\tau$ .
$3\leq i_{1}$

$\langle$ . . . $\langle i_{N-2-\ell^{\leq}}N$

Lemma 4 A $t$)

$\int x_{i_{1}}\ldots x_{i_{N-2-\ell}}\Phi d\tau$

$=$ $q^{\lambda\{\langle i_{1}-3)+\langle i_{2}.-4)+\cdots+(i_{N-2-\ell^{-N-\ell)]}}}$

.

$\int x_{3}$ . . . $x_{N-\ell}\Phi d\tau$ .

一方で有名な関係式

$\lambda\{\langle i_{1}-1)+(i_{2}-2)+\cdots+(i_{N-2-\ell^{-N-\ell-2)\}}}$
$\Sigma$ $q$

$1\leq i_{1}$
$\langle$ . . . $\langle i_{N-2-\ell}\leq N-2$

$(q^{\lambda};q^{\lambda})$

$N$ -2
$=$

$\overline{\{q^{\lambda};q^{\lambda})(q^{\lambda};q^{\lambda})\ell N-2-\ell}$

を思い出せば、 あとはすこし厄介な計算の後に我々の定理が現れる。$\blacksquare$

以上 詳しくは [6] を参照のこと。
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