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Rankin-Selberg convolutions for $U(n, n+1)$

渡部隆夫 (東北大教養)

ユニタリ群の保型形式のリフティングを調べているさいに, Gelbart and Piatetuki-Shapiro の論
法 ([G-P, Part B]) の拡張に気付いたので, それを報告する.

0. Notation
$F$ を代数体とし, $E/F$ を 2次拡大とする, $F$ 上次の代数群を考える.

$G^{n}=U(n,n+1)$

$=\{g=(\begin{array}{lll}A \alpha B\beta \epsilon \gamma C \delta D\end{array})\in GL_{2’\}+1}(E)|\overline{g}(\begin{array}{lll} 1_{n}1_{n} 1 \end{array})g=(\begin{array}{lll} 1_{n}l_{n} 1 \end{array})\}$

$H^{n}=U(n,\dot{n})$

$=\{(\begin{array}{lll}A 0 B0 l 0C 0 D\end{array})\in G^{n}\}$

また $1\leq q\leq n$ にたいして

$GL_{q}^{n}=\{\iota(A)=(\begin{array}{lllll}A 1_{n-q} 1 {}^{t}\overline{A}^{-1} 1_{n-q}\end{array})|A\in GL_{q}(E)\}$

$G^{n-q}=\{(\begin{array}{lllll}l_{q} 0 0 0 00 A \alpha 0 B0 \beta \epsilon 0 \gamma 0 0 0 1_{q} 00 C \delta 0 D\end{array})|(\begin{array}{lll}A \alpha B\beta \epsilon \gamma C \delta D\end{array})\in U(n-q, n-q+1)\}$

$\Delta_{q}=\{\iota(\delta)\in GL_{q}^{n}|\delta=(\begin{array}{lll}1 * \ddots 0 1\end{array})\in GL_{q}(E)\}$

$L_{q}=\{\iota(f)\in GL_{n}^{n}|f=(^{1_{0^{q}}}$ $1_{n^{*}-q})\in GL_{n}(E)\}$

$N_{q}=\{n_{q}(\alpha, B)=(\begin{array}{lll}1_{n} \alpha B0 1 -\_{\overline{\alpha}}0 0 1_{n}\end{array})\in G^{n}|\alpha=(\begin{array}{l}\alpha_{1}|\alpha_{q}0|0\end{array}),$ $B=(:$ $0_{n^{*}-q})\}$

$\tilde{U}_{q}=L_{q}N_{q}$
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\Delta_{q}L_{q}N_{q}$

$M_{q}=GL_{q}^{n}xG^{n-q}$

$Q_{q}=\overline{M}_{q}\tilde{U}_{q}=a$ maximal parabolic subgroup of $G^{n}$

$P_{q}=Q_{1}\cap Q_{2}\cap\cdots\cap Q_{q}$

$R_{q}=Q_{q}\cap Q_{q+1}\cap\cdots\cap Q$鴇

びの部分群 $G$ が与えられた時,
$o_{G=G\cap H^{n}}$

とおく.

1. Cusp forms on $G^{n}$ .
A を $F$ のアデールとし, 自明でない指標 $\mu:F\backslash Aarrow C^{1}$ を固定する. このとき $U_{q}(A)$ の指標 $\mu_{q}$

を次のように定義する.

$\mu_{q}(\iota(\delta)\iota(1)n_{q}(\alpha,B))=\mu(tr_{E/p}(\delta_{12}+\cdots+\delta_{q-1q}+\alpha_{q}))$

簡単な計算から

(1.1) { $g\in G^{\text{鴇}-q}(A)|\mu_{q}(g^{-1}\tau\iota g)=\mu_{q}(u)$ for all $u\in U_{q}(A)$ } $=H^{n-q}(A)$

がわかる.
$A_{0}(G^{n})$ を $G^{n}(A)$ 上の cusp form のなす空間とする. $\varphi\in A_{0}(G^{n})$ にたいして

$\lambda_{q}(\varphi;g)=\int_{U_{9}\backslash U_{9}(A)}\mu_{q}^{-1}(u)\varphi(ug)du$

とおく. (1.1) より
$\lambda_{q}(\varphi;hg)=\lambda_{q}(\varphi;g)$ for all $h\in H^{n-q}$

となるから, $\sigma$ を $H^{n-q}$ 上自明な $H^{n-q}(A)$ の character とするとき

$W_{q}^{\sigma}(\varphi;g)=J_{H^{n-}\iota\backslash ffn-q(A)}\sigma(h)\lambda_{q}(\varphi;hg)dh$

とおく. $q=n$ の場合, $W_{n}(\varphi;g)$ は通常の Whittaker 関数である.

LEMMA. 任意の $\varphi\in A_{0}(G^{n})$ にたいして

$\int_{\circ\tilde{\sigma},\backslash \tilde{U},(A)}0\varphi(ug)du=\sum_{\gamma\in\Delta_{2}\backslash GL_{q}^{n}}\lambda_{q}(\varphi;\gamma g)$

証明. 記述を簡単にするため $q=2$ の場合に証明してみる. 一般に $o_{N_{q}}$ は $N_{q}$ の正規部分群で
$0N_{q}\backslash N_{q}\cong E^{q}$ であることに注意して, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}\in E$ にたいして

$\overline{n}_{2}(\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}\end{array})=^{0}N_{2}\cdot n_{2}(\backslash (\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}0|0\end{array})0)\in 0N_{2}\backslash N_{2}$



74

とおく. このとき

(1.2) $\iota(A)\overline{n}_{2}(\begin{array}{l}\alpha_{l}\alpha_{2}\end{array})\iota(A)^{-1}=\overline{n}_{2}(A(\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}\end{array}))$ for $A\in GL_{2}(E)$

である. いま $\varphi\in A_{\overline{\cup}}(G^{\text{鴇}})$ と $g\in G^{n}(A)$ を固定して

$(E \backslash A_{E})^{2}\ni(\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}\end{array})\mapsto J(\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}\end{array})=\int_{0_{\tilde{U}_{2}\backslash \tilde{U}_{2}(A)}}0\varphi(u\overline{n}_{2}(\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}\end{array})g)du$

により関数 $J$ を定義する.

$C_{g}( \beta_{1},\beta_{2})=\int_{(E\backslash A_{B})^{2}}\mu(tr_{B/p}(\beta_{1}x_{1}+\beta_{2}x_{2}))^{-1}J(\begin{array}{l}x_{1}x_{2}\end{array})dx_{1}dx_{2}$

とすればフーリエ展開

$J (\begin{array}{l}\alpha_{1}\alpha_{2}\end{array})=\sum_{\beta_{1},\beta,\in E}C_{g}(\beta_{1}, \beta_{2})\mu(tr_{E/F}(\beta_{1}\alpha_{1}+\beta_{2}\alpha_{2}))$

をえる. このとき $\varphi$ が cusp form であることと (1.2) から

$C_{g}(0,0)=0$

$C_{(A)g}(\beta_{I}, \beta_{2})=C_{g}((\beta_{1}, \beta_{2})A)$ for $A\in GL_{2}(E)$

が従う. よって
$\Delta’=\{A\in GL_{2}(E)|(0,1)A=(0,1)\}$

とすれば

$J (\begin{array}{l}00\end{array})=\sum_{4\in\Delta’\backslash GL_{2}(E)}C_{(A)g}(0,1)$

をえる. 次に
$\Delta_{2}\backslash \Delta_{2}(A)\ni\iota(\delta)rightarrow C_{(\delta)g}(0,1)$

により $\Delta_{2}\backslash \Delta_{2}(A)\underline{\simeq}E\backslash A_{E}$ 上の関数を定義してそのフーリエ展開を求めると

$C_{g}(0,1)= \sum_{\gamma\in\Delta_{2}\backslash (\Delta’)}\lambda_{2}(\varphi;\gamma g)$

となる. 以上をあわせると

$\int_{\circ\tilde{\sigma}_{a\backslash \tilde{U}_{2}(A)}}0\varphi(ug)d\tau\iota=J(\begin{array}{l}00\end{array})$

$= \sum_{A\in\Delta’\backslash GL_{2}(E)\gamma\in}\sum_{\Delta_{2}\backslash (\Delta’)}\lambda_{2}(\varphi;\gamma\iota(A)g)=\sum_{\gamma\in\Delta_{2}\backslash GL_{2}^{n}}\lambda_{2}(\varphi;\gamma g)$

$I$
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cusp form の定義から

$\int_{\tilde{U}_{Q}\backslash \tilde{U}_{9}(A)}\varphi(\tau\iota g)du=0$ for all $1\leq q\leq n$

であることに注意する. 上の等式の左辺は $\varphi$ を $H^{n}(A)$ 上の関数に制限したときの $0_{\overline{U}_{q}}$ に沿った
constant term であるとみなせる. また

(1.3) $\varphi|_{H^{n}(A)}\in L^{2}(H^{n}\backslash H^{n}(A))=L_{cusp}^{2}(H^{n}\backslash H^{n}(A))\oplus\oplus L^{2}(H^{\text{鴇}}, \{^{o}P\})$

$t^{o_{P\}}}$

(ここで宅辺は Langlands の elementary decomposition で $t^{0}P$ } は $H^{n}$ の F-rational proper stan-
dard parabolic subgroups の association classes を動き, $L^{2}(H^{n}, t^{0}P\})$ は $0P$ の Levi subgroup の
cusp forms から生じる incomplete theta series で張られた $L^{2}(H^{n}\backslash H" (A))$ の部分空間とする) で
あるから次がわかる.

COROLLARY. $\varphi\in A_{0}(G^{n})$ にたいして

$\varphi|_{H^{n}(A)}\in L_{cusp}^{2}$ ($H^{n}\backslash H$
鴇 $(A)$ ) $\Leftrightarrow\lambda_{q}(\varphi;\cdot)=0$ for ail $1\leq q\leq n$

この右側の条件をみたす保型形式を特徴付けることは興味ある問題であるように思われる. たと
えば, [W] において導入した飢 tration を用いれば $A^{1}(G^{n})$ ( $[W]$ の記号では $A^{1}$ ( $G^{n}$ )) に属する保
型形式は明らかにこの条件をみたす. ここで cuspidal theta series は $A^{1}(G^{n})$ に属していることを
注意しておく.
一般に条件 $\lambda_{q}(\varphi;.)=0$ は $0_{P}\subset oQ_{q}$ であるような任意の parabolic subgroup $0_{P}$ について,

$\varphi|_{H^{n}(A)}$ が $L^{2}(H^{n}, \{OP\})$ と直交することを意味する. これから

COROLLARY. $\varphi\in A_{0}(G^{n})$ にたいして

$\lambda_{n}(\varphi;\cdot)=0\Rightarrow\varphi|_{H^{n}(A)}\perp L^{2}(H^{n}, t^{0}R_{q}\})$ for all $1\leq q\leq n$

たとえば, $n=2$ の場合

$L^{2}(H^{2}\backslash H^{2}(A))=L_{cusp}^{2}(H^{2}\backslash H^{2}(A))\oplus L^{2}(H^{2}, t^{o}P_{2}\})\oplus L^{2}(H^{2}, t^{0}Q_{1}\})\oplus L^{2}(H^{2}, t^{o}Q_{2}\})$

であるが

(1) $\lambda_{1}(\varphi;\cdot)=\lambda_{2}(\varphi|)=0$ $\Leftrightarrow\varphi|_{H^{2}(A)}\in L_{cusp}^{2}(H^{2}\backslash H^{2}(A))$

(2) $\lambda_{1}(\varphi;\cdot)\neq 0,$ $\lambda_{2}(\varphi;\cdot)=0\Rightarrow\varphi|_{H^{2}(A)}\in L_{cusp}^{2}(H^{2}\backslash H^{2}(A))\oplus L^{2}(H^{2}, t^{o}Q_{1}\})$

(3) $\lambda_{1}(\varphi;\cdot)=0,$ $\lambda_{2}(\varphi;\cdot)\neq 0\Rightarrow\varphi|_{H^{2}(A)}\in L_{cusp}^{2}(H^{2}\backslash H^{2}(A))\oplus L^{2}(H^{2}, \iota^{o}Q_{2}\})$

となる.

2. Eisenstein series on $H$“.
$H^{n}(A)$ 上の Eisenstein 級数を以下の様に構成する. まず指標を

$\alpha:^{0}Q_{q}(A)=GL_{q}^{n}(A)H^{n-q}(A)^{0}\tilde{U}_{q}(A)arrow C’\backslash :\alpha(\iota(A)hu)=|\det A|$ ,
$h\in H^{n-q}(A),$ $u\in 0\tilde{U}_{q}(A)$

$A\in GL_{q}(A_{E})$
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で定義する. いま $GL_{q}(A_{E})$ の既約 square-integrable 表現 $(\tau, V_{\tau})$ と $H-q(A)$ の既約 square-
integrable 表現 $(\sigma, V_{\sigma})$ をとる. このとき $\tau\otimes\sigma$ は自然に $0Q_{q}(A)$ まで延長される. $V_{\tau}\otimes V_{\sigma}$ は

$L^{2}(0\overline{M}_{q}\backslash 0\overline{M}_{q}(A))$ に実現されているとする. このとき

$J(\tau, \sigma, s)=\{f:H^{n}(A)arrow V_{r}\otimes V_{\sigma}|f(gh)=\alpha(g)^{s+\text{鴇}-q/2}(r\otimes\sigma)(g)(f(h)), g\in oQ_{q}(A)h\in H^{n}(A)\}$

$=Ind_{o_{Q_{q}(A)}}^{H^{n}(A)}\alpha^{s}\tau\otimes\sigma$

とおく. $f_{s}\in J(\tau, \sigma, s)$ にたいして, Eisenstein 級数を

$E(f_{S\prime}h)= \sum_{\gamma\in 0_{Q_{q}\backslash H^{n}}}(f_{s}(\gamma h))(1_{n})$

で与える. これは $\Re s>n-q/2$ で絶対収束し有理型関数に解析接続される. さらに

$W(f_{s}; h)= \int_{\Delta_{q}\backslash \Delta_{9}(A)}\mu_{q}(u)(f_{s}(uh))(1_{n})du$

とおく. スペクトル分解との関係を述べる. $L^{2}(H^{n}\backslash H^{n}(A))$ の 1次元連続スペクトルに関係する部
分は Langlands の記号の類似で

れ

$\oplus$ $L^{2}(H^{n}, \{0Q_{k}\}, t^{0}P\})$

$k=1oo_{P\subset Q_{k}}$

とかける. ここで

$X(\tau, \sigma)=clo\epsilon ure$ of $\{\int_{\Re s=0}\psi(s)E(f_{s} ; h)ds|f\in J^{c}(\tau, \sigma,s)\psi_{s}\in C(\sqrt{-1}R)\}$

とすれば
$L^{2}(H^{n}, t^{0}Q_{q}\}, t^{o}P\})=$ $\oplus$ $\oplus$ $X(\tau, \sigma)$

$t^{oo}\tilde{M}_{9}\cap P’\}^{\tau\theta\sigma\in L_{dsc}^{2}(\tilde{M}_{9},\{}0\Phi$

ヘプ

$c^{\cap^{Q}P’\})}$

$0P^{t}C\{oP\}$

である. とくに [M-W]の結果から

(1) $L^{2}(H^{n}, t^{o}Q_{q}\}, t^{o}Q_{q}\})=$ $\oplus$ $X(\tau,\sigma)$

$\tau:cu\epsilon pidal\sigma:cuspidal$

(2) $L^{2}(H^{n}, t^{0}Q_{q}\}, t^{o}R_{q}\})=$ $\oplus$ $X(\tau, \sigma)\oplus$ $\oplus$ $X(\tau, \sigma)$

$r:cuspid4$ $\tau:$ character
$\sigma:.$ residual$\sigma$ : charxter

(3) $L^{2}(H^{n}, t^{o}Q_{q}\}, \{^{o}P_{q}\})=$ $\oplus$ $X(r, \sigma)$

$r:char\infty_{1^{-}}ter\sigma:cu\epsilon pda1$

(4) $L^{2}(H^{n}, t^{0}Q_{q}\}, t^{o}P_{k}\})=$ $\oplus$ $X(\tau, \sigma)$ for all $q+1\leq k\leq n$

$r:character\sigma:re\epsilon\iota dual$

(5) $L^{2}(H", t^{o}Q_{q}\}, \{^{o}R_{k}\})=\{0\}$ for $aU2\leq k\leq q-1$
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となる.

3. Basic identity.
$G^{\text{鴇}}(A)$ の既約 cuspidaJ 表現 $(\pi, V,)$ をとる. $\varphi\in V$, と $f_{s}\in J(\tau, \sigma, s)$ にたいして

$I( \varphi, f_{s})=\int_{H^{n}\backslash H^{n}(A)}\varphi(h)E(f_{s}; h)dh$

とおく. N-W] より $\tau$ が residual のなちば, それは Whittaker model をもたない. この事実と
Lemma を使った式の変形から次をえる.

THEOREM. (1) $r$ が resJdual のとき $I(\varphi, f_{s})=0$

(2) $r$ が cuspidal で $\sigma$ が character のとき

$I( \varphi, f_{s})=\int_{0_{U_{q}(A)H^{n-q}(A)\backslash H^{n}(A)}}W_{q}^{\sigma}(\varphi;h)W(f_{s}; h)dh$

($q=n$ のとき, (2) は Gelbart and Piatetski-Shapiro によって証明された. $\sigma$ が cuspidal のとき
このような Basic identity が存在するかどうかはわかっていない) (1) より

COROLLARY. 任意の $\varphi\in A_{\cup}-(G^{n})$ について

$\varphi|_{H^{n}(A)}\perp\oplus^{n}\oplus^{n}L^{2}(H^{n}, \{0Q_{9}\}, t^{o}P_{k}\})$

$q=1k=q$

とくに $q=n$ のとき

COROLLARY. 任意の $\varphi\in A_{0}(G^{n})$ について

$\varphi|_{H^{n}(A)}\perp$ $\oplus$ $L^{2}(H^{n})t^{o}Q_{n}$ }, $t^{o}P$ })
$t^{o_{P\}}}$

$ooo_{P\neq Q_{n}^{n}}$

さて, (2) の場合を考察する. 右辺の積分の領域はアデールでありかっ $W(f_{s} ; h)$ は $f_{s}$ を適当にと
れば local Whittaker 関数の積に分解するから, 次の問題が自然に生じる.

QUESTION. 右辺の積分はオイラー積をもつか ”

この問題についてわかっていることを述べる. いま $\mathcal{P}=\mathcal{P}_{\infty}\cup \mathcal{P}_{f}$ を $F$ の素点全体の集合とすれ
ば, $\pi$ は制限テンソル積 $\pi=\otimes_{v}\pi_{\{/}$ に分解される. 各 $v\in \mathcal{P}$ について

$L_{q}(\pi_{v})=\{_{f(\pi_{v}(uh)x)=\mu_{q},(u)\sigma_{v}(h)1(x),foranyu}^{\ell:V_{\tau}.arrow C1inea_{\backslash !}rfunctiona1suchthat}\in U_{q}(F_{v}),$

$h\in H^{n-q}(F_{t!}),$

$x\in V_{\tau_{v}}\}$

とおき, 次の命題を考える.

(M-q) $\dim L_{q}(\pi_{v})\leq 1$ for any irreducible unitary rep. $\pi_{v}$ of $G$“ $(F_{V})$
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このとき

(M-q) がすべての $v\in \mathcal{P}$ について真である $\Rightarrow W_{q}^{\sigma}(\varphi)h)$ は積に分解する
$\Rightarrow I(\varphi, f_{s})$ は Euler 積をもつ

がなりたつ. 上の命題については次の結果が知られている.

(3.1) (M-n) is true for all $v\in \mathcal{P}$ .
(3.2) $(M-(n- 1))$ is true for non-split $v\in \mathcal{P}_{j}$ . (Novodvorsky [N]).

(3.1) については $W_{n}(\varphi, \cdot)$ が Whittaker 関数であることから明らかである. この場合には B.
Tamir [T] により Basic identity の右辺の積分の不分岐局所因子の計算も行われている.
以上の事柄は直交群 $SO(n, n+1)$ についても同様に成り立つ. この場合 $(M-(n- 1))$ に類似の命題

は, すべての有限素点で真である.
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