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多項式の局所ゼータ関数について

立教大・理学部 佐藤文広 (Fumihiro Sato)

$K$ を標数 $0$ の非アルキメデス的局所体, $O=O_{K}$ をその整数環, 撃を極大イデアル,
$q=N(\mathfrak{P})=\#(O/\mathfrak{P})$ とする. $S(K^{n})$ で $K^{n}$ 上のコンパクト台をもっ局所定数関数 (Schwartz-
Bruhat 関数) の空間を表わす. K-係数 $n$ 変数多項式 $f(x)=f(x_{1}, -- x_{n})\in K[x_{1}, \ldots, x_{n}]$

に対し
$Z_{f}( \Phi;s)=\int_{K^{n}\backslash \{f(x)=0\}}|f(x)|\Phi(x)|dx|$ $(\Phi\in S(K^{n}))$

とおく. ただし, $|dx|$ は $K^{n}$ 上の $O^{n}$ の体積を 1として正規化された Haar 測度である.
${\rm Re} s>0$ で絶対収束するこの積分を, 多項式 $f(x)$ の $p$ 進局所ゼータ関数という. とくに $\Phi$ が
$O^{n}$ の特性関数のとき

$Z(s)=Z_{f}(s)= \int_{D^{n}\backslash \{f(x)=0\}}|f(x)||dx|$

と略記し, しばしば Igusa の局所ゼータ関数と呼ばれる.
本稿の目的は多項式の局所ゼータ関数についての最近の結果の survey を行なうことである

が, すでに, この分野の有力な研究者である $J$ .Denef によって, 完備した文献表を含むすぐれ
た報告 $([D1])$ が S\’eminaire BourbaJd に発表されているので, 本稿は簡潔なものに止める. ま
た, 力不足で紹介できなかった話題も多い. 関心を持たれた方は [D1] に, そして, [D1] の文献
表を参考に original の文献に直接あたって頂きたい.

\S 1 局所ゼータ関数の有理性

局所ゼータ関数についての最初の基本定理は, ゼータ関数の有理性である.

淀理 1.1] 任意の $\Phi\in S(K^{n})$ に対し, $Z_{f}(\Phi;s)$ は複素平面全体に解析接続され $q^{-s}$ の有
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理関数を表わす. より詳しく,

$Z_{f}( \Phi;s)=:\frac{P_{f}(\Phi;q^{-s})}{\prod_{i}(1-q^{-(N_{j}s+\nu.)})}$

の形に書ける. ここで, $P_{f}(\Phi;T)\in C[T^{\pm 1}],$ $N:,$ $\nu;\in Z$ であり, 分母は $f$ のみに依存し $\Phi$ によ

らない.

この定理は, 特異点解消を用いて J.Igusa [I1] により証明された. 実数体上では, 対応する定
理は I.N.Bernstein-S.I.Gelfand [BG], M.F.Atiyah [A] で示されていた. [BG] には, 非アルキ
メデス的局所体の場合にも特異点解消を用いる方法が適用できることが指摘してある.

$[\ulcorner_{L\backslash }$用 $1.2]$ $f\in 1\supset[X_{1}, \ldots, x_{n}]$ とし

$N_{m}=\#\{x\in O^{n}mod \mathfrak{P}^{m}|f(x)\equiv 0$ $(mod \mathfrak{P}^{m})\}$

とおく. このとき, 生成関数 $P(T)= \sum_{m=0}^{\infty}N_{m}T^{m}$ は $T$ の有理関数である.

この結果は Borevich-Shafarevich の教科書 ([BS] p.57, 問題 9) に予想として述べられてい
るものであるが, $P(T)$ と $Z_{f}(s)$ との関係

$P(q^{-(*+n)})= \frac{1-q^{-*}Z_{f}(s)}{1-q^{-}}$

に基づいて, 定理 1の簡単な系として J.Igusa によって証明された.

\S 2 局所ゼータ関数の有理性定理の Denef による一般化

J.Igusa による局所ゼータ関数の有理性定理は, Denef によって大いに一般化された. Denef
の結果を述べる前に, 少し言葉を準備する.
開集合 $U\subset K^{n},$ $U$上で収束する巾級数 $g(x),$ $h(x)$ , 自然数 $m$ を用いて, $\{x\in U|g(x)=0\}$,

{$x\in U|$ ord $g(x)<ordh(x)$}, { $x\in U|g(x)=y^{m},$ $\exists_{y\in K\}}$ と表わされる $It^{\prime n}$ の部分集合
を, (ここだけの用語だが) それぞれタイプ

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

タイプ II, タイプ III の部分集合ということにす
る.

[定義 2.1] $K^{n}$ の部分集合 $S$ は, 条件

“任意の $x\in S$ に対し, ある開近傍 $U$ があり, $U\cap S$ は, タイフ o I, II, III の集合か
ら, 合併, 共通部分, 補集合をとる操作を有限回施して得られる”
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を満たすとき semianalytic といわれる.

淀義 2.2] $K^{n}$ の部分集合 $S$ は, $K^{m+n}$ の semianalytic な部分集合 $\tilde{S}$ があって

$S=pr(\tilde{S})$ , $pr:K^{m+}’arrow K$“ (projection)

となるとき subanalytic といわれる.

淀義 2.3] 関数 $f$ : $K^{n}arrow K$ は, そのグラフが $K^{n}xK$ の subanalytic な部分集合となる
とき subanalytic といわれる.

淀理 2.4] $f$ を $K^{\mathfrak{n}}$ 上の subanalytic な関数, $S$ を $K^{n}$ の有界な subanalytic な部分集合
とする. このとき, 積分

$\int_{S}|f(x)||dx|$

は $q^{-}$ の有理関数を表わす.

Denef [D2] によるこの定理は, 有理性を持つ $p$ 進巾積分の範囲を著しく拡張している.
例えば, $p$ 進体上の概均質ベクトル空間に付随する局所ゼータ関数は, 通常, 群の開軌道ご
とにその上での積分として与えられるが, 群の開軌道は subanalytic (より強 \langle semialgebraic)
なので, Denef の定理により直ちに有理性が従う (cf. [I2], [S]). また [$B\ddot{o}$Sa] では, Denef の定
理を二次形式の局所密度の生成関数の有理性の証明に利用している.

Denef の定理の応用例を, さらに 2つ挙げておこう.

国$\sqrt{}$fl 2.5] (J.Denef and Van den Dries [DVD]) $f(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を $O^{n}$ 上で収束する巾級\Re 攻
とし,

$A_{m}=\#[\{x\in O^{n}|f(x)=0\}mod \mathfrak{P}^{m}]$

とおく. このとき, 生成関数 $\sum_{m=0}^{\infty}A_{m}T^{m}$ は, $T$ の有理関数を表わす.

$[\ulcorner c\backslash$用 $2.6]$ (Du Sautoy [DS]) $G$ をコンパクト $p$ 進 Lie 群とし,

$C_{m}=\#$ {$H\subset G|H=open$ compact subgroup of index $p^{m}$ }

とおく. このとき, 生成関数 $\sum_{1}^{\infty_{\iota=0}}$ O孤 $T^{m}$ は, $T$ の有理関数を表わす.

$r$

\S 3 極と $b-$関数の関係

一般に $K$ を標数 $0$ の体, $f(x)=f(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を K-係数多項式とする. このとき,
I.N.Bernstein のよく知られた定理により, $x_{1},$ $\ldots,$

$x$. と $s$ の多項式を係数とする偏微分作
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用素 $P(x, s, \partial_{x})\in K[x_{1}, \ldots, x_{n}, s, \partial_{x_{1}}, \ldots, \partial_{x_{n}}]$ と $s$ の多項式 $b(s)$ とを適当に選ぶと,

(3.1) $P(x, s,\partial_{x})f(x)^{+1}=b(s)f(x)^{s}$

なる方程式を満たすようにできる. このような $b(s)$ のうちで, モニックで次数が最低のものを
$f(x)$ の b-関数, または Bernstein-Sato 多項式という (cf. [H], 第 5章).

$K=R$ の場合を簡単に復習しておこう. 実数体上では b-関数と局所ゼータ関数の解析接続
の関係, 特に b-関数が局所ゼータ関数の極の位置を統制していることはよく知られている. 実
数体の場合に b-関数と局所ゼータ関数が結びっくのは, (3.1) 式から部分積分を用いて容易に
証明できる次の関係式によっている.

(3.2) $\int_{\{x\in P^{n}|f(x)>0\}}f(x)^{*}\Phi(x)\dot{d}x=\frac{1}{b(s)}\cdot\int_{\{x\epsilon r\cdot|f(x)>0\}}f(x)^{+1}(P^{\cdot}(x, s,\partial_{x})\Phi)(x)dx$ .

ここで $P^{*}(x, s, \partial_{x})$ は $P(x, s, \partial_{x})$ の随伴作用素である. この式より, $b(s)= \prod_{\lambda}(s+\lambda)$ と表わ
したとき,

$\frac{1}{\prod_{\lambda}\Gamma(s+\lambda)}\cdot\int_{\{x\in R^{n}|f(x)>0\}}f(x)\Phi(x)dx$

が整関数に解析接続されることが, 直ちに従う. よって, 局所ゼータ関数の極は b-関数の根 $-\lambda$

から始まる等差数列-\mbox{\boldmath $\lambda$}, $-\lambda-1,$ $-\lambda-2,$ $\ldots$ 上に分布していることが分かる.
さて $K$ が $p$ 進体の場合には, $f(x)$ の $p$ 進巾積分に部分積分を適用するなどということは

できず, b-関数の根と局所ゼータ関数の極の間の関係は飛の場合のように直接的ではない. し

かし, $p$ 進体の場合にも同様の関係があるであろうことは, 期待しない方が無理というもので
ある.

J.Igusa は, $K$ 上分解する既約正則概均質ベクトル空間の相対不変式を中心に, 局所ゼー
タ関数 $Z_{f}(s)$ の explicit な計算を大々的に実行し, きわめて多くの例に対し, $Z_{f}(s)$ の極は
$s=- \lambda+\frac{2\pi\ell}{10_{ll}}\sqrt{-1}(t\in\frac{1}{N}Z)$ の形で表わされ, $-\lambda$ がみ関数の根になっていることを確認し
た (cf. [I3]). 以下に, $Z_{f}(s)$ の計算結果の見本をお目にかけよう.
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$\zeta_{p}(s)=(1-p^{-})^{-1}$ で簡単に表わされる例

複雑な例

$b(s)=(s+1)^{2}(s+ \frac{5}{6})(s+\frac{7}{6})(s+\frac{n+1}{2})^{2}(s+\frac{n+2}{2})^{2}(s+\frac{2n+1}{2})^{2}(s+\frac{3n+1}{3})(s+\frac{3n+2}{3})$ .

$Z(s)$ $=$ $\zeta_{p}(2s+2)\zeta_{p}(6s+5)\zeta_{p}(2s+2n+1)\zeta_{p}(4s+2n+2)\zeta_{p}(6s+3n+3)\zeta_{p}(6s+6n+2)$

$xP(p^{-1},p^{-s})$ ,

$P(x, y)$ $=$ $1+(n)_{+}(3n)xy+(1+x^{n}-x^{2n}+x^{3n-1}-2x^{3n}+x^{4n-1}-x^{4n}+x^{5n})x^{2}y^{2}$

$+(n)_{+}(3n)(1-x^{n}+x^{2n-1})x^{3}y^{3}\neq$

$+(n)_{+}(1+X-1-x^{n}+x^{3n-2}-x^{3n-1}-x^{3\mathfrak{n}}-x^{4n-1}+x^{4n})x^{4}y^{4}$

$+(n)_{+}(3n)(1-x^{n}+x^{2n-1})x^{n+4}y^{5}$

$+(1+x^{n-1}-x^{n}+x^{2n-1}-2x^{2n}+x^{3n-2}-x^{3n-1}-x^{3n}$

$-2x^{4n-1}+x^{4n}-2x^{5n-1}+x^{5n}+x^{7n-1})x^{n+5}y^{6}$ (まだ次頁へ続く)
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$+(1)(n)_{+}(2n-1)_{+}(3n)x^{2n+5}y^{7}$

$+(1+x^{2n-1}-2x^{2n}+x^{3n-1}-2x^{3n}-x^{4n-1}-x^{4n}+x^{4n+1}$

$-2x^{5n-1}+x^{5n}-x^{6n-1}+x^{6n}+x^{7n-1})x^{2n+6}y^{8}$

$-(n)_{+}(3n)(1-x^{n-1}+x^{2n-1})x^{3n+7}y^{9}$

$+(n)_{+}(1-x-x^{n}-x^{n+1}+x^{n+2}-x^{3n}+x^{3n+1}+x^{4n})x^{5n+6}y^{10}$

$-(n)_{+}(3n)(1-x^{n-1}+x^{2n-1})x^{4n+8}y^{11}$

$+(1-x^{n}+x^{n+1}-2x^{2n}+x^{2n+1}-x^{3n}+x^{4n}+x^{5n})x^{5n+8}y^{12}$

$-(n)_{+}(3n)x^{6n+9}y^{13}+x^{10n+10}y^{14}$ .

ここで $(a)=1-p^{-a},$ $(a)+=1+p^{-a}$ とおいた (cf. [I5]).

既約正則概均質ベクトル空間は M.Sato-T.Kimura [SK] によって 29系列に分類されている
が, K-split form に限れば, 現時点で 29のうちの 24系列に対し $Z_{f}(s)$ の計算が行なわれて

.いる ([I3], [I5] による). まだ $Z_{f}(s)$ が計算されていない既約正則概均質ベクトル空間は, 次の
ものである.

$\Lambda^{3}GL(8)$ , $\Lambda^{2}SL(5)\otimes GL(3)$ , $\Lambda^{2}SL(5)\otimes GL(4)$, Spin(10) $\otimes GL(3)$ , Spin(14)$\otimes GL(1)$ .

以上のような計算は, 次の予想を支持している.

[予想 3.1] $Z_{f}(s)$ の極の実部は, $b(s)$ の零点である.

より強く, 重複度も考慮して,

[予想 3.2] $Z_{f}(s)$ の極の位数は, 極の実部の $b(s)$ における重複度を越えない.

と予想することもできる.
予想 3.1は, 現在のところ, 次のような場合に解かれている.

1. $f(x)$ が 2変数多項式の場合 (Loeser [L1]),

2. $f(x)$ が既約正則 reduced 概均質ベクトル空間の相対不変式の場合 (Kimura-Sato-Zhu

[KSZ]),

3. $f(x)$ がそのニュートン図形に関して非退化で, さらに若干の付加的仮定を満たす場合
(Loeser [L2]).

これらの証明であるが, 実数体の場合の (3.2) 式のような $Z_{f}(s)$ と $b(s)$ との直接の関係が
(今のところ) 存在しないので, 多少回りくどい道を辿らねばならない. すなわち, まず極の実
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部として現われる有理数を幾何学的なデータで表現し, 次にその幾何学的な量が $b(s)$ の零点
となることを Lefschetz 原理によって $C$ 上の代数解析的問題として考察するのである. Loeser

[L1] では, 局所ゼータ関数の解析接続を特異点解消によって行い, その際極の実部と例外因

子の交わり具合いとの間に関係がっくことを用いる. Kimura-Sato-Zhu $[I\langle SZ]$ では, 極の実部

と特異軌道上の相対不変微分形式の乗法因子の関係を用いる. Loeser [L2] では, ニュートン図

形に関して非退化な多項式に対してはトーラス埋め込みを利用して扱いやすい特異点解消が
構成され (cf. [K], [V]), ニュートン図形のデータによって極の実部が記述されること (この部

分は Denef [D3] による) を利用する.
重複度こみの予想 3.2については, ー般的結果は知られていないように思われるが, 私の不

勉強で知らないだけであるかもしれない.

多変数の例

っいでに, 多変数の計算例もあげておく (cf. [HS]). 多変数の局所ゼータ関数についての研究
はあまり無 \langle , [L3] および概均質ベクトル空間の場合の [S] くらいしか知らない.

\S 4 局所ゼータ関数の対称性

局所体 $K$ の有限次拡大 $L$ に対して, $O_{L},$ $\mathfrak{P}_{L}$ でその整数環, 極大イデアルを表わす. また,
$q_{L}=N(\mathfrak{P}_{L})=\#(O_{L}/\mathfrak{P}_{L})$ とおく. $f(x)\in K[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ を $L$孫数多項式とみなして, 局所
ゼータ関数

$Z_{L}(s)=Z_{f,L}(s)= \int_{0_{t}^{n}\backslash tf(x)=0\}}|f(x)|_{L}^{*}|dx|_{L}$
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を考えることができる. このとき, $Z_{L}(s)$ が, 体 $L$ によらず普遍的な表示を持つことがしばし

ばある. そこで Igusa [I4] は, 次の概念を導入した.

淀義 4.1] 有理関数 $F(u, v)\in \mathbb{Q}(u, v)$ で, 任意の有限次拡大 $L/K$ に対し,

$Z_{L}(s)=F(q_{L}^{-1},q_{L}^{-})$

を満たすものが存在するとき, $F(u, v)$ を $f(x)$ の普遍ゼータ関数という.

さらに Igusa [I41は, 豊富な具体例に基づいて, 次の予想を提出した.

[予想 42] $f(x)\in K[x_{1}, \ldots,x_{n}]$ は斉次多項式とする. $f$ の普遍ゼータ関数 $F(u, v)$ は (存

在するならば),
$F(u,v)=v^{\deg f}F(u^{-1},v^{-1})$

を満たす.

この予想は, Denef-Meuser [DM] によって肯定的に解かれた. 彼らによる解答は, 次のよう

なものである.

淀理 4.3] $f(x)\in O_{K}[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ は斉次多項式で $fmod \mathfrak{P}_{K}\not\equiv 0$ なるものとする. $mod \mathfrak{P}_{K}$

で good reduction をもっような $D_{K}=Proj(K[x_{1}, \ldots,x_{n}|/(f))$ の embedded resolution
$h_{K}$ : $Y_{K}arrow P_{K}^{n}$ が存在すると仮定する. このとき $f$ の普遍ゼータ関数 $F(u, v)$ は (存在する

ならば), 対称性
$F(u,v)=v^{\deg f}F(u^{-1},v^{-1})$

を満たす.

[系 4.4] 定理 4.3の仮定のもとで,

$\deg Z_{f}(s)=-\deg f$

が成り立っ. ここで, $\deg Z_{f}(s)$ は $q^{-}$ ’に関する次数である.

ここで, $f$ が代数的数体に係数を持つ斉次多項式であれば, ほとんどすべての有限素点に対
して, 特異点解消についての条件は満足される. 定理 4.3の証明の要点を略述する.
まず, 仮定のような特異点解消の存在に基づいて, $h_{K}^{-1}(D_{K})$ の既約成分の何個かの交わりの

OL/PL-有理点の個数を用いた $Z_{L}(s)$ の明示的表示を得ることができる. この明示的表示に
おいて, OL/PL-有理点の個数を Lefschetz の不動点公式によって $\ell$ 進コホモロジーにおける

Frobenius 写像の跡として表わしたとき, 定理で主張されている普遍ゼータ関数 $F(u, v)$ の満



99

たす対称性は, $l$ 進コホモロジーに対する Poincar\’e の双対性, すなわち Weil の合同ゼータ関

数の関数等式の帰結に他ならないことがわかる.
定理の意味を, 簡単に説明しておく. まず, 定理 11により, 局所ゼータ関数は

$Z_{f}(s)= \frac{P_{f}(q^{-*})}{\prod_{i}(1-q^{-(N\dot{.}l+\nu_{\backslash })})}$

$(P_{f}(T)\in \mathbb{Q}[T^{\pm 1}],N_{i}, \nu;\in Z)$

のような表示を持つ. ここで \S 3で紹介した予想や結果たも見られるように, 分母はきわめて

安定な性質を持っ. しかし, 分子は \S 3の例に見るように, なかなか複雑で統制しがたいもので
ある. とくに, 分子に $1-q^{-N+\nu}$ 以外にどのようなタイプの $q^{-1},$ $q^{-*}$ の (Laurent) 多項式
が現われうるのかは興味深い. 定理は, 分子に現われる多項式も (それが, たとえ \S 3であげた
$P(x, y)$ のような複雑なものであっても), $qrightarrow q^{-1}$ の変換で相反方程式に似た対称性を持つこ
とを主張している. [I4], [DM] では, この対称性を局所ゼータ関数の “functional equation” と

呼んでいるが, いわゆる “local functional equation” とは別物である. 紛らわしいので, ここ

では「対称性」と呼んだ.
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