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代数群の 2つの involution に関する両側剰余類分解

京大・総合人間学部 松木敏彦 (Toshihiko MATSUKI)

$G$ を代数群、 $\sigma,$ $\tau$を $G$ 上の 2 っの involution とし、 $H=G^{\sigma},$ $L=G^{\tau}$ をそれぞれ\mbox{\boldmath $\sigma$}, $\tau$

に関する $G$ の固定部分群とする。本稿では、両側剰余類分解 $H\backslash G/L$ の標準的代表元の

とりかたについて、 (1) すでに知られていること、 (2) 一例として $GL(p, F)xGL(n-$
$p,$ $F$ ) $\backslash GL(n, F)/GL$ ( $r$, IF) $xGL(n-r, F)$ ($F$ は任意の体) 、 (3) 若干の一般論 につい

て述べる。

1 知られている事柄

$G$ は連結で real reductive とする。次の 3つの条件のどれかが成り立つ場合には、両側

剰余類分解 $H\backslash G/L$ の構造が知られている。

(a) $G$ は compact で $\sigma$ と $\tau$ は可換 ([3]).
(b) $\sigma,$ $\tau$のどちらかが Cartan involution ([2]).
(c) $\sigma=\tau$ ([13]).

注意 1 (a) かつ (b) のときは、 compact 対称空間の理論において、 (b) かつ (c) のと
きは noncompact type の対称空間に関する Cartan 分解として、よく知られている。

(b) において $\sigma$ と $\tau$は可換としてよ \langle $([1],[7])$ 、 $(a)$ または (b) の場合、 $B=\{g\in G|$

$\sigma(g)=\tau(g)=g^{-1}\}$ に含まれる極大連結可換部分群 $A$ の中に代表元を取ることができる。

((a) において $\sigma$ と $\tau$ の可換性が無くても成り立つことが最近わかった。) また、 (b)
の場合

$A/Warrow H\backslash G/L$

である。ただし、 $W=N_{H\cap L}(A)/Z_{H\cap L}(A),$ $N_{*}(A),$ $Z_{*}(A)$ は $A$ の $*$ における正規化群、

中心化群。

次に、 (c) の場合にっいて知られていることを述べる。 $\varphi$ : $grightarrow g\sigma(g)^{-1}$ により、 明ら
かに

$G/H\cong\varphi(G)$

であり、

$H\backslash G/H\cong$ { $\varphi(G)$ 上の $H$-共役類}

である。

命題 1 $g\in\varphi(G),$ $g=su$ を $g$ の Jordan 分解とすると、 $s,$ $u\in\varphi(G)$ 。
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$G,$ $H$ のリー環を $\mathfrak{g},$
$\mathfrak{h}$ とし、

$q=\{X\in g|\sigma(X)=-X\}$

$(\mathfrak{g}=\mathfrak{h}\oplus q)$ とおく。 $q$ の半単純元からなる極大可換部分空間を $q$ の Cartan subspace と

呼ぶ。 $\{a_{i}|i\in I\}$ を $q$ の Cartan subspace の $H$-共役類の 1 っの完全代表系とし、

$A_{i}=Z_{\varphi(G)}(\alpha_{1})$

とする。 $q,$ $\varphi(G)$ の半単純元の集合 $q_{ss},$ $\varphi(G)_{ss}$ について、

定理 1 ([13]) 鑑の標準的な取り方があり (特に、 $I$ は有限集合であり、 $\alpha_{\eta}$
. の次元は全

て同じ) 、

$q_{ss}=\bigcup_{:\in t}Ad(H)(a_{i})$ ,

$\varphi(G)_{ss}=\bigcup_{1\in t}Ad(H)(A:)$ .

$q$ の巾零元の集合 $q_{nilp^{\text{、}}}\varphi(G)$ の巾単元の集合 $\varphi(G)_{unip}$ にっいては、

$exp:q_{n}:\iota_{P}arrow\varphi(G)_{un}$ :

であり、 $q_{nilp}$ の H-共役類 (及びその閉包関係、 singularity 等) については $[5],[10],[11],[12]$,
$[15],[16]$ 等の研究がある。

特に $G=G_{1}xG_{1},$ $\sigma(x, y)=(y, x)$ for $x,$ $y\in G_{1}$の場合、 $H=\{(x, x)|x\in G_{1}\}$ であ

り、 $(x, y)arrow\rangle$ $xy^{-1}$ によって $G/H\cong G_{1}$だから、 $H\backslash G/H$は $G_{1}$の共役類分解と同一視でき
ることに注意する。

しかし、以上の (a), (b), (c) の条件のどれも満たさない場合の $H\backslash G/L$ の組織的研究は
まだなされていなかったようである。 [9] の研究において以下の $G,$ $H,$ $L$ について $H\backslash G/L$

のある標準的代表系を与えることができた。
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GH $L$ $F$

(1) $GL(n, F)$ $GL(p,F)xGL(q, F)$ $GL(r, F)xGL(s, F)$ any field
(2) $GL(n, \oplus)$ $O(n, \mathbb{C})$ $O(n, \mathbb{C})$

$GL(n, ffl)$ $O^{*}(2n)$ $O^{*}(2n)$

$GL(2m, F)$ $Sp(m, F)$ $Sp(m, F)$ $\mathbb{R},$
$\mathbb{C}$

$GL(n, F)$ $U(p, q;F)$ $U(r, s;F)$ $\mathbb{R},$
$\mathbb{C}$ , IH

(3) $GL(n, \oplus)$ $GL(p, \mathbb{C})xGL(q, \mathbb{C})$ $O(n, \mathbb{C})$

$GL(n, H)$ $GL(p, \mathbb{I}I)xGL(q, ffl)$ $O^{*}(2n)$

$GL(2m, F)$ $GL(p, F)xGL(q, F)$ $Sp(m, F)$ $\mathbb{R},$
$\mathbb{C}$

$GL(n, F)$ $GL(p, F)xGL(q, F)$ $U(r, s;F)$ IR, $\mathbb{C}$ , 正$[$

(4) $O(n, \mathbb{C})$ $O(p, \mathbb{C})xO(q, \mathbb{C})$ $O(r, \oplus).xO(s, \oplus)$

$O^{*}(2n)$ $O^{*}(2p)xO^{*}(2q)$ $O^{*}(2r)xO^{*}(2s)$

$Sp(m, F)$ $Sp(p’, F)xSp(q’, F)$ $Sp(r’, F)xSp(s’, F)$ $\mathbb{R},$
$\mathbb{C}$

$U(n_{1}, n_{2};F)$ $U(p_{1},p_{2};F)xU(q_{1}, q_{2};F)$ $U(r_{1}, r_{2};F)xU(s_{1}, s_{2};F)$ $\mathbb{R},$
$\mathbb{C}$ , IH

ただし $n=p+q=r+s,$ $m=n/2,$ $m=p’+q’=r’+s’,$ $n_{1}=p_{1}+q_{1}=r_{1}+s_{1}$ and
$n_{2}=p_{2}+q_{2}=r_{2}+s_{2}$。 ( (2) のうち初めの 3つは $H=L$ であるから [13] の研究に含ま
れるが、 [9] ではより具体的な記述がなされている。)

注意 2 ($c$工 [9] Section 2.2) 次の両側剰余類分解 $H\backslash G/L$ は Lie $(H)\cap G$ の H-共役類分

解と 1対 1に対応する。

$O(p, q)\backslash GL(2m, \mathbb{R})/Sp(m, \mathbb{R})$ $(p+q=2m)$

$O(2m, \oplus)\backslash GL(2m, \oplus)/Sp(m, \oplus)$

$Sp(p, q)\backslash GL(n, H)/O^{*}(2n)$ $(p+q=n)$

2 $GL(p,F)\cross GL(n-p,F)\backslash GL(n,F)/GL(r,F)\cross GL(n-r,F)$

$F$ を任意の体 (非可換でもよい) とし、 $G=GL(n, F)$ の部分群 $H$ 及び $L$ を次で

定義する。

$H=\{(\begin{array}{ll}P 00 Q\end{array})|P\in GL(p, F),$ $Q\in GL(q, F)\}$ ,

$L=\{(\begin{array}{ll}R 00 S\end{array})|R\in GL(r, F),$ $S\in GL(s, F)\}$

$(n=p+q=r+s)$



67

注意 3 $F$ の標数 $\neq 2$ のとき、 $G$ の involution $\sigma$ : $grightarrow I_{p,q}gI_{p,q}$ 及び $\tau$ : $g\mapsto I_{r,s}gI_{r,s}$ に

よって、 $H=G^{\sigma}$ 及び $L=G^{r}$ と書ける。 ここで

$I_{p,q}=(\begin{array}{ll}I_{p} 00 -I_{q}\end{array})$ , $I_{r,s}=(\begin{array}{ll}I_{r} 00 -I_{s}\end{array})$ .

定理 2 $G$ の任意の H-L 両側剰余類は次の形の元を含む。

$g=(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})$

ここで、 $P$ x $r$行列 $A,$ $pxs$ 行列 $B,$ $q$ x $r$行列 $C$ 及び $qxs$ 行列 $D$ は次で与えられ、

$A=(\begin{array}{llll}A(1) 0 \ddots 0 A(k)_{-} I_{n_{r}}\end{array}),$ $B=(\begin{array}{llll}B(1) 0 \ddots 0 B(k) I_{n_{r}}\end{array})$ ,

$C=(\begin{array}{llll}C(1) 0 \ddots 0 C(k) I_{n_{r}}\end{array}),$ $D=(\begin{array}{lllll}D(1) 0 \ddots 0 D(k) D_{reg}\end{array})$

$D_{reg}t$ま $D_{reg}-I_{n_{r}}\in GL(n_{r}, F)$ を満たす $GL(n_{r}, F)$ の元であり、$(A(j), B(j),$ $C(j),$ $D(j))$

は次の 8種類のうちの 1 っである。 ( $\ell$ は自然数)

匂 pe $A(j)$ $B(j)$ $C(j)$ $D(j)$

$ad\cdots da$ $I_{\ell}$ $N_{\ell,\ell-1}$ $N_{\ell-1,\ell}$ $I_{\ell-1}$

$da\cdots ad$ $I_{l-1}$ $N_{\ell-1,\ell}$ $N_{\ell,p-1}$ $I_{\ell}$

$ad\cdots ad$ $I_{\ell}$ $N_{\ell}$ $I_{t}$ $I_{\ell}$

$da\cdots da$ $I_{\ell}$ $I_{\ell}$ $N_{\ell}$ $I_{l}$

$bc\cdots cb$ $N_{\ell,\ell-1}$ $I_{1}$ $I_{\ell-1}$ $N_{\ell-1,l}$

$cb\cdots bc$ $N_{l-1,\ell}$ $I_{l-1}$ $I_{\ell}$ $N_{\ell,\ell-1}$

$bc\cdots bc$ $N_{l}$ $I_{\ell}$ $I_{\ell}$ $I_{\ell}$

$cb\cdots cb$ $I_{\ell}$ $I_{l}$ $I_{\ell}$ $N_{\ell}$

( $N_{t},$ $Npp-1,$ $N_{l-1,\ell}$ はそれぞれ大きさが $lx\ell,$ $\ell x(\ell-1),$ $(P-1)x$ ゑの次の形の行列

( $010^{\cdot}$ . $100$ ), $(\begin{array}{lll}0 01 0 \ddots 0 1\end{array})$ , $(\begin{array}{llll}1 0 0 \ddots \vdots 0 1 0\end{array})$ )
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証明. $G=GL(n, F)$ とし、 $n$ 次元右 $F-$ベク トル空間 $F^{n}$ を

$F^{n}=V^{+}\oplus V^{-}=W^{+}\oplus W^{-}$

と分解する。 ただし

$V^{+}$ $=$ $e_{1}F\oplus\cdots\oplus e_{p}F$ ,
$V^{-}$ $=$ $e_{p+1}F\oplus\cdots\oplus e_{n}F$ ,

$W^{+}$ $=$ $e_{1}F\oplus\cdots\oplus e_{r}F$ ,
$W^{-}$ $=$ $e_{r+1}F\oplus\cdots\oplus e_{n}F$

( $\{e_{1},$
$\ldots,$

$e_{n}\}$ は $F^{n}$ の標準的基底) とする。 このとき、

$H=$ {$g\in G|gV^{+}=V^{+}$ and $gV^{-}=V^{-}$ },
$L=$ {$g\in G|gW^{+}=W^{+}$ and $gW^{-}=W^{-}$ }.

任意の $g\in G$ に対し、

$HgL$ の代表元の取り方 $=$

{ $g$ : $W^{+}\oplus W^{-}arrow V^{+}\oplus V^{-}$ における $V^{+},$ $V^{-},$ $W^{+},$ $W^{-}$ の基底の取り方}

であることに注意する。
$g=(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})$

とおく ( $A,$ $B,$ $C,$ $D$ はそれぞれ $pxr,pxs,$ $qxr,$ $q$ xs-行列とする。) と、次の図式が書

ける。

$V^{-}$

Idea (落合啓之氏による) $Q=A^{-1}BD^{-1}C$ : $W^{+}arrow W^{+}$ が定義できる (写像になる)

ならば $Q$ の共役類は $HgL$ の不変量である。
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以下のように定理 2の証明では $GL(n, F)$ の定義すなわち逆元の存在のみを使うので
あるが、 $n$ xn-行列全体に対して同じ問題を考えるときは上の idea が基本になると思わ
れる $(c.f. [4])$ 。

$g^{-1}=(\begin{array}{ll}A’ C’B’ D’\end{array})$

(ただし $A’,$ $B’,$ $C’,$ $D’$ はそれぞれ $rxp,$ $sxp,$ $rxq,$ $sx$ q-行列) とおき、

$E=(\begin{array}{ll}A 00 D\end{array})$ , $F=(\begin{array}{ll}0 BC 0\end{array})$ ,

$E’=(\begin{array}{ll}A’ 00 D\end{array})$ , $F’=(\begin{array}{ll}0 C’B 0\end{array})$

とおくと、

$E’E+F’F=I_{n}$ , $E’F+F’E=0$ , $EE’+FF’=I_{n}$ , $EF’+FE’=0$ (2.1)

が成り立ち、次の図式が書ける。

$\lambda\in F_{0}$ ($F$ の center) に対し、

$E’E=(\begin{array}{ll}A’A 00 DD\end{array}):\dot{W}^{\pm}arrow W^{\pm}$

の一般固有空間

$W_{\lambda}^{\pm}=$ { $w\in W^{\pm}|(E’E-\lambda I_{n})^{N}w=0$ for $N>>0$}

が定義できる。 また、十分大きい $N$ について

$W_{reg}^{\pm}=(E^{/}E)^{N}(E’E-I_{n})^{N}W$
ま
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とおけば、一般固有空間分解

$W^{\pm}=W_{1}^{\pm}\oplus W_{0}^{\pm}\oplus W_{reg}^{\pm}$

ができる。同様に、 $EE’$ : $V^{\pm}arrow V^{\pm}$ についても

$V^{\pm}=V_{1}^{\pm}\oplus V_{0}^{\pm}\oplus V_{reg}^{\pm}$

とできる。 この 2つの分解について、容易に次の補題が示せる。 ( $(2.1)$ も用いる。)

補題 1 次の図式が成り立っ。ただし、 $f_{*}$ は $f$ の制限。

$W^{\pm}$ $=$ $W_{1}^{\pm}$ $\oplus$ $W_{0}^{\pm}$ $\oplus$
$W^{\pm}$

$E_{V}\downarrow|_{\pm}E’$

$=$

$E_{1};_{V_{1}}\downarrow I^{\zeta E_{1}’}$

$\oplus$

$E_{0_{V_{0}^{\pm}}}\downarrow I^{E_{0}’}$

$\oplus$

$E_{re}\epsilon_{V_{reg}^{reg}}:\downarrow\xi^{fE_{reg}’}$

$W^{\pm}$ $=$ $W_{1}^{\pm}$ $\oplus$ $W_{0}^{\pm}$ $\oplus$
$W^{\pm}$

$F\downarrow|F’$ $F_{1}\downarrow|F_{1}’$ $F_{0}5\downarrow|\zeta F_{0}’$
$F_{reg}5\downarrow|JF_{reg}’reg$

$V^{\mp}$ $=$ $V_{1}^{\mp}$ $\oplus$ $V_{0}^{\mp}$ $\oplus$ $V_{reg}^{\mp}$

以上によって、 $g_{*}=E_{*}+F_{*}:$ $W_{*}^{+}\oplus W_{*}^{-}arrow V_{*}^{+}\oplus V_{*}^{-}$ ($*=1,0$ , reg) を標準形にすれ
ばよい。 $0\neq\lambda\in F_{0}$ に対し、次の図式が書ける。

(2.1) により、
$E_{\lambda}’E_{\lambda}+F_{\lambda}’F_{\lambda}=I_{W_{\lambda}}$ (22)

$E_{\lambda}’F_{\lambda}+F_{\lambda}’E_{\lambda}=0$ (23)
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(2.3) の両辺に右から $E_{\lambda}^{-1}F_{\lambda}$ をかけて、

$E_{\lambda}’F_{\lambda}E_{\lambda}^{-1}F_{\lambda}+F_{\lambda}’F_{\lambda}=0$ (2.4)

(2.2) から (2.4) を辺々引いて、

$E_{\lambda}’E_{\lambda}-E_{\lambda}’F_{\lambda}E_{\lambda}^{-1}F_{\lambda}$ $=I_{W_{\lambda}}$

$E_{\lambda}’E_{\lambda}(I_{W_{\lambda}}-(E_{\lambda}^{-1}F_{\lambda})^{2})$ $=I_{W_{\lambda}}$

$(E_{\lambda}^{-1}F_{\lambda})^{2}$ $=I_{W_{\lambda}}-(E_{\lambda}’E_{\lambda})^{-1}$ (25)

したがって、

$E_{\lambda}^{-1}F_{\lambda}=(\begin{array}{ll}0 A_{\lambda}^{-1}B_{\lambda}D_{\lambda}^{-1}C_{\lambda} 0\end{array})$

が nilpotent $\Leftrightarrow\lambda=1_{o}$

一般に、 “nilpotent pair’

$V_{a}^{arrow}\overline{f}fV_{b}$ (26)

( $f^{2}$ は nilpotent) について、次のことが知られている (c.f. [6]) 。 $v_{1},$
$\ldots,$

$v_{k}\in V_{a}\cup V_{b}$ をう

まくとれば、 $V_{j}=\Sigma_{N\geq 0}f^{N}v_{j}$ とおくとき

$V_{a} \oplus V_{b}=\bigoplus_{j=1}^{k}V_{j}$

が成り立つ。 $V_{j}$ に対し次のように “ab-string” を対応させることができ、

akstring $\dim V_{j}$ $\# a$ $\# b$ $f^{N}v_{j}$ ( $N$ : even) $f^{N}v_{j}$ ( $N$ : odd)
ab $\cdots ba$ $2\ell-1$ $l$ $l-1$ $V_{a}$ $V_{b}$

$ba\cdots baab\cdots ab$ $2\ell 2\ell$ $\ell l$
$V_{b}V^{a}$ $V_{a}^{b}V$

$ba\cdots$ ab $2l-1$
$\ell-1\ell\ell$

$p$ $V_{b}$ $V_{a}$

nilpotent pair (2.6) に対してこれらの ab-string の集まり “ab-diagram” を対応させるこ
とができる。

$g_{1}=E_{1}+F_{1}$ について、 $W_{1}^{\pm}$ と $V_{1}^{\pm}$ を

$E_{1}=(\begin{array}{ll}A_{1} 00 D_{1}\end{array})$

によって同一視して $E_{1}=id$ . としてよく、 $F_{1}$ に対して $ad$’-diagram を対応させるのが

自然である。 また、 $g_{0}=E_{0}+F_{0}$ にっいては、 $W_{0}^{\pm}$ と $V_{0}^{\mp}$ を

$F_{0}=(\begin{array}{ll}0 B_{0}C_{0} 0\end{array})$
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によって同一視し、現に対して ($bc’$ -diagram を対応させるのがよい。最後に、

$g_{r}$。
$\epsilon^{=E_{r\cdot g}+F_{reg}=}(\begin{array}{ll}A_{rcg} B_{r\epsilon g}C_{reg} D_{reg}\end{array})$

については

$V_{reg}^{-}$

であるから、 $A_{reg}=B_{reg}=C_{reg}=I_{n_{r}}(n_{r}=\dim W_{reg}^{\pm}=\dim V_{reg}^{\pm})$ としてよ $\langle$

、
$(2.5)$ と同

様にして

$(\begin{array}{ll}D_{reg} 00 D_{reg}\end{array})=(F_{reg}^{-1}E_{reg})^{2}=I_{2n_{r}}-(F_{reg}’F_{reg})^{-1}$

が成り立っから
$I_{n_{r}}-D_{reg}\in GL(n_{r}, F)$

である。 qed.

系 $H\backslash G/L\cong u_{=0}$ { $GL(n_{r},$$F)’\min(p,q,r,*)n_{r}$ の共役類} $x$ {ad-diagram $U$ bc-diagram $|$

$\# a+\# b=p-n_{r},$ $\# c+\# d=q-n_{r},$ $\neq a+\neq c=r-n_{r},$ $\neq b+\neq d=s-n_{r}$ }

ただし $\neq*$ は diagram の中の文字 * の数を表し、$GL(n_{r}, F)’=\{g\in GL(n_{r}, F)|I_{n_{r}}-g\in$

$GL(n_{r},\cdot F)\}$
。

例 1 ([4]) $p\geq 2,$ $q\geq 2$ かっ $s=1$ のときを考える。

$\# b+\# d+n_{r}=s=1$
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であるから、 $G$ の H-正両側剰余類は次の 9種類である。 ( $\lambda\in$ IF $-\{0,1\},$ $H\backslash G/L$ 望

$(F-\{0,1\})u8$ point)

type representative $g$ $n_{r}$ $ad$-diag. $bc$ -diag. codim.

$\lambda$ $(\begin{array}{llll}I_{p-1} 0 0 00 1 0 10 0 I_{q-l} 00 1 0 \lambda\end{array})$ 1 $(\begin{array}{l}a\vdots a\end{array})$ $(\begin{array}{l}c\vdots c\end{array})$ 1

$d$ $(\begin{array}{lll}I_{p} 0 00 I_{q-1} 00 0 1\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}a\vdots ad\end{array})$ $(\begin{array}{l}c\vdots c\end{array})$ $2p$

$ad$ $(\begin{array}{llll}1 0 0 00 I_{p-1} 0 00 0 I_{q-1} 01 0 0 1\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}ada\vdots a\end{array})$ $(\begin{array}{l}c\vdots c\end{array})$

$p$

$da$ $(\begin{array}{llll}1 0 0 10 I_{p-1} 0 00 0 I_{q-1} 00 0 0 1\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}daa\vdots a\end{array})$ $(\begin{array}{l}c\vdots c\end{array})$

$p$

$ada$ $(\begin{array}{llll}I_{2} 0 0 N_{2,1}0 I_{p-2} 0 00 0 I_{q-1} 0N_{1,2} 0 0 1\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}adaa\vdots a\end{array})$
$(\begin{array}{l}c\vdots c\end{array})$ 1

$b$ $(\begin{array}{lll}I_{p-1} 0 00 0 10 I_{q} 0\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}a\vdots a\end{array})$
$(\begin{array}{l}bc\vdots c\end{array})$ $2q$

$bc$ $(\begin{array}{llll}I_{p-1} 0 0 00 0 0 10 1 0 10 .0 I_{q-1} 0\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}a\vdots a\end{array})$
$(\begin{array}{l}bcc\vdotsc\end{array})$

$q$

$cb$ $(\begin{array}{llll}I_{p-1} 0 0 00 1 0 10 1 0 00 0 I_{q-1} 0\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}a\vdots a\end{array})$
$(\begin{array}{l}cbc\vdots c\end{array})$

$q$

$cbc$ $(\begin{array}{llll}I_{p-1} 0 0 00 N_{1,2} 0 10 I_{2} 0 N_{2,1}0 0 I_{q-2} 0\end{array})$ $0$ $(\begin{array}{l}a\vdots a\end{array})$
$(\begin{array}{l}cbcc\vdots c\end{array})$ 1

$V^{+},$ $V^{-},$ $gW^{+},$ $gW^{-}$ を図示すると次のようになる。
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$\lambda$ ( $e_{p}F\oplus e_{n}F$ による切り口)

$d$ ( $e_{1}F\oplus e_{n}F$ による切り口)

$ad$ ( $e_{1}F\oplus e_{n}F$ による切り口)

$da$ ( $e_{1}F\oplus e_{n}F$ による切り口)

$ada$
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$b,$ $bc,$ $cb,$ $cbc$ の type についてはそれぞれ $a,$ $da,$ $ad,$ $ada$ の図において $V^{+}$ と $V^{-}$ の役割を

入れ替えた図を書けばよい。

3 若干の一般論

実代数群 $G$ とその involution $\tau$ について $L=G^{\tau}$ とおき、写像 $\psi$ : $Garrow G$ を

$\psi(x)=x\tau(x)^{-1}$ で定義する。 このとき、 $\psi$ は全単射 $G/Larrow\psi(G)$ を導く。 $G$ の任意の

閉部分群 $Q$ に対し、次の写像が定義できる。

$\tilde{\psi}$ : $Q\backslash G/Larrow Q\backslash G/\tau(Q)$

命題 2 $\tilde{\psi}$ の各 fiber は有限集合である。

証明. 任意の $x\in G$ に対し、 $\tilde{\psi}$ の定義により

$\{Qy_{-}L|\psi(y)\in Q\psi(x)\tau(Q)\}$

の有限性を示せばよい。 $Q_{x}=x^{-1}Qx$ とおくと、 $Q\backslash G/L$ は $QyLrightarrow x^{-1}QyL=Q_{x}x^{-1}yL$

により $Q_{x}\backslash G/L$ と同一視できるから、次の集合 $R$ の有限性を示せばよい。

$R=\{Q_{x}zL|\psi(z)\in Q_{x}\tau(Q_{x})\}$

明らかに

$R=\{Q_{x}zL|\psi(z)\in Q_{x}\}=\{Q_{x}zL|\psi(z)\in(Q_{x}^{\tau})^{-}\}$

ただし $Q_{x}^{\tau}=Q_{x}\cap\tau(Q_{x})$ and $(Q_{x}^{\tau})^{-}=\{w\in Q_{x}|\tau(w)=w^{-1}\}=\{w\in Q_{x}^{\tau}|\tau(w)=w^{-1}\}$

である。 $R’=\{Q_{x}^{\tau}zL|\psi(z)\in(Q_{x}^{\tau})^{-}\}$ とおくと、 自然な写像 $R’arrow R$ は全射であり、 $R’$

は Galois cohomology $H^{1}(Q_{x}^{\tau}, \tau)=(Q_{x}^{\tau})^{-}/\sim$ の部分集合に埋め込める。 ここで同値関

係 $\sim$ は $w\sim w’\Leftrightarrow w’=qw\tau(q)^{-1}$ for some $q\in Q_{x}^{\tau}$ で定義されている。 この Galois
cohomology は宇澤達氏により有限であることが示されている。 ( $N$ を $Q_{x}^{r}$ の unipotent
radical とし、 $K$ を $\tau$-stable な $Q_{x}^{\tau}/N$ の極大コンパク ト部分群とすると、 自然な写像
$H^{1}(Q_{x}^{\tau}, \tau)arrow H^{1}(Q_{x}^{\tau}/N, \tau)$ は単射であり、 $H^{1}(K, \tau)\cong H^{1}(Q_{x}^{\tau}/N, \tau)_{\circ})$ q.e.d.

注意 4 (c.f. [8], [14], [17], [18]) $G$ の放物型部分群 $P$ に対し、 $P\backslash G/\tau(P)$ は Bruhat 分
解により有限であるから命題 2により $P\backslash G/L$ も有限である。

$\sigma$ を $\tau$ と可換な $G$ の involution とし、 $H=G^{\sigma}$ とおくと、命題 2により

$\tilde{\psi}$ : $H\backslash G/Larrow H\backslash G/H$

の各 fiber は有限である。 $H\backslash G/H$ の構造は [13] で調べられているので、原理的には $\tilde{\psi}$

の image とすべての fiber を決定すればよいのだが、この方法で第 2節の例をやってみる

とかえって問題を複雑にしているようにも見える。
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