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或る関数空間における

線形等長作用素と合成作用素について

新潟大 自然科学 松本 敏子 (Tosiko Matumoto)

新潟大 理 渡辺 誠治 (Seiji Watanabe)

\S 1. 序

可換 C*環における非有界閉 *微分は、きわめて重要であり、かつ興味深いもの

である。 また、 $C^{(1)}([0,1])$ で考える $d/dt$ は、非有界閉 *-微分であるから、単位元

をもつ可換 $c*$-環 $C(K)$ ( $K$ :コンパクトハウスドルフ空間) の非有界閉 $*$-微分 $\delta$ の

定義域 $\mathcal{D}(\delta)$ は、 $C^{(1)}([0,1])$ のバナッハ空間としてのひとつの一般化とみなせる。

よって、 $D(\delta)$ を調べることで、 $C^{(1)}([0,1])$ のバナッハ空間としての性質が、 $d/dt$

のどんな性質から得られるものなのか、解析できる。また、 $\mathcal{D}(\delta)=C(K)$ ならば、

$\delta\equiv 0$ であるので、 $C(K)$ は、 $\mathcal{D}(\delta)$ の特別な場合と考えられることから、 $\mathcal{D}(\delta)$ を

調べることで、 $C(K)$ と $C^{(1)}([0,1])$ とその他の微分可能な関数による空間をひとま

とめにして扱うことを目指す。非有界閉 *微分の定義域 $\mathcal{D}(\delta)$ については、いろい

ろ調べられている。例えば、 1は $\mathcal{D}(\delta)$ に自動的に含まれてしまうし、また、 $\mathcal{D}(\delta)$

では $C^{(1)}$ -functional calculus ができる。非可環 $c*$ -環では $C^{(1)}$ -functional calculus

はできないことが A. McIntosh により示されている ([16])。 $\mathcal{D}(\delta)$ は、後で述べる c-

ノルムや $\Sigma_{-}$ノルムや $\delta-$ノルムにより可環バナッハ環になり、さらに、境 [21] によ
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リシロウ部分環 (即ち、 $\mathcal{D}(\delta)$ の maximal ideal space が $K$ で、 点と閉集合を分離

する元が $\mathcal{D}(\delta)$ からとれる) になることも、知られている。他にも、 $Batty[1,2]$ や

Goodman[9] や富山 [25] 等によりバナッハ環としての興味深い結果が得られている。

非可換の場合も含めて、C*-環の非有界 $*$ -微分については、 [3,4,5,13,14,18,21,22] を

参照してください。

一方、 よく知られた Banach-Stone の定理 [8] は、 $C(K)$ からそれ自身の上への

線形等長作用素が、 $K$ からそれ自身への同相写像によって誘導されることを述べて

いる。更に、 $C^{(1)}([0,1])$ からそれ自身の上への線等長作用素についても、調べられ

ている。 まず、 Cambern [6] が c-ノルムで次の結果を得た。 $C^{(1)}([0,1])$ でのノル

ムを

$\Vert f\Vert_{c}=\sup\{|f(x)|+|f’(x)| : x\in[0,1]\}$ $(f\in C^{(1)}([0,1]))$

とし、 $T$ を $C^{(1)}([0,1])$ からそれ自身の上への線形等長作用素とすると、任意の

$f\in C^{(1)}([0,1])$ と $x\in[0,1]$ に対して

$T(f)(x)=e^{i\theta}f(\tau(x))$

で表せることがわかる。ただし、 $e^{i\theta}=T(1)(\theta\in(-\pi, \pi$])( 定数) であり、 $\tau=id$

または $\tau=1-id$ $(id(x)=x : x\in[0,1])$ である。 その後、 $\Sigma-$ノルムで Rao-Roy

[19] が調べた。最近では、 Jarosz-Pathak [10] が、たくさんの古典的なよく知られて

いる空間上のそれ自身の上への線形等長作用素の研究に一般的な設定を与えた。

ここでは、$C(K),$ $C^{(1)}([0,1])$ の一般化として M-ノルムをもつバナッハ空間 $\mathcal{D}(\delta)$

の線形等長作用素について考える。また、最近研究が活発に行われている合成作用
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素のコンパクト性についても、併せて議論する。さらに、詳しい $\mathcal{D}(\delta)$ の性質を知る

には、非有界閉 *微分 $\delta$ 自身の詳しい研究が必要と思われる。

\S 2. 準備

まず, 非有界閉 *-微分の定義とその定義域でのノルムと、後で用いる 3つの命題

を述べておく。

定義 $K$ をコンパクトハウスドルフ空間とする。$C(K)$ は $K$ 上で定義された複素

数値連続関数全体とし、 supremum ノルムで考える。 $C(K)$ 上の線形写像 $\delta$ が次の

条件を満たす時、 $\delta$ を微分と呼ぶ。

(1) $\delta$ の定義域 $\mathcal{D}(\delta)$ が、 $C(K)$ の稠密な部分環となる。

(2) $\delta(fg)=\delta(f)g+f\delta(g)(f, g\in \mathcal{D}(\delta))$ .

微分 $\delta$ が次の条件を満たす時、 $\delta$ を $*$ -微分と呼ぶ。

(3) $f\in \mathcal{D}(\delta)$ ならば、 $f^{*}\in \mathcal{D}(\delta)$ で $\delta(f^{*})=\delta(f)^{*}$ . (ただし、 $f^{*}$ は $f$ の複素共役

とする。)

また、微分 $\delta$ が次の条件を満たす時、 $\delta$ を閉微分と呼ぶ。

(4) $f_{n}\in \mathcal{D}(\delta)$ で、 $f_{n}$ が $f$ に収束し $\delta(f_{n})$ が $g$ に収束すれば、 $f\in \mathcal{D}(\delta)$ で $\delta(f)=g$ .

(すなわち、作用素として閉。 )

例

$\bullet$ $C([0,1])$ における微分 $d/dt$ は非有界閉 *微分である。

$\bullet$
$\Phi$ を定数でない一般化されたカントール関数 (GCF) とし、 $C^{*}(1, \Phi)$ を $\Phi$ と 1に

よって生成される $C([0,1])$ の $c*$ -部分環とする。 $f\in C^{(1)}([0,1])$ と $g\in C^{*}(1, \Phi)$
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に対し、 $\delta(f+g):=(d/dt)f$ で定義すると、 $\delta$ は $d/dt$ の拡張である $C([0,1])$ にお

ける非有界閉 $*$ -微分であり、 $\mathcal{D}(\delta)=C^{(1)}([0,1])+Ker(\delta)$ である。逆に、 $\delta$ を $d/dt$

の拡張である $C([0,1])$ における非有界閉 $*$ -微分とすると、 $Ker(\delta)=C^{*}(1, \Phi)$ とな

る $\Phi$ (GCF) が存在して、 $\mathcal{D}(\delta)=C^{(1)}([0,1])+Ker(\delta)$ である ([22])。

$\bullet$ $C([0,1]\cross K)$ ( $K$ : コンパクトハウスドルフ) における偏微分は、非有界閉 $*$ -微

分である。

非有界閉 *微分の定義域 $\mathcal{D}(\delta)$ は、次の 3つのノルムを考えると、バナッハ環に

なる。

(c-ノルム) $|1f\Vert_{c}$ $:= \sup\{|f(x)|+|\delta(f)(x)| : x\in K\}$ $(f\in \mathcal{D}(\delta))$

( $\Sigma-$ノルム) $\Vert f\Vert_{\Sigma}$ $;=\Vert f\Vert_{\infty}+\Vert\delta(f)\Vert_{\infty}$ $(f\in D(\delta))$

ただし、 $\Vert f\Vert_{\infty}$ は、 $C(K)$ の supremum ノルムとする。

( $\delta-$ノルム) $\Vert f\Vert_{\delta}$ $:= \sup_{t\in K}\Vert(^{f(t)}0$ $\delta(f)(t)f(t))\Vert$ $(f\in \mathcal{D}(\delta))$

また、

( $M-$ノルム) $|1f\Vert_{M}$ $:= \max$( I $f\Vert_{\infty},$ $\Vert\delta(f)\Vert_{\infty}$ ) $(f\in \mathcal{D}(\delta))$

で与えると、 $\mathcal{D}(\delta)$ は、バナッハ空間である。 これらのノルムは、すべて同値である。

$\Vert f\Vert_{M}\leq||f\Vert_{\delta}\leq 2\Vert f\Vert_{c}\leq 2\Vert f\Vert\Sigma\leq 4\Vert f\Vert_{M}$

次に、後で用いる 3つの命題を述べる ([22])。
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命題 $1$ . $K$ をコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ を $C(K)$ の非有界閉 $*$-微

分とすると、 $f(=f^{*})\in \mathcal{D}(\delta)$ と $h\in C^{(1)}([-||f\Vert_{\infty}, \Vert f\Vert_{\infty}])$ に対して、 $h(f)\in \mathcal{D}(\delta)$

で $\delta(h(f))=h’(f)\delta(f)$ .

命題 $2$ . $K$ をコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ を $C(K)$ の非有界閉 $*$-微

分とする。 もし、 $f\in D(\delta)$ が $x\in K$ の近傍で定数ならば、 $\delta(f)(x)=0$ .

命題 $3$ . $K$ をコンパクトハウスドルフ空間、 $\delta$ を $C(K)$ の非有界閉 *微分と

し、 $J_{1}$ と」2を $K$ の互いに素な閉部分集合とすると、 $J_{1}$ で $f=0$ 、
$J_{2}$ で $f=1$ で

あり、 $0\leq f\leq 1$ であるような $f\in \mathcal{D}(\delta)$ が存在する。

ここで、記号の説明をする。バナッハ空間 $B$ に対し、共役空間を $B^{*}$
、 閉単位球

を $B_{1\text{、}}$ その端点全体を $extB_{1}$ とする。 また、非有界閉 *-微分 $\delta$ の核を $Ker(\delta)$ と

し、 値域を $\mathcal{R}(\delta)$ とする。

以下、 $\mathcal{D}(\delta)$ で扱うノルムは、

$\Vert f\Vert_{M}=\max(\Vert f\Vert_{\infty}, \Vert\delta(f)\Vert_{\infty})$

とする。

\S 3. 非有界 $*$-微分の定義域の単位球における端点

多くの具体的バナッハ空間の閉単位球の端点が、既に調べられている。

$K$ をコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ を $C(K)$ の非有界閉 *微分とする。

$f$ が $D(\delta)_{1}$ の端点であれば、 $\Vert f\Vert_{\infty}=1$ である。 また、 $f\in D(\delta)_{1}$ で、 すべての
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$x\in K$ に対し $|f(x)|=1$ ならば、 $f$ は $C(K)$ の端点であるので $\mathcal{D}(\delta)_{1}$ の端点であ

る。 $extD(\delta)_{1}$ の元の特徴付けとして、次の定理を得た。

定理 1. $Ker(\delta)=\mathbb{C}1$ を仮定する。 $f$ が $\mathcal{D}(\delta)_{1}$ における端点となる必要十分条

件は、

$\Vert f\Vert_{M}=\Vert f\Vert_{\infty}=1$ , $|\delta(f)(x)|=1(x\in K\backslash M_{f})$

である。 ただし、

$M_{f}=\{x\in K : |f(x)|=1(=\Vert f\Vert_{\infty})\}$

とする。

注 ‘必要条件’ の部分の証明に、 $\delta$ の核を $\mathbb{C}1$ とする条件は、不要である。

端点の例をあげる。

例 $K$ をコンパクトハウスドルフ空間、$\delta$ を $C(K)$ における非有界閉 $*$-微分とする。

$\Vert\delta(f)\Vert_{\infty}\leq 1$ である任意の $f(=f^{*})\in \mathcal{D}(\delta)$ に対して、絶対値が常に 1で I $h’\Vert_{\infty}\leq 1$

である $h\in C^{(1)}([-\Vert f\Vert, \Vert f\Vert])$ が存在する。 $h(f)$ は、 $\Vert h(f)\Vert_{M}=\Vert h(f)\Vert_{\infty}=1$ であ

り、 絶対値が常に 1である。よって、 $h(f)$ は、 $\mathcal{D}(\delta)_{1}$ の端点である。

例 $K$ を連結なコンパクトハウスドルフ空間、 $\delta$ を $C(K)$ における非有界閉 $*$ -微

分で $\mathcal{R}(\delta)=C(K)$ であるとすると、次の 3つの条件を満たす $f(=f^{*})\in \mathcal{D}(\delta)$ と

$h\in C^{(1)}([-\Vert f\Vert_{\infty}, \Vert f\Vert_{\infty}])$ が存在する。 (i). $\Vert h(f)\Vert_{\infty}=1$ . (ii). $|h(f)(x)|<1$ で

ある $x\in K$ が存在. (iii). $|\delta(h(f))|\equiv 1$ . $h(f)$ は、 $\mathcal{D}(\delta)$ の元で肋 (f)||M $=1$ であ

り、 定理 1の条件を満たす。よって、 $Ker(\delta)=\mathbb{C}1$ ならば、 $h(f)$ は $\mathcal{D}(\delta)_{1}$ の端点

である。
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命題 2. $K=I\cup J$ ( $I,$ $J$ は、互いに素な実数 $\mathbb{R}$ の閉区間) とし、 $\delta$ を、 $C(K)$

における 閉*微分とする。 $Ker(\delta)$ を、 $I$ と $J$ で定数である関数全体と仮定する。

$f\in D(\delta)$ は、 $\Vert f\Vert_{M}=\Vert f\Vert_{\infty}=1$ であり、絶対値が 1とならない $x\in K$ が存在す

ると仮定すると、 $f\in ext\mathcal{D}(\delta)_{1}$ である必要十分条件は、 $|\delta(f)(x)|=1(x\in K\backslash M_{f})$ ,

$I\cap M_{f}\neq\phi,$ $J\cap M_{f}\neq\phi$ である。 (ただし、$M_{f}=\{x\in K:|f(x)|=1(=\Vert f\Vert_{\infty})\}$ . )

\S 4. 非有界 $*$-微分の定義域の共役空間の単位球における端点

Krein-Milman の定理より、バナッハ空間の共役空間の閉単位球は、十分たくさ

んの端点を持つことが知られている。 ここでは、 $\mathcal{D}(\delta)^{*}$ の閉単位球の端点の形を調

べる。

任意の $K$ の元 $x$ に対して $\eta_{x},$
$\eta_{x}’\in \mathcal{D}(\delta)^{*}$ を次のように定義する。

$\eta_{x}(f)$ $:=f(x)(f\in \mathcal{D}(\delta))$ ,

$\eta_{x}’(f)$ $:=\delta(f)(x)(f\in \mathcal{D}(\delta))$ .

$\eta_{x}\in \mathcal{D}(\delta)^{*}$ のノルムは、 1である。 $\mathcal{R}(\delta)=C(K)$ ならば、 $\eta_{x}’\in \mathcal{D}(\delta)^{*}$ のノルムも、

1である。

定理 $3$ . $K$ を第一可算公理を満たすコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ は

$C(K)$ における非有界閉 *微分で $\mathcal{R}(\delta)=C(K)$ であるとする。 $\mathcal{D}(\delta)^{*}$ の元 $F$ が

$\mathcal{D}(\delta)_{1}^{*}$ の端点ならば、 $x\in K$ と $\theta\in(-\pi, \pi$ ] が存在し

$F=e^{i\theta}\eta_{x}$ または $F=e^{i\theta}\eta_{x}’$
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である。 また、逆も成り立っ。

この定理は、次の 3つの補題から得られる。

補題 4. $K$ をコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ を $C(K)$ における非有界

閉 *微分とする。 $\mathcal{D}(\delta)^{*}$ の元 $F$ が $\mathcal{D}(\delta)_{1}^{*}$ の端点ならば、 $x\in K$ と $\theta\in(-\pi, \pi$] が

存在し

$F=e^{i\theta}\eta_{x}$ または $F=e^{i\theta}\eta_{x}’$

である。

補題 $5$ . $K$ を第一可算公理を満たすコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ を

$C(K)$ における非有界閉 *微分とする。任意の $x\in K$ と $\theta\in(-\pi, \pi$ ] に対し、

$F:=e^{i\theta}\eta_{x}$ と定義すれば、 $F\in D(\delta)^{*}$ は $\mathcal{D}(\delta)_{1}^{*}$ の端点である。

補題 $6$ . $K$ を第一可算公理を満たすコンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta$ は

$C(K)$ における非有界閉 *微分で $\mathcal{R}(\delta)=C(K)$ であるとする。任意の $x\in K$ と

$\theta\in(-\pi, \pi]$ に対し、 $F:=e^{i\theta}\eta_{x}’$ と定義すれば、 $F\in \mathcal{D}(\delta)^{*}$ は $\mathcal{D}(\delta)_{1}^{*}$ の端点である。

\S 5. 非有界 $*$-微分の定義域上の線形等長作用素

上への線形等長作用素は、共役空間の閉単位球の端点全体を 閉単位球の端点全体

に写すので、定理 3を用いて、次の結果を得た。

定理 7. $K_{1},$ $K_{2}$ を第一可算公理を満たす連結なコンパクトハウスドルフ空間

とし、 $\delta_{1}$ と $\delta_{2}$ を、それぞれ $C(K_{1})$ と $C(K_{2})$ の非有界閉 *-微分とする。 $T$ を $D(\delta_{1})$

から $\mathcal{D}(\delta_{2})$ の上への線形等長作用素とすると、 $K_{2}$ から $K_{1}$ の上への同相写像 $\tau$
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と絶対値が常に 1である $w\in \mathcal{D}(\delta_{2})$ が存在し、

$T(f)(y)=w(y)f(\tau(y))$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta_{1}),\forall y\in K_{2})$ .

注 $\mathcal{D}(\delta_{1})$ から $\mathcal{D}(\delta_{2})$ の上への線形等長作用素が存在するのは、 $\delta_{i}=0(i=1,2)$

の場合か、 $\delta_{i}\neq 0(i=1,2)$ の場合である。

定理 8. $K_{1},$ $K_{2}$ を第一可算公理を満たすコンパクトハウスドルフ空間とし、

$\delta_{1},$ $\delta_{2}$ を、それぞれ $\mathcal{R}(\delta_{1})=C(K_{1}),$ $\mathcal{R}(\delta_{2})=C(K_{2})$ である $C(K_{1}),$ $C(K_{2})$ におけ

る非有界閉 *微分とすると、次の (1), (2) が成り立つ。

(1) $T$ を $\mathcal{D}(\delta_{1})$ から $\mathcal{D}(\delta_{2})$ の上への線形等長作用素とすると、次のことがいえる。

(i) $\tau_{t_{2}^{\Gamma}}$ から $K_{1}$ の上への同相写像 $\tau$ , 絶対値が常に 1である $w\in Ker(\delta_{2}),$ $\delta_{1}(f_{0})=1$

となる $f_{0}\in \mathcal{D}(\delta_{1})$ が存在し、

$T(f)(y)=w(y)f(\tau(y))$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta_{1}),\forall y\in K_{2})$ ,

$\delta_{2}(T(f))(y)=w(y)\delta_{2}(f_{0}o\tau)(y)\delta_{1}(f)(\tau(y))$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta_{1}), \forall y\in K_{2})$ .

(ii) $T(Ker(\delta_{1}))=Ker(\delta_{2})$ .

(2)(i) $|w(y)|=1(\forall y\in K_{2} )$ , (ii) $\tau$ : $K_{2}$ から $K_{1}$ の上への同相写像, (iii) $\forall f\in D(\delta_{1})$

に対して $fo\tau\in \mathcal{D}(\delta_{2}),$ $(iv)\forall g\in \mathcal{D}(\delta_{2})$ に対して $go\tau\in \mathcal{D}(\delta_{1}),$ $(iv)\forall y\in K_{2}$ に対

して $|\delta_{2}(fo\tau)(y)|=|\delta_{1}(f)(\tau(y))|$ , を満たす任意の $w\in Ker(\delta_{2})$ と $\tau$ で、 $T$ を次の

ように定義すると、 $T$ は、 $\mathcal{D}(\delta_{2})$ から $\mathcal{D}(\delta_{1})$ の上への線形等長作用素である。

$T(f)(y)$ $:=w(y)f(\tau)(y)$ $(\forall f\in D(\delta_{1}),\forall y\in K_{2})$ .
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定理 8において、 $\delta$ が、 $d/dt$ の拡張である $C([0,1])$ における非有界閉 $*$ -微分の

場合 (すなわち、 $C^{(1)}([0,1])\subseteq \mathcal{D}(\delta),$ $f\in C^{(1)}([0,1])$ に対して、 $\delta(f)=f’$ ) を考

えると、 さらに詳しい $\tau$ と $w$ の特徴付けが、可能となる。

$[0,1]$ 上の実数値関数 $\Phi$ が一般化されたカントール関数 (GCF) であるというの

は、 $\Phi$ が $[0,1]$ 上で単調で、 $[0,1]$ のどんな区間上でも、狭義単調ではないときに

いう。 よって、 GCF である $\Phi$ に対して、互いに素で空でない開区間の集合族 $\{I_{k}\}$

が存在し、 $\Phi$ は各々の $I_{k}$ 上で定数で、 $\cup \text{黒_{}1}I_{k}$ は $[0,1]$ で稠密である。

$[0,1]$ 上の恒等写像を $id$ とする。

系 $9$ . $\delta$ を、 $d/dt$ の拡張である $C([0,1])$ における非有界閉 $*$ -微分とすると、次

の (1), (2) が、成り立つ。

(1) $T$ を $\mathcal{D}(\delta)$ から $\mathcal{D}(\delta)$ の上への 線形等長作用素 とすると、 (i) $|w(x)|=1$ $($

$\forall x\in[0,1]$ ), (ii) $\tau$ $:=id+\tau_{0}$ が、 $[0,1]$ 上の同相写像, (iii) $\tau^{-1}=id+\rho 0,$ $\tau_{0}(0)=$

$\tau_{0}(1)=\rho_{0}(0)=\rho 0(1)=0$ , を満たす $\tau_{0},$ $\rho 0,$ $w\in Ker(S)$ が存在し、

$T(f)(x)=w(x)fo(id+\tau_{0})(x)$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta),\forall x\in[0,1])$

または

$T(f)(x)=w(x)fo(1-(id+\tau_{0}))(x)$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta),\forall x\in[0,1])$ .

(2)(i) $|w(x)|=1$ $(\forall x\in[0,1] )$ , (ii) $\tau$ $:=id+\tau_{0}$ : $[0,1]$ 上の同相写像, (iii)

$\forall f\in Ker(\delta)$ に対して、 $fo\tau,$ $fo\tau^{-1}\in \mathcal{D}(\delta)$ , を満たす任意の $w,$ $\tau_{0}\in Ker(\delta)$ で、

ハと乃を次のように定義すると、$T_{1},$ $T_{2}$ は、 $\mathcal{D}(\delta)$ から $\mathcal{D}(\delta)$ の上への線形等長作
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用素である。

$T_{1}(f)(x)$ $:=w(x)fo(id+\tau_{0})(x)$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta),\forall x\in[0,1])$ ,

$T_{2}(f)(x)$ $:=w(x)fo(1-(id+\tau_{0}))(x)$ $(\forall f\in D(\delta),\forall x\in[0,1])$ .

系 $10$ . $T$ を $C^{(1)}([0,1])$ からそれ自身の上への線形等長作用素とすると、

$T(f)(x)=e^{i\theta}f(\tau(x))$ $(\forall f\in C^{(1)}[0,1], \forall x\in[0,1])$ .

ただし、 $e^{i\theta}=T(1)(\theta\in(-\pi, \pi$]) (定数) であり、 $\tau=id$ または $\tau=1-id$

$(id(x)=x : x\in[0,1])$ である。

\S 6. 非有界閉 $*$-微分の定義域上の合成作用素

非有界閉 $*$ -微分の定義域上の線形等長作用素は、荷重合成作用素の特別な形である

ことがわかった。そこで、まず、合成作用素について考えていくことにする。ここで

は、特に、非有界閉 *微分の定義域上の合成作用素のコンパクト性について、議論す

る。 (同値なノルムの、どのノルムでも良い。)H. Kamowitz[ll] により $C^{(1)}([0,1])$

上では調べられている。

$K_{1},$ $K_{2}$ を、 コンパクトハウスドルフ空間とし、 $\delta_{i}(i=1,2)$ を $C(K_{i})$ における

非有界閉 *-微分とする。 $\varphi$ を $K_{2}$ から $K_{1}$ への連続写像とする。 $C_{\varphi}$ を、次のように

定義し、合成作用素と呼ぶ。

$C_{\varphi}(f)$ $:=fo\varphi$ $(\forall f\in \mathcal{D}(\delta_{1}))$
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尚、 $\varphi$ は、 $C_{\varphi}$ が $\mathcal{D}(\delta_{1})$ から $\mathcal{D}(\delta_{2})$ への作用素になるように設定してから、議論を

はじめる。 閉グラフの定理より、 $C_{\varphi}$ は有界作用素である。

定理 1 1. $C_{\varphi}$ が $\mathcal{D}(\delta_{1})$ から $\mathcal{D}(\delta_{2})$ への弱コンパクト作用素 (即ち、$C_{\varphi}(D(\delta_{1})_{1})$

が弱相対コンパクト) ならば、 $\mathcal{R}(C_{\varphi})\subset Ker(\delta_{2})$ である。特に、 $Ker(\delta_{2})=\mathbb{C}1$ な

らば、 $\varphi$ は constant である。 (即ち、 $\varphi$ は $K_{2}$を一点に写す。 )
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