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Simple Production Planning Model について

愛媛大学工学部 大橋守 (Mamoru Ohashi)

1 はじめに

ある製品の在庫量に注目して、製品の適正な生産率を決める Production Planning
Model を考える。製品の在庫量は需要率と生産率によって決まる微分方程式に従う
とする。Thompson and Sethi [7] は製品の需要率が時間の関数として与えられてい
るとき、総費用を最小にする最適な製品の生産率を求めた。製品の需要率が Wiener
過程に従って変化する場合は Bensoussan, Sethi, Vickson and Derzko [2] によって取
り扱われている。また、製品の需要率がマルコフ連鎖に従ってランダムに変化する場
合は Fleming, Sethi and Soner [3] によって研究されている o Akella and Kumar [1],
Ghosh, Arapostathis and Marcus [5] は生産システムの故障や修理を考慮して、生産
率に制約がある Production Planning Model を取り扱った。
ここでは、製品の在庫量がランダムパラメータをもつ線形微分方程式に従うと

する。

$dx(t)=\{A(y(t))x(t)+B(y(t))u(t)-c(y(t))\}dt$ , (1)

$x(O)=x$ , $y(O)=i$ , $u(t)\in K$

ただし, 製品の在庫量を $x(t)\in R^{n}$ , 製品の生産率 $u(t)\in R^{n}$ , 製品の需要率 $c(y(t))\in$

$R^{n},$ $n\cross n$ 係数行列 $A(y(t)),$ $n\cross n$ 係数行列 $B(y(t))$ , 有界閉凸集合 $K$ , マルコフ

連鎖 $\{y(t) : t\geq 0\}$ とする。マルコフ連鎖の状態空間 $S=\{1,2, \ldots, s\}$ は有限で生成
行列 A を

$\Lambda=($ $-\lambda_{1}\lambda_{s1}\lambda^{2^{11}}$ $-\lambda_{22}^{12}\lambda\lambda_{s2}$

...
$-\lambda_{ss}^{1s}\lambda_{2s}\lambda$ ), (2)

$\lambda_{ii}=\sum_{j\neq i}\lambda_{ij}$
, $\lambda_{ij}\geq 0$
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とする。このマルコフ連鎖によって, 製品の需要や生産システムの故障、修理による
システムパラメータの変化を表す。入力 $u(t)$ は $K$ の値をとる有界な可測関数とし、
この admissible control のクラスを $\Phi$ とする。任意の $u\in\Phi$ に対して (1), (2) の解
が存在し

$z(t)=(\begin{array}{l}x(t)y(t)\end{array})$

とおくと, $\{z(t) : t\geq 0\}$ がマルコフ過程になる。今後, 記号を簡単にするため
$y(t)=i$ のとき $A(y(t)),$ $B(y(t)),$ $c(y(t))$ を $A_{i},$ $B_{i}$ , ci と書くことにする。

2 Simple Production Planning Model

この節では需要率に注目して単純化した Production Planning Model を示し、 こ

こで取り扱う Production Planning 問題を定式化する。

2.1 Production Planning Models

(1) Thompson and Sethi のモデル
需要率は時間の関数 $c(t)>0$ で与えられ、在庫量 $x(t)$ が

$\frac{d}{dt}x(t)=u(t)-c(t)$ , $x(0)=x$

に従う。 このとき

$J(u:x)= \int_{0}^{T}e^{-\alpha t}\{\frac{h}{2}(x(t)-x_{0})^{2}+\frac{g}{2}(u(t)-u_{0})^{2}\}dt$ , $T>0$

を最小にする生産率 $u(t)\geq 0$ を決める。 ここで、 $h,$ $g$ は正の定数、 $x_{0},$ $u_{0}$ は

目標の在庫量、生産率とする。

(2) Bensoussan, Sethi, Vickson and Derzko のモデル
需要率は定数 $c>0$ に white noise $\{w(t)\}$ が加わり、在庫量 $x(t)$ が

$dx(t)=\{u(t)-c\}dt+\sigma dw(t)$ , $x(0)=x$

に従う。 このとき

$J(u:x)= E[\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha t}\{\frac{h}{2}(x(t)-x_{0})^{2}+\frac{g}{2}(u(t)-u_{0})^{2}\}dt|x(0)=x]$

を最小にする生産率 $u(t)\geq 0$ を決める。 ここで、 $\sigma,$ $h,$ $g$ は正の定数、 $x_{0},$ $u_{0}$

は目標の在庫量、生産率とする。
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(3) Akella and Kumar のモデル
需要率は定数 $c>0$ であるが生産システムの故障と修理により生産率が影響を
受け、在庫量 $x(t)$ が

$dx(t)=\{y(t)u(t)-c\}dt$ , $x(O)=x$ , $y(O)=i$

に従う。ただし、$u(t)\in K=[0, d]$ ( $d$ は正の定数), $y(t)\in S=\{0,1\}$ とする。
$y(t)=0$ は故障状態、 $y(t)=1$ は正常な状態を表す。 このとき

$J(u : x,i)= E[\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha_{-}t}\{h^{+}x^{+}(t)+h^{-}x^{-}(t)\}dt|x(0)’=x,$ $y(0)=i]$

を最小にする生産率 $u(t)$ を決める $0$
こ $\vee\bigcap_{\cup}$ で、 $x^{+}(t)= \max\{0, x(t)\},$ $x^{-}(t)=$

$\max\{0, -x(t)\}$ 、 $h^{+},$ $h^{-}$ は正の定数とする。

(4) Ghosh, Arapostathis and Marcus のモデル
需要率は定数 $c$ に white noise $\{w(t)\}$ が加わり、在庫量 $x(t)$ が

$dx(t)=\{y(t)u(t)-c\}dt+\sigma dw(t)$ , $x(O)=x$ , $y(O)=i$

に従う。ただし、 $u(t)\in K=[0, d],$ $y(t)\in S=\{0,1\}$ とする。 このとき

$J(u:x,i)= E[\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha t}h(x(t))dt|x(0)=x,$ $y(0)=i]$

を最小にする生産率 $u(t)$ を決める。 ここで、 $\sigma$ は正の定数、 $h(x)$ は単位時間
当たりの在庫費用とする。

(5) Fleming, Sethi and Soner のモデル
需要率はマルコフ連鎖によって変わり、在庫量 $x(t)$ が

$dx(t)=\{u(t)-c(y(t))\}dt$ , $x(O)=x$ , $y(O)=i$

に従う。ただし、 $u(t)\geq 0,$ $y(t)\in S=\{1,2, \cdot, n\}$ とする。 このとき

$J(u : x,i)= E[\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha t}\{h(x(t))+g(u(t))\}dt|x(0)=x,$ $y(0)=i]$

を最小にする生産率 $u(t)$ を決める。ここで、 $h(x),$ $g(x)$ は単位時間当たりの在
庫費用、生産費用とする。
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2.2 モデルの定式

ある製品の需要率と生産システムの故障と修理により、システムパラメータがマ
ルコフ連鎖によって変わり、在庫量 $x(t)$ が

$dx(t)=\{A(y(t))x(t)+B(y(t))u(t)-c(y(t))\}dt$ , $x(O)=x$ , $y(O)=i$

に従うとする。ただし、 $u(t)\in K$ で、 $K$ は $0$ を含む有界閉凸集合とする。このとき

$J(u : x, i)= E[\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha t}\{h(x(t))+g(u(t))\}dt|x(0)=x,$ $y(0)=i]$ (3)

を最小にする生産率 $u(t)$ を決める Production Planning 問題を取り扱う。ただし、
$h(x),$ $g(x)$ は単位時間当たりの在庫費用、生産費用とする。
ここでは以下の仮定のもとで Production Planning 問題を考察する $\dot{o}$

仮定 (i) 在庫費用 $h(x)$ は $R^{n}$ の凸関数で、正の定数 $k_{1},$ $k_{2}$ に対して

$-k_{1}\leq h(x)\leq k_{2}(1+|x|^{2})$

とする。

(ii) 生産費用 $g(u)$ は $K$ の狭義凸関数とする。

(iii) それぞれの $i\in S$ に対して $B_{i}\geq 0,$ $c_{i}>0$ とする。

最適費用関数を

$v(x,i)= \inf_{u\in\Phi}J(u:x,i)$ (4)

とし、

$v(x;i)=J(u^{*} : x, i)$

となる $u^{*}\in\Phi$ を最適生産方策と言う。

3 最適方策

ランダムパラメータをもつ線形システム (1), (2) において, $u(t)=c(y(t))=0$
の場合, すなわち, 線形システム

$dx(t)=A(y(t))x(t)dt$ , (5)

$x(0)=x$ , $y(0)=i$

について安定性を定義する。
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定義 1(stochastically stable)
ランダムパラメータをもつ線形システム (2), (5) の状態 $x(t)$ が

$\lim_{Tarrow\infty}E[\int_{0}^{T}|x(t)|^{2}dt|x(0)=x, y(0)=i]<\infty$ (6)

であるとき, 線形システム $A$ は stochastically stable という。

補題 1線形システム $A$ が stochastically stable ならば、それぞれの $i\in S$ に対して

$(A_{i}- \frac{1}{2}\lambda_{ii}I)’P_{i}+P_{i}(A_{i}-\frac{1}{2}\lambda_{ii}I)+\sum_{j\neq i}\lambda_{ij}P_{j}+I=0$ (7)

となる対称正定行列 $P_{i},$ $i\in S$ が存在する。

[証明] [8] を見よ。 $\Vert$

線形システム $A$ が stochastically stable であるとき、最適費用関数 $v(x, i)$ の性質
を次に示す。

補題 2線形システム $A$ が stochastically stable ならば、それぞれの $i\in S$ に対して
$v(x, i)$ .は凸関数で

$-k\leq v(x,i)\leq k(1+|x|^{2})$ (8)

となる正の定数 $k$ が存在する。

[証明] 初めに、それぞれの $i\in S$ に対して $v(x, i)$ が凸関数であることを示す。任意
の $\epsilon>0$ に対して

$v(x_{l}, i)+\epsilon>J(u_{l} : x_{l},i)$ , $l=1,2$

となる $u_{l}\in\Phi$ を選ぶ。 また、任意の $\lambda\in[0,1]$ に対して

$x=\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2}$ , $u=\lambda u_{1}+(1-\lambda)u_{2}$

とおくと

$\lambda v(x_{1},i)+(1-\lambda)v(x_{2},i)+\epsilon>\lambda J(u_{1} : x_{1},i)+(1-\lambda)J(u_{2} : x_{2},i)$

仮定より $h(x),$ $g(u)$ は凸関数であるから (1), (3) 式を用いると

$\lambda J(u_{1} : x_{1},i)+(1-\lambda)J(u_{2} : x_{2},i)>J(u:x,i)$

となる。上式の右辺は $v(x, i)$ の定義より $J(u:x, i)\geq v(x, i)$ であるから
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$\lambda v(x_{1},i)+(1-\lambda)v(x_{2},i)+\epsilon>v(x,i)$

よって、 $v(x, i)$ は凸関数となる。
次に、不等式 (8) を示す。$K$ が有界であるから、仮定 (i) の不等式より $-k\leq v(x, i)$

を得る。 $\tilde{A}$ をマルコフ過程 $\{z(t)\}$ の weak infinitesimal operator とすると、補題 1
の対称正定行列 $P_{:}$ , $i\in S$ に対して

$\tilde{A}(x’P_{i}x)=x’\{(A_{i}-\frac{1}{2}\lambda_{ii}I)’P_{i}+P_{1}(A_{i}-\frac{1}{2}\lambda:iI)+\sum_{j\neq:}\lambda_{ij}P_{j}\}x$

$+(B_{i}u-c_{i})’P_{i}x+x’P_{i}(B_{i}u-c_{i})$

となる。 (7) より

$\tilde{A}(x’P:x)=-|x|^{2}+(B_{i}u-c_{i})’P_{i}x+x’P_{1}(B_{i}u-c_{i})$

$K$ は有界集合、 $S$ は有限集合であるから $\tilde{A}(x’P_{i}x)\leq d_{1}$ となる定数 $d_{1}$ が存在する。
Dynkin の公式より

$E[x’(t)P(y(t))x(t)|x(0)=x, y(0)=i]\leq x’P_{i}x+d_{1}t$

となる。 $P_{i},$ $i\in S$ が対称正定行列であるから適当に定数 $d_{2}$ を選ぶと

$E[|x(t)|^{2}|x(0)=. x, y(0)=i]\cdot\leq d_{2}|x|^{2}(1+t)$

と書ける。仮定より $h(x)\leq k_{2}(1+|x|^{2})$ で $g(u)$ は有界であるから $v(x, i)\leq k(1+|x|^{2})$

となる定数 $k$ が存在する。 $\Vert$

この最適化問題に関係したダイナミックプログラミングの方程式は

$\alpha v(x, i)+H(x, i, \nabla v(x, i))-Lv(x, i)=0$ , $x\in R^{n}$ , $i\in S$ (9)

となる。ただし、

$H(x, i, r)=- \inf_{u\in K}[h(x)+g(u)+(A_{i}x+B_{i}u-c_{i})\cdot r]$ (10)

$Lv(x, i)= \sum_{j\neq i}\lambda_{ij}[v(x,j)-v(x, i)]$ (11)

とする。

補題 3 (verffication theorem)
ダイナミックプログラミング方程式 (9) の解 $v(x, i)$ が

(i) それぞれの $i\in S$ に対して $v(x, i)$ が凸関数で、 $-k\leq v(x, i)\leq k(1+|x|^{2})$

(ii) それぞれの $i\in S$ に対して $\nabla v(x, i)$ が連続
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ならば、

(a) 任意の $u\in\Phi$ に対して $v(x, y)\leq J(u:x, y)$

(b)

$H(x^{*}(t), y(t),$ $\nabla v(x^{*}(t), y(t)))=-h(x^{*}(t))+g(u^{*}(t))$

$-\{A(y(t))x^{*}(t)+B(y(t))u^{*}(t)-c(y(t)))\}\cdot\nabla v(x^{*}(t), y(t))$ $a.e$ .
となる $u^{*}\in\Phi$ , 方程式 (1) の解がが存在するとき、$v(x, i)=J(u^{*} : x, i)$

となる。 1

[証明] [4] を見よ $0$
$\Vert$

ダイナミックプログラミング方程式 (9) の連続な解 $v(x, i)$ について次の定義を
行う。

定義 2(viscosity solution)
$v(x, i)$ を連続関数とする。それぞれの $(x, i)$ に対して凸集合 $D_{x}^{+}(x, i),$ $D_{x}^{-}(x, i)$

を次のように定義する。

$D_{x}^{+}(x,i)= \{r\in R^{n} : \lim_{harrow}\sup_{0}(v(x+h,i)-v(x,i)-r\cdot h)|h|^{-1}\leq 0\}$,

$D_{x}^{-}(x, i)= \{r\in R^{n} : \lim_{harrow}\inf_{0}(v(x+h, i)-v(x, i)-r\cdot h)|h|^{-1}\geq 0\}$

このとき、連続関数 $v(x, i)$ がそれぞれの $(x, i)$ に対して

$\alpha v(x,i)+H(x,i,r)-Lv(x,i)\leq 0$ , $r\in D_{x}^{+}(x, i)$

$\alpha v(x, i)+H(x, i, r)-Lv(x, i)\geq 0$ , $r\in D_{x}^{-}(x, i)$

となるとき、ダイナミックプログラミセグ方程式 (9) の viscosity solution と

言う。

補題 4 $v(x, i)$ が viscosity solution で凸関数ならば、それぞれの $i\in S$ に対して
$\nabla v(x, i)$ は存在し、連続となる。

[証明] viscosity solution $v(x, i)$ が凸関数であるから $D_{x}^{-}v(x, i)$ がただ一つの要素しか
持たないことを示せば十分である。 $v(x, i)$ が $x_{n}$ で微分可能ならば (9) 式は

$\alpha v(x_{n},i)+H(x_{n}, i, \nabla v(x_{n},i))-Lv(x_{n},i)=0$

となる。 $v(x, i)$ が連続で凸関数であるから $x_{n}arrow x$ とすると
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$\alpha v(x,i)+H(x,i, r)-Lv(x,i)=0$ , $r\in\Gamma(x, i)$

と書ける。ただし、

$\Gamma(x, i)=$ { $r= \lim_{narrow 0}\nabla v(x_{n},$
$i)$ : $x_{n}arrow X^{\vee}v(x,$ $i)$ は $x_{n}$で微分可能}

とする。 さらに、

$H(x, i, r)=- \inf_{u\in K}\{g(u)+B_{i}u\cdot r\}-h(x)-(A_{i}x-c_{i})\cdot r$

は $r$ に関して凸関数である。 $\Gamma(x, i)$ の凸包は $D_{x}^{-}v(x, i)$ と一致するから

$\alpha v(x,i)+H(x,i, r)-Lv(x, i)\leq 0$ , $r\in D_{x}^{-}v(x,i)$

となる o しかし、 $v(x,i)$ が viscosity solution より

$\alpha v(x, i)+H(x, i, r)-Lv(x, i)\geq 0$ , $r\in D_{x}^{-}v(x, i)$

であるから

$\alpha v(x,i)+H(x,i,r)-Lv(x,i)=0$ , $r\in D_{x}^{-}v(x,i)$

となる。 $H(x, i, r)$ が凸集合 $D_{x}^{-}v(x, i)$ 上で $r$ に関して定数となるから仮定より凸集
合 $D_{x}^{-}v(x, i)$ はただ一つの要素しか持たない。 $||$

補題 5 $v(x, i)$ は viscosity solution となる o

[証明] [3] を見よ。 $\Vert$

定理 1線形システム $A$ が stochastically stable ならば、それぞれの $i\in S$ に対して

$u^{*}(x,i)= \arg\min_{u\in K}[g(u)+B_{i}u\cdot\nabla v(x,i)]$ (12)

は連続となる。

[証明] 補題 $2$
、

$4$
、

$5$ より $\nabla v(x, i)$ は $x$ に関して連続となる。仮定 (ii) より

$g(u)+B_{:}u\cdot\nabla v(x, i)$

の最小点 $u^{*}(x, i)$ はただ 1つ存在し、 $x$ に関して連続となる。 $\Vert$

定理 2線形システム $A$ が stochastically stable で、 $u^{*}\in\Phi$ に対する方程式 (1) の解
が一意に存在するならば、 $u^{*}$ が最適生産方策となる。



39

[証明] 補題 3と定理 1より結果を得る。 $\Vert$

次に (12) 式で決まる $u^{*}$ に対する方程式 (1) の解が一意に存在する例を示す。一
次元の場合を考え、

$g(u)=u^{2}$ , $K=[0, d]$

とする。 このとき、 (1) 式は

$dx(t)=\{A(y(t))x(t)+B(y(t))u^{*}(x(t), y(t))-c(y(t))\}dt$ ,

$x(0)=x$ , $y(0)=i$

(12) 式は

$u^{*}(x,i)$ $=$ $\arg\min[|u|^{2}+B_{i}u\nabla v(x,i)]$
$u\in[0,d]$

$=$ $\{\begin{array}{l}0\nabla v(x,i)\geq 0\min\{-B_{i}\nabla v(x,i),d\}\ll\cdot\sigma)ffl\end{array}$

となる。マルコフ連鎖 $\{y(t) : t\geq 0\}$ が時刻 $0=t_{0}<t_{1}<t_{2}<\cdots$ で状態変化が起っ
たとする。それぞれの $i\in S$ に対して、微分方程式

$\frac{d}{dt}x(t)=A_{i}x(t)+B_{i}u(x(t),i)-c_{i}$ , $t_{l-1}<t\leq t_{l}$

$x(t_{l-1})=x_{l-1}$ , $l=1,2,$ $\cdots$

を考える。 これは

$\frac{d}{dt}[\exp\{-A_{i}(t-t_{l-1})\}x(t)]=\exp\{-A_{i}(t-t_{l-1})\}[B_{i}u^{*}(x(t),i)-c_{i}]$

となる。定理 1と補題 2より $u^{*}(x, i)$ は連続で非増加関数であるから [6] より解が一
意に存在する。
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