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片側相制約をもつ変分問題に対する Legendre 条件

九大理 川崎 英文 (Hidefumi Kawasaki)

九大理 古賀さゆり (Sayuri Koga)

1 Abstract

ここでは次の片側相制約をもつ変分問題を考える。

$(P)$ minimize $J(x)=f_{0^{1}}$ f(ち $x(t),\dot{x}(t)$ ) $dt$

subject to $x\in X,$ $x(t)\geq s(t)\forall_{t}\in[0,1]$ ,

$x(0)=x_{0},$ $x(1)=x_{1}$

但し、 ここで空間 $X$ は各成分が絶対連続であり、 $||\dot{x}(t)||$ が本

質的に有界である関数 $x$ : $[0,1]arrow R^{n}$ の全体で、 また、 $X$ は

ノルムとして

$||x||= \max_{t\in[0,1]}||x(t)||+ess\sup_{t\in[0,1]}||\dot{x}(t)||<\infty$

をもつものとする。点 $x_{0},$ $x_{1}$ は与えられた $R^{n}$ の点、 関数 $s$ :

$[0,1]arrow R^{n}$ は与えられた連続関数とする。関数 $f$ : $R^{2n+1}arrow R$

は $x,\dot{x}$ に関し 2回微分可能な関数であると仮定する。 そうし

て、 解 $\overline{x}$ として、 特に区分的連続微分可能な関数を考えるこ

とにする。 この時、 問題 $(P)$ の弱極値に対する二次の最適必
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要条件 (Legendre 条件) を与える $0$

等式、不等式、集合制約など、いろいろな制約をもつ変分問題

や、 最適制御理論に対する二次の最適必要条件は、 これまでも

たくさんの文献で取り扱われてきた。不等式相制約をもつ最適

制御理論に対しては、最大値原理を使う事により Legendre 条件

を導くことが出来る。 (Gamkrelidze [6]) Dubovickii and Miljutin

[5]) しかし、 それはあくまで強極値に対する最適必要条件であ

る。 また、 $g(t, x(t),\dot{x}(t))\leq 0$ のように・ $\dot{x}$ を含む制約をもつ問

題については、弱極値に対して Legendre-Clebsch条件が知られ

ている。 (Clebsch [2]) McShane [9]) [10]) Dubobickii [3]) Dubovickii

and Miljutin [4], Makowski and Neustadt [8]) しかし、 そこでは

active な点において $g_{\dot{x}}(t,\overline{x}(t),\overline{x}(t))$ が full rank を持つという仮

定をもうけているので、 問題 $(P)$ に対しては適用することは

出来ない $0$ 我々は、抽象最適化問題に対する二次の最適性必要

条件 (Theorem2.1) を利用して、 問題 $(P)$ の弱極値に対する

Legendre 条件を導 \langle
$\circ$ Inactive points $(x(t)>s(t))$ において、

Legendre 条件が成立することは明らかであるが ‘ active points

$(^{\exists}i;x_{i}(t)=s_{i}(t))$ においても、 ある条件が満たされるならば、

Legendre 条件が成立する (Theorem3.2)。
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2 等式、不等式制約をもつ抽象問題に対する最適必要条件

$K=\{v\in(C[0,1])^{n}|v_{i}(t)\leq 0(i=1,2, \cdots, n)\}$

$K$ と双対空間 $K^{*}$ との標準積を $<.,$ $\cdot>,$ $K$ の polar cone を

$K^{o}=\{v^{*}\in K^{c}*|<v^{*},$ $v>\leq 0,$ $\forall_{v\in K\}}$

で表す。また、簡単のため $\hat{f}(t)=f(t,\overline{x}(t),\overline{x}(t)))\hat{g}(t)=g(t,$妖 $t))$

などと書くことにする。 また、 最適解 $\overline{x}$ の角点の集合を $T$ と

かくことにする。次に、

$G(x)=-x(\cdot)+s(\cdot),$ $G(x)(t)=-x(t)+s(t)$

$H(x)=(x(0)-x_{0}, x(1)-x_{1})^{T}$

で写像 $G:Xarrow(C[0,1])^{n},$ $H$ : $Xarrow R^{2n}$ を定義することによ

り、 問題 $(P)$ を次の一般化された等式、不等式制約をもつ抽象

最適化問題に書き直すことが出来る $\circ$

$(P’)$ minimize $J(x)$

subject to $x\in X,$ $G(x)\in K,$ $H(x)=0$

ここで、 仮定より $G$ , $H$ は 2回連続 Fr\’echet 微分可能となる。

$G(x)$ の 1次、 二次の Fr\’echet 微分を $G’(x),$ $G”(x)$ と書くこと

にする。 $(P’)$ の許容集合を

$M$ $:=\{x\in X|G(x)\in K, H(x)=0\}$

とおく。 この許容集合 $M$ は解 $\overline{x}$ において、次の条件を満たす

ときに Mangasarian -Fromovitz の条件を満たすという $0$

(i) $H’(\overline{x})$ が全射
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(ii) $\exists_{X_{0}}\in X;G(\overline{x})+G’(\overline{x})x_{0}\in intK,$ $H’(\overline{x})x_{0}=0$

問題 $(P)$ に対しては・ $x_{0}>s(O),$ $x_{1}>s(1)$ ならば、 Man-

gasarian -Fromovitz の条件が満たされる。

また、 次の式を満たす方向 $y\in X$ を critical direction と呼ぶ。

$J’(\overline{x})y=0,$ $G’(\overline{x})y\in\overline{cone}(K-G(\overline{x})),$ $H’(\overline{X})y=0$

このように、 少し動かせば許容集合に入り、 $J$ が増加・減少

しない方向に対し、 次の二次の最適必要条件が知られている。

(A.Ben-Tal and J.Zowe[l],Kawasaki[7])

THEOREM 2.1 $\overline{x}$ を問題 $(P’)$ の極小解とする $\circ\vec{x}$ で $M$ が

Mangasarian -Fromovitz 条件を満たすとき 、 $G’(\overline{x})y\in cone$

$(K-G(\overline{x}))$ を満たす各 critical direction y.に対し・ 次の条件

を満たす $v^{*}\in K^{o}$ と $w^{*}=(l_{0}, l_{1})\in R^{2n}$ が存在する。

$L’(\overline{x})=0$

$L”(\overline{x})[y, y]>\geq 0$ ,

$<v^{*},$ $G(\overline{x})>=0,$ $<v^{*},$ $G’(\overline{x})y>=0$

但し、 $L(x)=J(x)+<v^{*},$ $G(x)>+<w^{*},$ $H(x)>$

3 $(P)$ に対する Legendre 条件

$\forall_{t\in[0,1]}$ に対し 次のような index の集合を考える。

$I_{L}(t)$ $:=$ { $i|^{\exists}\delta>0,$ $x_{i}>s_{i}$ on $(t-\delta,$ $t)$ }
$I_{R}(t)$ $:=\{i|^{\exists}\delta>0,$ $x_{i}>S_{i^{on(t,t+\delta)\}}}$.
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THEOREM 3.1 $\overline{x}$ を問題 $(P)$ の極小解とすると

(i) $\xi^{T}\hat{f}_{\dot{x}\dot{x}}(t_{0}-0)\xi\geq 0\forall_{\xi}\in R^{n}$ satisfying $\xi_{i}=0\forall_{i}\not\in I_{L}(t_{0})$

(ii) $\xi^{T}\hat{f}_{\dot{x}\dot{x}}(t_{0}+0)\xi\geq 0\forall_{\xi}\in R^{n}$ satisfying $\xi_{i}=0\forall_{i}\not\in I_{R}(t_{0})$

THEOREM 3.2 $\overline{x}$ を問題 $(P)$ の極小解とする。 $i\not\in I_{L}(t_{0})$ な

る $i$ に対し、 $\exists_{\delta>0}$ が存在し $x_{i}$ に関する Euler equation が

$(t_{0}-\delta, t_{0})((t_{0}, t_{0}+\delta))$ 上で成立する・ 即ち・

$\exists_{C=\hat{f}_{\dot{x}_{i}}(t)-f_{0}^{t}\hat{f}_{x_{i}}(t)dt}$ on $(t_{0}-\delta, t_{0})((t_{0}, t_{0}+\delta))$

である index の集合を $E_{L}(t_{0})(E_{R}(t_{0}))$ とおく。このとき、 The-

orem 3.1の $\xi_{i}=0(i\not\in I_{L}(t_{0}))$ を次で置き換えることが出来る。

$\xi_{i}\geq 0$ for $i\in E_{L}(t_{0})$ ,

$\xi_{i}=0$ for $i\in I_{L}(t_{0})\backslash E_{L}(t_{0})$

(ii) についても同様のことがいえる。

EXAMPLE 3.1

minimize $f_{0^{1}}(x(t)-\dot{x}^{2}(t))dt$

subject to $x(t) \geq-\frac{1}{4}t(t-1),$ $x(0)=1,$ $x(1)= \frac{1}{2}$

に対して、 $\psi(t)=-\{f_{t^{1}}\hat{f}_{x}+\hat{f}_{\dot{x}}-C\}=t+2\overline{x}(t)+C$ であるの

で、 次の関数奴 $t$ ) は 1次の最適条件は満たすが弱極小解では

ない。

$\overline{x}(t)=\{\begin{array}{l}-\frac{1}{4}t^{2}-\frac{15}{4}t+10\leq t\leq\frac{l}{4}-\frac{1}{4}t(t-1)\frac{1}{4}\leq t\leq\frac{5}{6}-\frac{1}{4}t^{2}+\frac{13}{4}t-\frac{5}{2}\frac{5}{6}\leq t\leq 1\end{array}$
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というのは、

$\hat{f}_{\dot{x}\dot{x}}(\frac{1}{5})<0$

であるので、 Theorem 3.1により x- は弱極小解ではない。.

EXAMPLE 3.2

minimize $f_{-2}^{2}(t^{2}-1)\dot{x}^{2}(t)dt$

subject to $x(-2)=1,$ $x(2)=1$

$x(t)\geq\{\begin{array}{l}-t(t+2)-2\leq t\leq-11-1\leq t\leq 1t(t-2)1\leq t\leq 2\end{array}$

$\psi(t)=\{\int_{t^{1}}\hat{f}_{x}(s)ds+\hat{f}_{\dot{x}}-C\}=C$

関数 $\overline{x}(t)=1$ は、 全区間で Euler equation を満たすが、 しかし

$\hat{f}_{\dot{x}\dot{x}}(0)=-2<0$

よって、 Theorem 3.2により弱極小解ではないことがわかる
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