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1. 巡回生存競争系の 2体衝突モデル

巡回的な強弱関係をもち $m$ 個の種 (型) からなる生存競争系 (Lotka-Volterra

系) 、 )

$\frac{dP_{i}}{dt}=P_{1}(\sum_{j=1}^{s}P_{i-j}-\sum_{j=1}^{s}P_{i+j})$ (1)

$i=1,2,$ $\ldots m$
) ’を考える。いま、係数 $a_{1j}$ を次の式によりさだめる。

$\sum_{j=1}^{m}a_{ij}P_{j}\equiv\sum_{j=1}^{s}P_{i-\dot{J}}-\sum_{j=1}^{s}P_{1+j}$ (2)

すなわち $a_{ij}=1$ のとき型 $i$ は型 $j$ より強く $(j\prec i)$ 、 $a_{ij}=-1$ のとき型 $i$

は型 $j(i\prec j)$ より弱いということにする. $i_{j}-i_{k}\equiv 1,2,$
$\ldots,$

$q$ ( mod $m$ ), のと

き $i_{k}\prec i_{j}$であり、 $i_{j}-i_{k}\equiv q+1,$ $q+2$ , ..., $m-q-1$ ( mod $m$ ) のとき $i_{j}$ と $i_{k}$

のあいだに強弱関係はなく互いに中立であるということにする $(i_{j}\sim i_{k})$ 。.

$m$ 個の型のいずれかからなる $l$ 個の型を考える。各々が $q$ 個の型より強く、

$q$ 徊の型より弱い という $l$個の型の組をすべて考え、それを $R_{i}(q)$ とする。す

なわち $R_{l}(q)=\{(i_{1}, i_{2)}\ldots, i_{l})|i_{k}\prec i_{i}$ for $i_{i}-i_{k}\equiv 1,2,$
$\ldots,$

$q$ ( mod $m$)) $i_{j}\sim i_{k}$

for $i_{j}-i_{k}\equiv q+1,$ $q+2,$
$\ldots,$

$m-q-1(modm),$ $i_{1},$ $i_{2},$
$\ldots,$

$i_{l}\in\{1,2, \ldots, m\},$ $i_{1}\prec$

$i_{2}\prec,$
$\ldots,$

$\prec i_{l},$ $i_{1}\leq i_{2},$
$\ldots,$

$i_{l}$ } とする。 そのとき

$I_{\mathfrak{l},q}= \sum_{(;_{1)};_{2},\ldots,:_{l})\in R_{l}(q)}P_{i_{1}}P_{i_{2}}\ldots P_{1_{l}}$

(3)

は (1) 式の保存量であり、 この系は非線形可積分系である (Itoh(1977, 1979,
1987, 1994), Bogoyavkensky$(1988, 1991))$ 。この系にっいて離散 Lotla-Volterra
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系という視点からの接近法がある (広田、辻本 (1994))。巡回的でない場合
であるが行列の固有値をもとめるアルゴリズムとの関連がある (薩摩、永井
(1993)) 。 $s=1$ の場合には戸田方程式との関連で議論されている (Hirota

and Satsuma (1976)) $0$

例。 $m=2s+1$ のとき, $I_{2r+1,r}(r=0,1, \ldots, s)$ は保存量である。
$s=1$ のとき, $I_{m,1}$および $I\iota,0(l=1,2, \ldots, [m/2])$ は保存量である。
$m=6$ 、 $s=2$ のとき

$I_{1,0}=P_{1}+P_{2}+P_{3}+P_{4}+P_{5}+P_{6}$ ,
$I_{2,0}=P_{1}P_{4}+P_{2}P_{5}+P_{3}P_{6}$ ,
$I_{3,1}=P_{1}P_{3}P_{5}+P_{2}P_{4}P_{6)}$

$I_{4,1}=P_{1}P_{2}P_{4}P_{5}+P_{1}P_{3}P_{4}P_{6}+P_{2}P_{3}P_{5}P_{6}$ ,
$1_{6,2}=P_{1}P_{2}P_{3}P_{4}P_{5}P_{6}$ .
は保存量である $0$

Bogoyavlensky (1988) が Lax形式より導いた保存量 $J_{k}$ , との関連を考える。

$J_{k+1}= \sum_{i=1}^{m}\sum_{s_{1},s_{2},..s_{k}}.,C(s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{k})\prod_{l=0}^{k}P_{2-lr+s_{1}+\ldots+s_{1}}$ (4)

ここで $s_{i}>0,$ $s_{0}=0,$ $C(s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{k})=(k+1)s+1-s_{1}\cdot-\ldots-s_{k)}s_{1}+\ldots+s_{k}\leq$

$(k+1)s$ とする。
$m=2s+1$ のとき, $I_{2r+1^{\backslash },r}(r=0,1, \ldots, s)$ を $s=2$ のときに考える。 こ

の場合
$J_{1}=I_{1,0},$ $J_{2}=2I_{1,0}^{2},$ $J_{3}=3I_{1,0}^{3}+9I_{3,1}$ ,
$J_{4}=3I_{1,0}^{4}+24I_{1,0}I_{3,1}($

$J_{5}=3I_{1,.0}^{5}+45I_{3,1}I_{0}+15I_{5,2}$ .
となる。

上の式 (1) は次の i) 、 ii) 、
$\ddot{u}i$ ) による確率モデルより $n$ を無限大として

えられる。
i) $m$ 個のタイプ 1, 2, ..., $m$ のそれぞれの粒子数は時刻 $t$ において それぞ

れ $X_{1}(t),$ $X_{2}(t),$
$\ldots,$

$X_{m}(t)$ とする。粒子の総数を $n$ とする。
ii) $\triangle t$ 時間にランダムに選ばれた 2粒子の間の衝突が 1回起きる。 衝突

する 2粒子の組は nC2個のなかから等確率で選ばれる。
iii) タイプ $i$ の 1粒子とタイプ $j$の 1粒子の衝突により, 2粒子は確率

$(1+a_{1j})/2$ で $i$ の 2粒子になり確率 $(1+a_{ji})/2$ で $j$の 2粒子になる。 ここ
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で $a_{ij}+a_{ji}=0$ である $0$

これを記述するマルコフ連鎖を考える。時 $\ovalbox{\tt\small REJECT}|1t$ における各型の粒子数を
$\vec{X}(t)=(X_{1}(t), X_{2}(t),$

$\cdots,$ $X_{m}(t))$ とする。各時点に於ける遷移確率を
$P_{r}[ \tilde{X}(t+\triangle t)=n_{ij}\neg|\tilde{X}(t)=\overline{n}?=\frac{(1+a_{1j})n:n_{j}}{n(n-1)}$

$P_{r}[ \tilde{X}(t+\triangle t)=\vec{n}|\tilde{X}(t)=\vec{n}]=\sum^{m_{=1}};\frac{n:(n_{i}-1)}{n(n-1)}$

であたえる。 ここで
$\vec{n}_{ii}=(n_{1}, \cdots, n;+1, \cdots, n_{j}-1, )n_{m})$ , $\vec{n}=(n_{1)}n_{2}, \cdots, n_{m})$

とする。
$a_{ij}$ を式 (2) により定める。$X_{i}(t)/n=P_{i}$ とおくと $I_{l,q}$について次の条件付期待
値が得られる (Itoh(1973, 1979, 1994)) 。

$E(I_{l,q}(t+k \triangle t)|I_{l,q}(t))=(1-\frac{2_{l}C_{2}}{n(n-1)})^{k}I_{l,q}(t)$ (5)

これが上記の保存量に対応する関係である。 この確率モデルは上記巡回生存
競争系の差分系と考えることもできる。いわば確率差分系であり、保存量に
対応する自然な量をもつのである。 このような条件付き期待値の関係は上記
の $J_{1},$

$J_{2}\sim\ldots$ にっいては存在しない。
$b_{ij}(t)(i>j)$ は互いに独立な標準 Brown 運動とし、 $b_{ij}(t)+b_{ji}(t)=0$ と

する。 $i=1,2,$ $\cdot,$ $m$ , について、

$dP_{i}(t)=P_{i}(t)( \sum_{k=0}^{s}P_{i-k}(t)-\sum_{k=0}^{s}P_{i+k}(t))dt+\sum_{j=1}^{m}\sqrt{\frac{1}{n}P_{i}(t)P_{j}(t)}db_{ij}(t)$ (6)

は上記確率モデルを確率微分方程式によりあらわしたものであり、伊藤の公
式をもちいて (5) 式と同様な式がえられる (Itoh(1993,1994)) 。この確率微
分方程式は揺動散逸定理という視点からも自然なものである (Okabe, Mano,
Itoh (1994)) $0$

2. 4体衝突モデルと Karmakar アルゴリズムの力学系

集団遺伝学においては適応度という量をもちいて自然淘汰の効果が記述され
る。Fisher(1930) の自然淘汰の方程式は これに基づいている。各遺伝子型の
適応度をあらわすのにその遺伝子型に属する任意の一個体が残す子供の平均
数をもってする。ヘテロ接合体の適応度がホモ接合体の適応度より、ある一定
量だけ高いと仮定したモデルは超優性モデルといわれ集団遺伝学で重要なも
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ののひとっである (丸山毅夫 (1981)) 。超優性モデルによる系の遺伝子頻度を
記述する方程式は、集団遺伝学に於て議論されてきたが、適応度という量に
もとついたモデル化を行っている。 2倍体生物を考える場合それぞれ 2粒子
からなる 2組の間のランダムな出会いにもとついた 4体衝突モデルにもとつ
いて、超優性モデルを議論することができる (Itoh(1984)) 。 4体衝突モデル
より Fisher の方程式を導こう。 $m$ 個のタイプ, $A_{1},$ $A_{2},$

$\cdots,$
$A_{m}$の粒子が $n$ 個

ある。 4粒子の出会いによるモデルを考える。 4粒子は系からランダムに選
ばれるものとする。その 4粒子は タイプ $A;,$ $A_{j},$ $A_{k}$ , および $A_{l}$ . であったとす
る。 $A_{:}$ の 1粒子と $A_{j}$の 1粒子は結合して 2粒子の組 $A;A_{j}$ となり、 $A_{k}$ の 1

粒子と $A_{l}$ の 1粒子は結合して 2粒子の組 $A_{k}A_{l}$ となるとする. $A_{i}A_{j}$ と $A_{k}A_{l}$

が出会うことにより、確率 $1/2+s_{\mathfrak{i}j,kl}$ で 2個の $A_{i}A_{j}$ となり確率 $1/2+s_{kt,\mathfrak{i}_{J}}$.

で 2.個の $A_{k}A_{l}$ となるものとする。 ここで $s_{ij,kl}=-s_{kl,i_{J}}$
. とする. 2個の $A_{i}A_{J}$

ができた場合、分裂して 2個の $A$; および 2個の $A_{j}$ となる。 2個の $A_{k}A_{l}$ がで

きた場合も、分裂して 2個の $A_{k}$ および 2個の $A_{l}$ となる。 この過程が次々に
くりかえされて行くというモデルを考える。各粒子は 4粒子の出会いに時間

$[t, t+\triangle t]$ の問に平均的に $\triangle t$ 回参加するものとする。時刻 $t$ における m 個の

タイプ) $A_{1},$ $A_{2},$
$\cdots,$

$A_{m}$ それぞれの粒子数を $\vec{X}=(X_{1)}X_{2}, \cdots, X_{n})$ とし、 時
刻 $t$ における変化の期待値 $E(\Delta X_{i}(t))$ および分散共分散 $E(\triangle X_{i}(t)\triangle X_{j}(t))$

をもと轟ると Fisher(1930) の自然淘汰の基本方程式がえられる。すなわち
$i,$ $j$

)
$k,$ $l=1,2,$ $\ldots,$

$m$ , について $s_{1j,k1}=a_{ij}-a_{kl},$ $a_{1j}=a_{j:\text{、}}$ とし $n$ を無限大と
おけば

$\frac{dP_{t}(t)}{dt}=P_{i}(\sum_{j=1}^{m}aP-\sum_{k,j=1}^{m}a_{k_{\dot{J}^{P}}},P_{k}P_{j})$ (7)

が得られる。粒子数 $n$ が有限のとき確率微分方程式

$dP_{i}(t)=P_{i}( \sum_{j=1}^{m}a_{ij}P_{j}-\sum_{k)j=1}^{m}a_{k},{}_{j}P_{k}P_{j})+\sum_{j=1}^{m}\sqrt{\frac{1}{n}P_{i}(t)P_{j}(t)}db_{ij}(t)$ , (8)

は 4体衝突モデルを表す (伊藤 (1993) 、 江口 (1993)) 。これらについての Lax
形式が議論されている (Nakamura(1992,1994)) 。 4体衝突モデルは自然なも
のであるが式 (7),(8) をもとめるには、すべての場合を数えつくすという組
合せ論的な計算を行なう必要があり、簡単ではない。次にモデルをすこし修
正すれば、 ごく自然な方法で方程式が得られることを示す。

$n$ 個の粒子は $m$ 個のタイプ 1, 2, $\cdots,$ $m$ , からなり、それぞれの粒子数は,
$X_{1}(t),$ $X_{2}(t),$ $\sim\cdots,$ $X_{m}(t)$ であるとする。 4粒子の出会いによるモデルを考え
る。 4粒子は系からランダムに選ばれるものとする。その 4粒子は タイプ
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$A_{i},$ $A_{j)}A_{k}$ , および $A_{l}$ . であったとする。 $A$; の 1粒子と $A_{j}$ の 1粒子は結合し
て 2粒子の組 $A_{:}A_{j}$ となり、 $A_{k}$ の 1粒子と $A_{l}$ の 1粒子は結合して 2粒子の
組 $A_{k}A_{l}$ となるとする. $A_{i}A_{j}$ と $A_{k}A_{l}$ が出会う $\check{}$ とにより、確率 $1/2+s_{ij,kl}$

で $A_{i}A_{j}$ と $A_{k}A_{l}$ となり確率 $1/2+s_{kl,ij}$ で $A_{k}A_{j}$ と $A_{k}A_{l}$ となるものとする。

ここで $S|j,kl=-s_{kl,\mathfrak{i}j}$ とする. $A_{:}A_{j}$ と $A_{i}A_{l}$ができた場合、分裂して 2個の
$A_{i}$ および 1個の $A_{4}$ と 1個の $A_{l}$ となる。 $A_{k}A_{j}$ と $A_{k}A_{l}$ができた場合、分
裂して 2個の $A_{k}$ および 1個の $A_{j}$ と 1個の $A_{l}$ となる。 この過程が次々にく
りかえされて行く というモデルを考える。各粒子は 4粒子の出会いに時間

$[t, t+\triangle t]$ の間に平均的に $\triangle t$ 回参加するものとする。時刻 $t$ における $m$ 個

のタイプ, $A_{1},$ $A_{2)}\cdots,$ $A_{m}$ それぞれの粒子数を $\vec{X}=(X_{1}, X_{2, )}X_{n})$ とし、

各粒子は 4粒子の出会いに時間 $[t, t+\Delta t]$ の間に平均的に $\Delta t$ 回参加するも
のとする。互いに独立な $m^{4}$ 個の Poisson 分布に従う確率変数 $N_{ij,kl}(c_{ij,kl})$ 、

$i,$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$m$ 、 を時刻 $t$ において考える。 ここで $c_{ij,kl}$ は Poisson 分布の

パラメーターとする。 $A;A_{j}$ と $A_{k}A_{l}$ の衝突により、 $i$ の粒子数は Poisson 分

布 $Pr(N_{ij)kl}(c_{1j,kl})=k)=A^{i} \frac{kl}{!}e^{-c}c^{\iota_{k}},kl$ (こ従う確率変数 $N_{ij)kl}(c_{ij,kl})$ だけ増加し

$N_{kl,ij}(c_{kl,ij})$ だけ減少する。 ここで $C|j$
)

$kl=(1/2+s_{1j,kl})X_{i}(t) \frac{X;(t)}{n}\frac{X_{k}(t)}{n}\frac{X_{l}(t)}{n}\triangle t$

である。従って $X_{i}$ の変化は $\Sigma_{j}^{m_{k,l=1}}(N_{ij,kl}(c_{ij,k\mathfrak{l}})-N_{kl,ij}(c_{kl,ij}))$ となり

$\Sigma_{j}^{m_{k,l=1}}(2(1/n)s_{ij,kl}X_{i}(t)\frac{X_{j}(t)}{n}\frac{X_{k}(t)}{n}\frac{X_{l}(t)}{n}\triangle t+\sqrt{(1/n)X_{i}(t)\frac{X_{j}(t)}{n}\frac{X_{k}(t)}{n}\frac{X_{l}(t)}{n}}\triangle b_{\mathfrak{i}j,kl}(t))$

$i,$ $j=Y,$ $2,$ $\ldots m$
) ’と同じ平均値および分散共分散をもっ。 ここで $i,$ $j,$ $k,$ $l=$

$1,2,$
$\ldots,$

$m$ , にっいて $S|j,kl+s_{kl,ij}=0,$ $S|j,kl=1/2(a:j-a_{k\mathfrak{l}}),$ $a_{ij}=Oji^{\text{、}}$ 及
び $b_{ij)kl}(t)+b_{kl,ij}(t)=0$ 、 である。各 $b_{ij,kl}(t)$ は $b_{kl,ij}(t)$ 以外の他の $b_{ij,kl}(t)$

\langle $i,$ $j$
)

$k,$ $l=1,2,$ $\ldots m$
)

) とはすべて独立である Wiener 過程であり、平均 $0$

および分散 $t$ である。 $P_{i}=X_{i}/n$ 、 $i=1,2,$ $\ldots,$
$m$ 、 とおくと

$\Delta P_{1}(t)=\sum_{j_{)}k,l=1}^{m}[2s_{ij,kl}P;P_{j}P_{k}P_{l}\Delta t +\sqrt{(1/n)P_{i}(t)P_{j}(t)P_{k}P_{l}}\Delta b_{ij,k.l}(t)]$, (9)

が得られる。

$\sum_{j,k,l=1}^{m}\sqrt{P_{i}(t)P_{j}(t)P_{k}P_{l}}\triangle b_{ij,k1}(t)=\sum_{k=1}^{m}\sqrt{P_{i}(t)P_{k}(t)}(\sum_{j,1=1}^{m}\sqrt{P_{j}(t)P_{l}(t)}\Delta b_{ij)kl}(t))$

(10)
となり、

$\sum_{j_{)}l=1}^{m}\sqrt{P_{j}(t)P_{l}(t)}\triangle b_{1j,k1}(t)\equiv\triangle b_{ik}(t)$ (11)

とおく と $E(\Delta b;k(t))=0,$ $Var(\Delta b_{ik}(t)=\triangle t$ となる。 $\triangle b_{ik}(t),$ $(i>k)$ は互い
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に独立となり

$dP_{i}(t)=P_{i}( \sum_{j=1}^{m}a_{ij}P_{j}-\sum_{k,j=1}^{m}a_{k},{}_{j}P_{k}P_{j})dt+\sum_{j=1}^{m}\sqrt{\frac{1}{n}P_{\mathfrak{i}}(t)P_{j}(t)}db_{ij}(t)$ , (12)

を得る。 $n$ が無限大の場合、線形計画法問題の内点法 (Karmarkar(1984))
のアルゴリズムを無限小化してえられる力学系として考えた方程式 (Kar-
markar(1990)),

$\frac{dP_{i}(t)}{dt}=P_{1}(-c;P_{t}+.\sum_{k=1}^{m}c_{k}P_{k}^{2})$ (13)

を特別な場合としてもつ (Nakamura(1994)) 。
Poisson 分布についてのうえの議論より $m^{4}$ 個の互いに独立な Poisson 過

程の時間変更を用いた表現に導かれる (Itoh$(198lb)$ ) 。

$dP_{i}(t)= \sum_{j=1}^{m}\frac{1}{n}dN_{ijkl}(cn(\frac{1}{2}+s_{ij)kl})\int_{0}^{1}P_{i}(t)P_{j}(t)P_{k}(t)P_{l}(t)dt)$

$- \frac{1}{n}dN_{kl,ij}(cn(\frac{1}{2}+s_{kl,ij})\int_{0}^{t}P_{1}(t)P_{j}(t)P_{k}(t)P_{l}(t)dt))$ . (14)

この表現は上記のモデルを方程式として見やすくするものである。
2体衝突モデル、 3体衝突モデル、 4体衝突モデルを Lax 形式により統

一的に表現することが、できる (Nakamura(1994)).
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