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ダイナミカルトーションをもった二次元 $R^{2}$ 重力のゲージ対称性
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1. INTRODUCTION

一般座標変換不変な重力理論と、 あるゲージ理論の Action が一致する場合がある。例え

ば、 Jackiw-Teitelboim 模$\text{型^{}[1]}$ といわれる、

$I= \int d^{2}x\sqrt{-g}(\sigma R-2\Lambda)$ , (1)

という Action は、 $\Lambda>0$ のとき、 トポロジカル $SO(2,1)$ ゲージ理論と一致する。[2]*ここで $\sigma$

はスカラー場、 $\Lambda$ はある定数である。 また 3次元の Einstein 重力は、 Chern-Simons-Witten

重力理論といわれるゲージ理論として構成できることが知られている [3]

一方 2次元においては、 Einstein Action は位相不変量であるので、ダイナミカ $ys$なカップ

リングを持つ重力理論を構成するために、さまざまな修正が行なわれている。 ここではその一

つであるダイナミカ $Js$ トーションを持った $R^{2}$ 重力理論 [4] を研究する。 これは古典論の範囲内
では、非自明な解があることが知られている。

2次元のダイナミカルトーションを持った $R^{2}$ 重力理論がゲージ理論的な対称性を持ち, し

たがってあるゲージ理論と同じ Action をもつことをしめす。 まず 2節で、 ダイナミカルトー

ションを持った $R^{2}$ 重力理論を構成し、 3節で、 そのゲージ対称性について述べる。 4節から

7節までは、非線形リー代数を導入しそのゲージ理論を作る。 8節においてダイナミカルトー

ションを持った $R^{2}$ 重力理論のゲージ対称性が、ある非線形リー代数のゲージ対称性と一致す

ることをみる。 9節はまとめである。

これは、井沢健一氏との共同研究 [5], [6] にもとついている。

$*\Lambda<0$ の時は、 $SO(1,2)$ ゲージ理論。
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2. ダイナミカルトーションをもった $R^{2}$ 重力

始めにダイナミカルトーションを持った二次元の $R^{2}$ 重力理論を構成する。[4] spinconnection
$\omega_{\mu}$ と zweibein $e_{\mu^{a}}$ を独立に扱う。すると、 2階微分までを含み一般座標変換と局所 Lorentz

変換で不変な Action は、ユニークに

$S= \int d^{2}xe(\frac{1}{16\alpha}R_{\mu\nu}^{ab}R^{\mu\nu_{ab}}-\frac{1}{8\beta}T_{\mu\nu}^{a}T^{\mu\nu_{a}}-\gamma)$, (2)

とかける。 ここで、 $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma$ はある結合定数で、

$\omega_{\mu}\epsilon^{ab}\equiv\omega_{\mu}^{ab}$ , $e\equiv\det(e_{\mu}^{a})$ ,
$R_{\mu\nu}^{ab}\equiv\partial_{\mu}\omega_{\nu}^{ab}-\partial_{\nu}\omega_{\mu^{ab}}$ ,

$T_{\mu\nu}^{a}\equiv\partial_{\mu}e_{\nu}^{a}+\omega_{\mu}^{ab}e_{\nu b}-(\murightarrow\nu)$,

である o spinconnection $\omega_{\mu}$ と zweibein $e_{\mu^{a}}$ の一般座櫟変換と局所 Lorentz 変換は次のようで

ある。

$\delta_{G}\omega_{\mu}=\partial_{\mu}\tau-v^{\lambda}\partial_{\lambda}\omega_{\mu}-(\partial_{\mu}v^{\lambda})\omega_{\lambda}$ ,
(3)

$\delta_{G}e_{\mu}^{a}=-\tau\epsilon^{ab}e_{\mu b}-v^{\lambda}\partial_{\lambda}e_{\mu}^{a}-(\partial_{\mu}v^{\lambda})e_{\lambda^{a}}$ ,

$\epsilon$ は $\epsilon_{01}=\epsilon^{10}=1$ を満たす Levi-Civita反対称テンソルで、 $\eta=diag(+1, -1)$ である。

(2) のラグランジアン密度は次のように書き直せる。

$\mathcal{L}_{G}=\frac{1}{4e\alpha}(F_{01})^{2}+\frac{1}{4e\beta}T_{01}^{a}T_{01a}-e\gamma$, (4)

ここで、

$F_{\mu\nu}\equiv\partial_{\mu}\omega_{\nu}-\partial_{\nu}\omega_{\mu}$ ,

である。

3. ゲージ対称性

われわれはいまゲージ対称性に興味があるので、 (4) をつぎのラグランジアンに書き直す。

$\mathcal{L}_{C}=\varphi F_{01}-e\alpha\varphi^{2}+\phi_{a}T_{01}^{a}-e\beta\phi_{a}\phi^{a}-e\gamma$ , (5)

ここで $\varphi$ と $\phi_{a}$ は新たな補助場である。 このラグランジアンは、 $e\neq 0$ の領域で補助場を消去
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すると、 (4) と一致する。 (5) は (3) および、

$\delta_{G}\varphi=-v^{\lambda}\partial_{\lambda}\varphi$ ,
(6)

$\delta_{G}\phi_{a}=-\tau\epsilon_{ab}\phi^{b}-v^{\lambda}\partial_{\lambda}\phi_{a}$ ,

の一般座標変換と局所 Lorentz 変換で不変である。運動方程式は、

$\partial_{\mu}\varphi+\phi_{a}\epsilon^{ab}e_{\mu b}=0$ ,

$\partial_{\mu}\phi_{a}+\omega_{\mu}\epsilon_{ab}\phi^{b}-\epsilon_{ab}e_{\mu^{b}}(\alpha\varphi^{2}+\beta\phi_{c}\phi^{c}+\gamma)=0$ , (7)

$2e\alpha\varphi-F_{01}=0$ , $2e\beta\phi^{a}-T_{01}^{a}=0$ ,

となる。

ラグランジアン (5) は $\alpha=\beta=\gamma=0$ のときは、 トポロジカル ISO$(1, 1)$ ゲージ理論 [2] と

なることを考えると ISO $(1, 1)$ ゲージ対称性に関係したゲージ対称性があると思われる。実際、

(5) は、 $\alpha=\beta=\gamma=0$ のとき ISO $(1, 1)$ ゲージ対称性となる次のような変換の対称性を持つ。

$\delta\omega_{\mu}=\partial_{\mu}t+2\alpha\epsilon_{bc}c^{b}e_{\mu^{C}}\varphi$,

$\delta e_{\mu}^{a}=-t\epsilon^{ab}e_{\mu b}+\partial_{\mu}c^{a}+\omega_{\mu}\epsilon^{ab}c_{b}+2\beta\epsilon_{bc}c^{b}e_{\mu}^{c}\phi^{a}$,
(8)

$\delta\varphi=\epsilon^{ab}c_{a}\phi_{b}$ ,

$\delta\phi_{a}=-t\epsilon_{ab}\phi^{b}+\epsilon_{ab}c^{b}(\alpha\varphi^{2}+\beta\phi_{c}\phi^{c}+\gamma)$.

この変換によってラグランジアンは次のように変換する。

$\delta \mathcal{L}_{C}=\partial_{l’}[\epsilon^{\mu\nu}e_{\nu}^{a}\epsilon_{ab}c^{b}(\alpha\varphi^{2}+\beta\phi_{c}\phi^{c}-\gamma)]$ . (9)

(8) と、 (3), (6) とは、

$t=\tau-v^{\lambda}\omega_{\lambda}$ , $c^{a}=-v^{\lambda}e_{\lambda^{a}}$ ,

とおくと次のように関係することがわかる。

$(\delta_{G}-\delta)\omega_{\mu}=-\epsilon_{\mu\lambda}v^{\lambda}[2\alpha e\varphi-F_{01}]$,

$(\delta_{G}-\delta)e_{\mu}^{a}=-\epsilon_{\mu\lambda}v^{\lambda}[2\beta e\phi^{a}-T_{01}^{a}]$ ,
(10)

$(\delta_{G}-\delta)\varphi=-v^{\lambda}[\partial_{\lambda}\varphi+\phi_{a}\epsilon^{ab}e_{\lambda b}]$ ,
$(\delta_{G}-\delta)\phi_{a}=-v^{\lambda}[\partial_{\lambda}\phi_{a}+\omega_{\lambda}\epsilon_{ab}\phi^{b}-\epsilon_{ab}e_{\lambda^{b}}(\alpha\varphi^{2}+\beta\phi_{c}\phi^{c}+\gamma)]$ .

すなわち、 (10) は運動方程式に比例し, on-shell で自明な変換でしたがって (8) と (3), (6)
は、 on-shell で一致することがわかる。



13

このあとでは Y (8) がどんな変換であってその対称性がどんなものであるかについて議論す
る。

4. 非線形リー代数とそのゲージ不変な作用

通常のリー代数の一般化として、非線形リー代数 (Nonlinear Lie algebras) と》う次のよう
な交換関係を満たすものを考えることができる。[7]

$[T_{A}, T_{B}]=f_{AB}^{C}T_{C}+V_{AB}^{CD}T_{C}T_{D}$, (11)

ここで $\{T_{A}\}$ は generator の set で $f_{AB}^{C}$ と $V_{AB}^{CD}$ は構造定数である。 ここでは、 $V_{AB}^{CD}=V_{AB}^{DC}$

となる場合を考える。 Jacobi 恒等式から、係数の問に次のような関係が得られる。

$f_{[AB}^{E}f6E=0$ ,

$V_{[AB}^{DE}f_{C]E}^{F}+V_{[AB}^{EF}f_{C]E}^{D}+f_{[AB}^{E}V_{C]E}^{DF}=0$ , (12)

$V_{[AB}^{DE}V_{C]E}^{FG}+V_{[AB}^{EG}V_{C]E}^{DF}=0$ .

非線形リー代数のもっとも良く知られた例として、 $W_{3^{-\text{代数^{}[8]}}}$ がある。

われわれは generator $T_{A}$ に対して、ゲージ場 $h_{\mu}^{A}$ とそれに対する局所ゲージ変換を定義

したい o (11) を、 $[T_{A}, T_{B}]=\hat{f}_{AB}^{C}T_{C}$ と書き直す。 ここで、 $\hat{f}_{AB}^{C}=f_{AB}^{C}+V_{AB}^{DC}T_{D}$ である。

これから、 ゲージ変換は $c^{A}$ をゲージパラメーターとして、

$\delta h_{\mu}^{A}=D_{\mu}c^{A}=\partial_{\mu}c^{A}+\hat{f}_{BC}^{A}h_{\mu}^{B_{C}C}$,

としたいが、 $\delta h_{\mu}^{A}$ は generator を含めないので、そのかわり補助場 $\Phi_{D}$ を導入して、

$\delta h_{\mu}^{A}=D_{\mu}c^{A}=\partial_{\mu}c^{A}+(f_{BC}^{A}+2V_{BC}^{DA}\Phi_{D})h_{\mu}^{B}c^{C}$ , (13)

と定義する o[7] ここで $V_{BC}^{DA}\Phi_{D}$ の前の 2は、規格化因子である。 $\Phi_{A}$ は定義から、

$\delta\Phi_{A}=-\Phi_{C}f_{AB}^{C}c^{B}-\Phi_{C}\Phi_{D}V_{AB}^{DC_{C}B}$ , (14)

と変換することになる。 この変換の詳しい構造については、 $[6]$
、

$[7]$ をみられたい。

ゲージ場が定義されるとそこから Field Strength を定義することができる。いま一般化さ
れた Field Strength $R_{\mu\nu}^{A}$ を、

$R_{\mu\nu}^{A}\equiv\partial_{\mu}h_{\nu}^{A}-\partial_{\nu}h_{\mu}^{A}+(f_{BC}^{A}+2\Phi_{D}V_{BC}^{DA})h_{\mu)}^{B}h_{\nu}^{C}$ , (15)

と定義すると、 これは $V_{BC}^{DA}=0$ の時, 通常め Field Strength と一致する。 $R_{\mu\nu}^{A}$ はケージ変換
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によって、

$\delta R_{\mu\nu}^{A}=(f_{BC}^{A}+2\Phi_{D}V_{BC}^{DA})R_{\mu\nu^{C}}^{BC}$

(16)
$+\{2(D_{\mu}\Phi_{D})V_{BC}^{DA}h_{\nu}^{B}c^{C}-(\murightarrow\nu)\}$ ,

と変換する。 ここで、

$D_{\mu}\Phi_{A}=\partial_{\mu}\Phi_{A}+\Phi_{C}f_{AB}^{C}h_{\mu}^{B}+\Phi_{C}\Phi_{D}V_{AB}^{CD}h_{\mu}^{B}$ . (17)

これから、ゲージ不変な Action として BF 理$\text{論^{}ro1}$ を一般化したような、

$S= \int d^{2}x\mathcal{L}$ ,
(18)

$\mathcal{L}\equiv-\frac{1}{2}\epsilon^{\mu\nu}\Phi_{A}(R_{\mu\nu}^{A}-\Phi_{D}V_{BC}^{DA}h_{\mu}^{B}h_{\nu}^{C})$,

が得られる。 ここで、 $\epsilon^{\mu\nu}$ は二次元の反対称テンソルである。実際 (12) を使うと、

$\delta \mathcal{L}=-\partial_{\mu}(\epsilon^{\mu\nu}\Phi_{A}\Phi_{D}V_{BC}^{DA}h_{\nu}^{B}c^{C})$ , (19)

ということが確かめられる。非線形リー代数の場合には一般に共変といった概念が定義できな

いので\mbox{\boldmath $\tau$} (18) がゲージ不変ということは非自明なことである。運動方程式として、

$\epsilon^{\mu\nu}[2\partial_{\mu}h_{\nu}^{A}+(f_{BC}^{A}+2\Phi_{D}V_{BC}^{DA})h_{\mu}^{B}h_{\nu}^{C}]=0$ ,
(20)

$\partial_{\mu}\Phi_{A}+\Phi_{D}(f_{AC}^{D}+\Phi_{B}V_{AC}^{DB})h_{\mu}^{C}=0$ ,

が得られる。

5. 代数の中心拡大

非線形リー代数を、

$[T_{A}, T_{B}]=f_{AB}^{C}T_{C}+V_{AB}^{CD}T_{C}T_{D}+k_{AB}I$ , (21)

と中心拡大することができる。 ここで、 $k_{AB}$ は反対称な定数である。 Jacobi 恒等式より、係
数は、

$f_{[AB}^{E}f_{C]E}^{D}+V_{[AB}^{DE}k_{C]E}+V_{[AB}^{ED}k_{C]E}=0$ ,

$V_{[AB}^{DE}f_{C]E}^{F}+V_{[AB}^{EF}f_{C]E}^{D}+f_{[AB}^{E}V_{C]E}^{DF}=0$ ,
(22)

$V_{[AB}^{DE}V_{C]E}^{FG}+V_{[AB}^{EG}V_{C]E}^{DF}=0$ ,

$f_{[AB}^{D}k_{C]D}=0$ ,

を満たさなければならない。
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このときも、前の節と同様にゲージ変換などを定義できる。 (13) の定義は変わらないが、
(14) は、

$\delta\Phi_{A}=-\Phi_{C}f_{AB}^{C}c^{B}-\Phi_{C}\Phi_{D}V_{-AB}^{DC}c^{B}-k_{AB}c^{B}$ , (23)

と修正される。するとラグランジアン (18) は次のように変えなければならない。

$\mathcal{L}\equiv-\frac{1}{2}\epsilon^{\mu\nu}\Phi_{A}(R_{\mu\nu}^{A}-\Phi_{D}V_{BC}^{DA}h_{\mu}^{B}h_{\nu}^{C})-\frac{1}{2}\epsilon^{\mu\nu}k_{AB}h_{\mu}^{A}h_{\nu}^{B}$ . (24)

(22) より (24) がゲージ対称性を持つことが確かめられる。実際、

$\delta \mathcal{L}=-\partial_{\mu}(\epsilon^{\mu\nu}\Phi_{A}\Phi_{D}V_{BC}^{DA}h_{\nu}^{B}c^{C}-\epsilon^{\mu\nu}k_{BC}h_{\nu}^{B}c^{C})$, (25)

となる。運動方程式は、

$\epsilon^{\mu\nu}[2\partial_{\mu}h_{\nu}^{A}+(f_{BC}^{A}+2\Phi_{D}V_{BC}^{DA}).h_{\mu}^{B}h_{\nu}^{C}]=0$ ,
(26)

$\partial_{\mu}\Phi_{A}+\Phi_{D}(f_{AC}^{D}+\Phi_{B}V_{AC}^{DB}+k_{AC})h_{\mu}^{C}=0$,

となる。

6. BRS ゲージ固定

この section では (13) と (23) に対応した BRS 変換 $\delta_{B}$ を構成する。 (13) と (23) は open

algebra となるので注意が必要である。

はじめに (13) と (23) においてゲージパラメーター $c^{A}$ を FP ゴーストにかえる。 $\delta^{2}\Phi_{A}=0$

の条件より、

$\delta c^{A}=-\frac{1}{2}(f_{BC}^{A}c^{B}c^{C}+2\Phi_{D}V_{BC}^{DA}c^{B}c^{C})$ , (27)

となる。これは $\delta^{2}c^{A}=0$ をみたすが、 $h_{\mu}^{A}$ のうえで $\delta^{2}=0$ とはならない。すなわち、

$\delta^{2}h_{\mu}^{A}=V_{BC}^{DA}c^{B}c^{C}\epsilon_{\mu\nu}\frac{\delta \mathcal{L}}{\delta h_{\nu^{D}}}$

(28)
$=-V_{BC}^{DA}c^{B}c^{C}[\partial_{\mu}\Phi_{D}+\Phi_{G}(f_{DE}^{G}+\Phi_{F}V_{DE}^{FG}+k_{DE})h_{\mu}^{E}]$ .

このため単純な BRS ゲージ固定処方は (24) に使うことはできない。

最終的な BRS 変換とゲージ固定されたラグランジアンは次のように求められる。[10]
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fermionic なゲージ固定関数 $\Omega$ を導入し、 もとめる BRS 変換 $\delta_{B}$ を,

$\delta_{B}=\delta+\delta_{b}$ , (29)

として、

$\delta_{b}h_{\mu}^{A}=-iV_{BC}^{DA}c^{B}c^{C}\epsilon_{\mu\nu}\frac{\delta\Omega}{\delta h_{\nu^{D}}}$ ,

かつ他の基本場の上では、 $\delta_{b}=0$ と定義する。ゲージ固定されたラグランジアンは、

$\mathcal{L}_{Q}=\mathcal{L}-i(\delta_{B}-\frac{1}{2}\delta_{b})\Omega$ , (30)

とする。期待されるように BRS 変換 (29) は on-shell nilpotent であって、 (30) の対称性に

なっている。つまり、

$\delta_{B}\mathcal{L}=\delta \mathcal{L}+\partial_{\mu}(iV_{BC}^{DA}\Phi_{A}c^{B}c^{C}\frac{\delta\Omega}{\delta h_{\mu}^{D}})$ , (31)

ここで、 $\delta \mathcal{L}$ は $(19)$ によって与えられている。

7. 二次元 $R^{2}$ 重力理論との関係

非線形リー代数と 2次元の重力理論を結び付けるために、 2次元のボアンカレ代数 ISO(1,

1) を考えるのが自然である。 (24) は一般座標変換の対称性を持つので、局所ローレンツ対称性

を要求する 。 ISO $(1, 1)$ 代数の 3つの generator を $T_{A}=\{P_{a}, J\}$ とする。 ここで $a$ は $0$ と 1

をとり $T_{2}$ を $J$ と書く。 ISO $(1, 1)$ 代数の局所ローレンツ対称性を保った非線形な拡張は一般

に次のような代数になる。

$[J, J]=0$ ,

$[P_{a}, J]=-\epsilon_{a^{b}}P_{b}$ , (32)

$[P_{a}, P_{b}]=-\alpha\epsilon_{ab}JJ-\beta\epsilon_{ab}\eta^{cd}P_{c}P_{d}-\gamma\epsilon_{ab}I$ .

ここで、 $\alpha$

、
$\beta$

、 $\gamma$ はある定数である。すなわち、 (21) において、
$f_{BC}^{a}=(\delta_{B^{d}}\delta_{C^{2}}-\delta_{B^{2}}\delta_{C^{d}})\epsilon^{a_{d}}$ ,

$f_{BC}^{2}=0$ ,

$V_{CD}^{ab}=-\beta\eta^{ab}\delta_{C^{k}}\delta_{D^{l}}\epsilon_{kl}$ ,

$V_{CD}^{22}=-\alpha\delta_{C^{k}}\delta_{D^{l}}\epsilon_{kl}$ ,

$V^{a2}=V^{2a}=0$ ,
$k_{AB}=-\gamma\delta_{A}^{c}\delta_{B}^{d}\epsilon_{cd}$ ,

とおいたものである $\circ$

$*$

これは $\alpha=\beta=\gamma=0$ のとき ISO $(1, 1)$ 代数になる。 ゲージ場を

$h_{\mu}^{A}=$ $(e_{\mu}^{a}$ , \omega \mbox{\boldmath $\mu$} $)$、補助場を $\Phi_{A}=(\phi_{a}, \varphi)$
、 ゲージパラメーターを $c^{A}=(c^{a}, t)$

、 とおくと、

$*[P_{a}, P_{b}]$ の右辺は $\epsilon_{ab^{J}}$ 項もいれることができる。 この場合は (anti)-de Sitter 代数の拡張になる。
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(13) と (23) は (8) に\mbox{\boldmath $\tau$} (24) は (5) に、 それぞれ一致することがわかる。 したがってダイナミ

カルトーションを持った 2次元 $R^{2}$ 重力理論のゲージ対称性が ISO $(1, 1)$ 非線形リー代数である

ことがわかる。

8. CONCLUSION

われわれは、 (5) が、一般座標変換と局所 Lorentz 変換の他に $ISO(1,1)$ 的な変換 (8) を持
つことをみた。 これは、 $\alpha=\beta=\gamma=0$ のときはトポロジカル $ISO(1,1)$ ゲージ理論に一致

する。 $e\neq 0$ の領域では (5) はダイナミカルトーションを持った $R^{2}$ 重力 (2) に同値である。
ゲージ変換 (8) は、通常のリー代数を一般化した非線形リー代数の一般論から理解できること

がわかった。すなわち、 (8) は $ISO(1,1)$ 的な非線形リー代数のゲージ変換であり、 (5) は、

そのゲージ不変ラグランジアンである。 この結果は、 [2] および [11] の直接の拡張になってい
る。 このような対応は一般の Dilaton 的な重力理論 [12] に拡張することができる o[13]

ゲージ理論として考えた場合には、 $e=0$ となるようなゲージを採ることができるが、一

方重力理論に置いては、 $e\neq 0$ であることは本質的である (例えば [14] を参照) 。一般にはこ

の問題は量子化すると、重大な違いとなって現れる可能性がある。

一方非線形リー代数の観点からは、 そのゲージ変換に対するゲージ不変な Action が構成

できたことになる。他にゲージ不変な Action が構成できるのか, もしくはこの形式の一般化

といったことが今後の一つの問題である。 ただ、今の場合、通常のリー代数の場合とちがって

リー群に対応するものがないので、 Action の幾何学的な構成は難しいとおもわれる。
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