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一次元 SCHR\={O}DINGER 作用素に対する準位統計

筑波大学数学系 南 就将 (NARIYUKI MINAMI)

$0\equiv x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{n}<x_{n+1}\equiv 1$ を $(0,1)$ 内の任意の点の配列とし, $x=0,1$ に
おける Dirichlet 条件の下で次のような Schr\"odinger 作用素を考える :

$H_{v}( \hslash)=-\hslash^{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+v\sum_{j=1}^{n}\delta(x-x_{j})$

ここで $v>0$ は coupling constant, パラメータ $\hslash>0$ は Planck 定数の役割を果た
す $\kappa^{2}>0$ が $H_{v}(\hslash)$ のエネルギー準位であるとは, 方程式 $H_{v}(\hslash)\psi=\kappa^{2}\psi$ の解
で, $\psi(0)=\psi(1)=0,$ $\psi\not\equiv 0$ なるものが存在することと定義する. このノートでは便宜
上\kappa 2がエネルギー準位のとき $\kappa$ 自身のことを固有値とよぶことにする. $H_{v}(\hslash)$ の固有
値 $\{\kappa_{m}(v;\hslash)\}_{m=1}^{\infty}$ の分布状況の統計的な性質を $\hslash\downarrow 0$ の “準古典極限” において調べ
るのがこの研究の目的である. 結果は次のように述べることができる. (証明の詳細につ
いては [ $1|$ を見られたい.)
定数 $c>0,0<a_{1}<a_{2}$ を固定し, $\hslash>0,$ $k=1,2,$ $\ldots$ に対して

$A_{k}(\hslash)=$ {$t\in(a_{1},$ $a_{2})|(t,t+c\hslash)$ contains exactly $k$ eigenvalues}

という集合を考える. $A_{k}(\hslash)$ は互いに overlap しない区間の有限和になるが, それら区
間の長さの和を $|A_{k}(\hslash)|$ と記す いいかえると $|A_{k}(\hslash)|$ は $\mathcal{A}_{k}(\hslash)$ の Lebesgue潰渡
である.

定理 1. 任意の $c>0$ , 任意の $k=0,1,$ $\ldots$ に対して, 極限

$\pi_{k}(c)=\pi_{k}(c;x_{1}, \ldots, x_{n})\equiv hm\frac{1}{a_{2}-a_{1}}|\mathcal{A}_{k}(\hslash)|\hslash\downarrow 0$

が必ず存在する. 特に $y_{j}\equiv x_{j+1}-x_{j},$ $j=0,1,$ $\ldots,$
$n$ が有理meleeならば, $c>0$

に対して,

$\pi_{k}(c)=\sum_{A\in F(k-M_{c})}\prod_{j\in A}t\frac{cy_{j}}{\pi}\}\prod_{J\in A^{c}}(1-t\frac{cy_{j}}{\pi}\})$

となる. 但し, $\mathcal{F}(p)$ は $\{0,1, \ldots, n\}$ の部分集合で ’個の元を持つものの全体, そ
して $M_{\text{。}}$ は $P$

$M_{c} \equiv\sum_{j=0}^{n}[cy_{j}/\pi]$

により定義される. また 同 , および $\{a\}$ はそれぞれ実数 $a$ の整数部分およ
び小数部分である.
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系. $y_{j}\equiv x_{j+1}-x_{j}$ $j=0,1,$ $\ldots,$
$n$ は有理数体上独立とする. このとき $(a_{1}, a_{2})$ に含

まれる $H_{v}(\hslash)$ の固有値 $\kappa_{m}=\kappa_{m}(v, \hslash)$ のうち, $\kappa_{m}-\kappa_{m-1}>c$んを満たすものの相
対度数を $p_{\hslash}(c)$ とすると, $0<c<1$ に対して

$\rho(c)\equiv\lim_{\hslash\downarrow 0}\rho_{\hslash}(c)=(\prod_{j=0}^{n}(1-\frac{cy_{j}}{\pi}))\sum_{j=0}^{n}\frac{y_{j}}{1-cy_{j}/\pi}$

$H_{\backslash }^{arrow}$.
$\rho’(0)\equiv\lim_{c\downarrow 0}\rho_{\hslash}(c)=\frac{1}{\pi}(1-\frac{1}{\pi}\sum_{j=0}^{n}y_{j^{2}})>0$ .

これは $H_{v}(\hslash)$ の固有値間にいわゆる “level repulsion” が存在しないことを示す.

次に作用素 $H_{v}(\hslash)$ をランダム化してみる. 即ち $X_{1},$ $X_{2},$
$\ldots$ は $(0,1)$ 上の一様

分布に従う独立な確率変数の列, そして各々の $n$ に対して

$0<x_{1}^{(n)}<\cdots<x_{n}^{(n)}<1$

は $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を大きさの順に並べたものとする.

定理 2. 確率 1で

$\lim_{narrow\infty}\pi_{k}(c;x_{1}^{(n)}, \ldots, x_{n}^{(n)})=e^{-c/\pi}\frac{(c/\pi)^{k}}{k!},$ $k=0,1,$ $\ldots$ .

即ち, $H_{v}(\hslash)$ がランダムのとき, その典型的な実現をひとっとると, 固有値の列
$\{\kappa_{m}(v;\hslash)\}_{m=1}^{\infty}$ は局所的には Poisson 過程のように見える.

我々が考察したモデル $H_{v}\langle\hslash$) はきわめて単純なものであるが, その研究は興味深い
経過をたどっている.

Pokrovskii ([2]) は $[0, x_{n+1}]$ 上の Schr\"odinger作用素

$L=- \frac{d^{2}}{dx^{2}}+v\sum_{j=1}^{n}\delta(x-x_{j})$

に対する固有値問題を $x=0,$ $x_{n+1}$ における Dirichlet 条件の下で考えた. 但し

$0<x_{1}<x_{2}<\cdots<x_{n}<\cdots$

は $(0, \infty)$ 上のランダムな点の配列で, $\ell_{j}\equiv x_{J+1}-x_{j},$ $j=1,2,$ $\ldots$ は定常で相関の弱い
確率変数列を成すものとする. さて $\kappa^{2}$ が $L$ のエネルギ\leftrightarrow 準位であるという条件の下
で, すぐ上のエネルギ 準位が $(\kappa’)^{2}$ と $(\kappa’+d\kappa’)^{2}$ との間にある確率を $Q(\kappa, \kappa’)d\kappa’$

とおくとき Pokrovskii は, 近似的に

$Q( \kappa, \kappa’)\approx\frac{1}{(\kappa’-\kappa)^{2}}\exp(-\frac{\{(\kappa’-\kappa)-\Delta\kappa\}^{2}}{\mu n(\kappa’-\kappa)^{2}})$
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が成り立っことを主張した. 但し $\mu$ はある定数, $\Delta\kappa$ は mean level spacing である. 特
に $Q(\kappa, \kappa’)$ は $\kappa’=\kappa+\Delta\kappa$ において鋭いピークを持ち, $\kappa’\downarrow 0$ とするとき急減少す
る. いわゆる level repulsion である. (もっとも Pokrovskii 自身はそういう用語を用いて
いないが.)

$Q(\kappa, \kappa’)$ に対する上記の近似式の Pokrovskii による導出には数学的にはっきりしない
点が多く, また近似が成り立っための条件もあきらかでない. しかし level repulsion の
存在だけならば定性的には次のように理解することができよう. $L$ の固有値を $\{\kappa_{j}\}$ とす
るとき

$\kappa_{j}=\pi j/x_{n+1}+O(1/jx_{n+1}),$ $jarrow\infty$

なる評価がなりたつことは容易にわかる ( $[3|,$ Capter 1 ). 従って大きな固有値 $\kappa_{j}$ は
“格子点”のまわりに小さなゆらぎを持つにすぎず, 従って互いに接近しえない.
その後 15年経って $S.A$ .Molchanov[4] は次のような問題を考えた. $L$ は先と同じラン

ダム作用素だが, 今度はこれを $x=0,$ $\ell$ における Dirichlet 条件の下で考える $(f\gg 1)$ .
$\lambda_{j}^{(l)}=\kappa_{j}^{2}j=1,2,$

$\ldots$ をそのエネルギー準位とするとき Molchanov は次のことを証明
した : 任意の $E>0$ , 任意の $a<b$ に対して,

$\lim_{larrow\infty}P(_{arecontainedin(E+\frac{a}{t},E+\frac{b}{l})}exact1ykeigenva1ues)$

$=e^{-\nu(E)} \frac{\{\nu(E)(b-a)\}^{k}}{k!},$ $k=0,1,$ $\ldots$ ,

但し $\nu(E)$ は energy $E$ における density of states “ という量である. 即ち system size
が大きいとき, 小さなエネルギー区間にふくまれる準位の数は Poisson 分布に従うとい
うのである. Molchanov は [$4|$ の序文の中で “Pokrovskii の結果はまちがいだ”と述べ
ているが, 適当なスケーリングの下で上手に定式化しなおせば, Pokrovskii の主張をあ
る程度正当化できるのではなかろうか. なお Pokrovskii と $M\circ l\check{c}an\circ v$ はランダ
ムな Schr\"odinger 作用素のアンサンブルを考え, その上で固有値に対する統計をとっ
ているという点で我々とは違う問題を考えている.
同じ頃 M.Berry は量子カオスに関する講義 [$5|$ の中で, $H_{v}(\hslash)$ について定理 1のよ

うな準位統計を取ると, “level repulsion” が見られると論じ, その傍証として Pokrovskii
の結果を挙げている. (彼は同時に Molchanov の Pokrovskii に対する批判が当を得ない
ことを指摘している.) 我々の定理 1は Berry の意味での準意統計を忠実に定式化してみ
たものだが, その結果 level repulsion は見られず むしろ level clustering, あるいは近似
的な Poisson 統計が得られたのである. ちなみに Molchanov の結果の中に Poisson 分布
が現れるのは全く別の数学的な理由によるものである.
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