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ジャックナイフ統計量に関する高次漸近的性質の検討
相関係数の場合

千葉大自然科学研究科 汪 金芳 (Jin Fang Wang)
木更津工業高専 大内 俊二 (Shunji Ouchi)
千葉大理学部 田栗 正章 (Masaaki Taguri)

1 Smooth function model

$\{Z_{p}=(Z_{p}^{1}, \cdots, Z_{p}^{r})\}_{p\geq 1}$ を i.i.d. $r\grave{l}N\overline{E}h_{[}\geq-arrow$ くクトノレタ 1, $g_{1},$ $\cdots,g_{d}$ を $R^{r}$

で定\equiv 謹された可測関数とするとき、

$X_{p}=(X_{p}^{1}, \cdots,X_{p}^{d})=(g_{1}(Z_{p}), \cdots ;g_{d}(Z_{p}))$ ,

$E(X_{p})=\eta$

で定義される $d$ 次元確率ベクトル $X_{p}$ を考え、平均ベクトル $\eta$ の滑らかな
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} fih(\eta)=\theta$ (smooth function model と呼ばれる) を, $\hat{\theta}=h(\overline{X})$ \chi \mbox{\boldmath $\tau$}推定
するものとする。ただし $\overline{X}=(\overline{X}^{1}, \cdots,\overline{X}^{d})=\Sigma_{p=1}^{N}X_{p}/N,$ $N$は標本数であ
る。本報告では $h(\overline{X})$ としてとくに標本相関係数を考える。すなわち $r=2$ ,
$d=5$ とし, $X^{1}=g_{1}(Z)=Z^{1},$ $X^{2}=g_{2}(\cdot Z)=Z^{2},$ $X^{3}=g_{3}(Z)=Z^{1}Z^{2}$ ,
$X^{4}=g_{4}(Z)=(Z^{1})^{2},X^{5}=g_{5}(Z)=(Z^{2})^{2}$ とおけば, 標本相 f3ff係数!t

$\hat{\theta}=h(\overline{X})=\frac{\overline{X}^{3}-\overline{X}^{1}\overline{X}^{2}}{\sqrt{\overline{X}^{4}-(\overline{X}^{1})^{2}}\sqrt{\overline{X}^{5}-(\overline{X}^{2})^{2}}}$

と表せる。

2 ジャックナイフ統計量

$N$ 個の釘 l\mbox{\boldmath $\lambda$}ll\llcorner g くクトル $X_{1},X_{2},$ $\cdots$ , $X_{N}$ から $p$ 番目の観測値ベクトル $X_{p}$

を除いた $N-1$ 個に亘る標本平均を $\overline{X}_{(-p)}$ とし、 $\overline{X}_{(-p)}$ の滑らかな関数
$h(\overline{X}_{(-p)})$ を $\theta_{(-p)}^{-}$ とする。このとき

$pv(-p)$ $(p=1, \cdots,N)$
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で定義される $pv\theta^{-}(-p)$ は J“*‘」いソクナイフ pseudo-value と呼はれ、その平均

$\overline{\theta_{J}}=\frac{1}{N}\sum_{p=1}^{N}\theta^{-}$

またここでは\mbox{\boldmath $\theta$}-J の分散の

1 $N$

$V\overline{ar}_{J}=-\Sigma(\theta^{-}-\overline{\theta_{J}})^{2}$

$N-1_{p=1}$

を用いる。このとき $\overline{\theta_{J}}=\sqrt N(\overline{\theta_{J}}-\theta)$, $T=\overline{\theta_{J}}/\sqrt{V\overline{ar}_{J}}$ と定義する。後者
はジャックナイフー $t$ 統計量と呼ばれている。

3 分布関数の 3次のエツジワース展開

3.1 $\overline{\theta_{J}}$ ,

Wang$(1994)$ は、 $-\Re$の smooth function mo-Odel(多変量) に対して、 $X$の

8次のモーメントの存在と適当な垣!Em下、$-’\varphi\theta_{J}^{\sim},$ $T$ それぞれの 4次までの
キュミュラントを $1/N$ のオーダーまで求め、分布関数の 3次のエッジワー
ス展開を与えた。ここではその応用の一つとして相関係数に対して、 $\overline{\theta_{J}},$ $T$

それぞれの 4次までのキュミュラントを具体的に計算し、分布関数の 3次の

対して不変なので $E(X^{1})=E(X^{2})=0,$ $E(X^{3})=\rho,$ $E(X^{4})=E(X^{5})=1$

とした。このとき $\theta=h(\eta)=\rho$ となる。 次式て牡、 $\overline{\theta_{J}},$ $T$ を–1的に $\tilde{\theta}$ と
書くものとする。

$\tilde{\theta}$ の $r$次のキュミュラント $\kappa_{N}^{r}$ が

$\kappa_{N}^{r}=N^{-(r-2)/2}(C_{0}^{r}+C_{1}^{r}N^{-1}+C_{2}^{r}N^{-2}+\cdots)$ , $r\geq 1$

と $N^{-1/2}$ の巾級数に展開されているとき、

$F_{\tilde{\theta}}(y)$ $=$ $Pr(\tilde{\theta}\leq y)$

$=$ $\Phi(y;\sigma^{2})+(\frac{Q_{1}(y)}{\sqrt{N}}+\frac{Q_{2}(y)}{N})\phi(y;\sigma^{2})+o(N^{-1})$ , (1)

$Q_{1}(y)$ $=$ $-(C_{1}^{1}+ \frac{1}{6}C_{0}^{3}H_{2}(y))$ , (2)
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$Q_{2}(y)=$ $-[ \frac{1}{2}(C_{1}^{2}+(C_{1}^{1})^{2})H_{1}(y)+\frac{1}{24}(C_{0}^{4}+4C_{1}^{1}C_{0}^{3})H_{3}(y)$

$+ \frac{1}{72}(C_{0}^{3})^{2}H_{5}(y)]$ . (3)

ここで $\Phi(y;\sigma^{2}),$ $\phi(y;\sigma^{2})$ は、それぞれ正規分布 $N(0, \sigma^{2})$ の分布関数と密度
関数、また $H_{k}(y)(k=1,2,3,5)$ は $k$次のエルミート多項式である。

(2),(3) 式における係数 $C_{k}^{r}(k=0,1;r=1,2,3,4)$ は $Z^{1},$ $Z^{2}$ の $S$ 次までの
同時モーメントと $p$ を用いた式で書けるが、 $Z=(Z^{1}, Z^{2})$ に特定の分布を仮
定しない場合、それらの式は膨大なものとなり、ここでは紹介出来ない。 し
たがって以下の議謝ますべて $Z=(Z^{1}, Z^{2})$ が 2次元正規分布 $N_{2}(0,0,1,1, \rho)$

に従うという仮定の下でのものとする。
$\sim=T$のと

$Q_{1}(y)=-\rho(y^{2}+1)$ , (4)

$Q_{2\prime}(y)= \frac{y(1+5p^{2}-5y^{2}+4p^{2}y^{2}-2\rho^{2}y^{4})}{4}$ (5)
$\sigma^{2}=1$ .

$\tilde{\theta}=\overline{\theta_{J}}$のとき

$Q_{1}(y)$ $=$ $\frac{p\{y^{2}-(1-p^{2})^{4}\}}{(1-\rho^{2})^{3}}$ (6)

$Q_{2}(y)$ $=$ $\frac{y}{4(1-\rho^{2})^{6}}\{-13+43\rho^{2}-35\rho^{4}-37p^{6}$

$+93p^{s}-79\rho^{10}+35\rho^{12}-7p^{14}$

$+(3+10p^{2}-33p^{4}+26p^{6}-8p^{8}+2p^{10})y^{2}$

$-2p^{2}y^{4}\}$ , (7)
$\sigma^{2}=(1-p^{2})^{2}$ ( $\overline{\theta_{J}}$の漸近分散).

3.2 $T$ の分布に対する 2 次と 3 次のエッジワー】歌斤 f $OH$』咬

七由 j Ab\supset 怪えた統計量 $T$ の分布関数のエッジワース展開の妥当性およ
び近似の様子を見るために、2次の近似 (破線) 、 3次の近似 (実線) 、および
真の分布を同一平面上に描いたものが下図である。ただし真の分布は、 2次
Xの正 l[数を 1000回発生させ、1000個の $T$ の値を計算することから作ら
れた経験分布関数である。 図 1から図 4は $p=0.S$ の場合について、標本
の大きさ $N$を 10, 25, 50, 100と変化させたときのものである。
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図 1: $\rho=0.8,$ $N=10$ の場合 図 2: $\rho=0.8,$ $N=25$ の場合

図 3: $\rho=0.8,$ $N=50$ の場合 図 4: $\rho=0.8,$ $N=100$ の場合

図 6: $\rho=0.4,$ $N=10$ の場合 図 5: $\rho=0.4,$ $N=10$ の場合
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これらの図から、真の分布に対する 3次の近似ま 2次の近似に比べほぼ一
様に良いことが読み取れる。特に分布の両楓こ近づくほどそれが顕著である。

2次と 3l、A\succ a\supset 近 ll,‘\acute {\not\subset$\cross$uよ小さくな
り、共に真の分布に近づいていくこともわかる。原点の近傍において、 2次
と 3次の近似力淑ほ等しいことが分かるが、このことは奇数次 (7\chi \sim レミート

多項式がそこで $0$ に近い値を取ることと (3) 式から細尋できることである。
図 5と図 6は $p=0.4(N=25,100)$ の場合の図である。 $\rho=0.S$ の場合と
同じ傾向が見られるが、エッジワース展開による近似が $p=0.S$ の場合より
も良くなっている。

図 9: $\rho=0.8,$ $N=100$ の場合
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図 7から図 9は、$p=0.8$ の場合に、展開式 (1) における 3次の項が 2次
の項による近似をどのように補正しているかをみるために描いた図であり、
各々標本数 $N$は、 10,25,100である。図 1と図 7図 2と図 8図 4と図 9な
どを見比べると、3次の項を加えることは、左裾においては 2次の項によっ
て負の方向に過大修正されたものを正の方向へ引き戻し、右裾では 2次の項

ことがわかる。

4 相関係数に対する信頼区間の構成

4.1 $T$ に対するコーニッシュ フィッシャー$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

統計量 $T$の分布関数が (1) 式のようにエッジワース展開されているとき、
$w_{\alpha}$ を $T$の 100\alpha %点, すなわち

$w_{\alpha}= \inf\{y:Pr(T\leq y)\geq\alpha\}$ ,

$Z_{\alpha}$ を標準正規分布の 100\alpha %点とするとき、

$w_{\alpha}$ $=$ $z_{\alpha}+ \frac{p_{1}(y)}{\sqrt{N}}+\frac{p_{2}(y)}{N}+o(N^{-1})$ , (8)

$p_{1}(y)$ $=$ $-Q_{1}(y)$ , (9)

$p_{2}(y)$ $=$ $Q_{1}(y)Q_{1}’(y)- \frac{1}{2}y\{Q_{1}(y)\}^{2}-Q_{2}(y)$ (10)

$\overline{w_{\alpha}}=z_{\alpha}+\frac{\overline{p_{1}}(y)}{\sqrt{N}}+\frac{\overline{p_{2}}(y)}{N}+o(N^{-1})$ (11)

を使わなければならない。理論的には $p_{1}(y),$ $p_{2}(y)$ はそれぞれ、それらの推定
値 $\overline{p_{1}}(y),\overline{p_{2}}(y)$ と $O_{p}(N^{-1/2})$ のズレがあるから、 $\overline{w_{\alpha}}$ は真の w\alpha から $O_{p}(N^{-1})$

のズレをもつことになる。
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コーニッシ』」・フィッシャー展開 (8) から作られる\mbox{\boldmath $\theta$}=\mbox{\boldmath $\rho$}に対する $f\underline{=}\ovalbox{\tt\small REJECT} H_{Y}lHt$

$1-2\alpha$ の近似 (両側) 信頼区間 1は、不等式

$w_{\alpha}<T<w_{1-\alpha}$

の $\tau$に$\overline{\theta_{J}}/\sqrt V\overline{ar}_{J}$を代入して解き直すことから-

$\overline{\theta_{J}}-\frac{\sqrt{V\overline{ar}_{J}}}{\sqrt{N}}w_{1-\alpha_{1}}^{\prime<_{\wedge}.\theta<\overline{\theta_{J}}-\frac{\sqrt{V\overline{ar}_{J}}}{\sqrt{N}}w_{\alpha}}$ (12)

しかし前述したように、 $w_{\alpha},$
$w_{1-\alpha}^{r}$ には真のパラメータが含まれるので 現実

G4南め事磐\approx 信頼区匿は、 (11) 式で与えられる w–\alpha を用いた

$\overline{\theta_{J^{-\frac{\sqrt{V\overline{ar}_{J}}}{\sqrt{N}}w_{1-\alpha}}}}^{-}<\theta<\overline{\theta_{J}}-\frac{\sqrt{V\overline{ar}_{J}}}{\sqrt{N}}\overline{w_{\alpha}}$ (13)

である。次節におけるシミュレーションでは、(11)式における費 $(y),\overline{p_{2}}(y)$ と
して、 (8) 式における $p_{1}(y),$ $p_{2}(y)$ に含まれる $P$ を、その推定値で置き換え
たものを用いた。

4.2

が示されている。
定義されるものである。ただし、ここでは真の信頼限界は、32節同様 2次

下位 1000\alpha 番目のものを拾い出すことにより求めたものである。また被覆確
率は (12) または (13) 式で与えられる近似信頼区間を 1000個作り、そのう
ち真の p の値がそれらの中に入るものの割合を計算したものである。表中 $p$ ,

$\acute{\hat{p}},$

$\overline{\rho_{J}}$ とあるのは、$p_{L}(y),$ $p_{2}(y)$ に含まれる $p$ として、真釧直, 通常の推定値
ジャックナイフ推定値をそれぞれ用いたことを意味するものである。

1ここでは簡単のため両裾の確率が同じ $(=\alpha)$ 場合を考えた。
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表 1: 90%近似信頼区間 ($\rho=0.8$ の場合)

表 2: 90%近似信頼区間 ( $\rho=0.4$ の場合)
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表 3: 90%近似信頼区間 ( $\rho=-0.8$ の場合)

h–\rightarrow -6殴表から以下のようなことが分かる。

$\bullet$ 標本数が大きいとき $(N=50)$ には、 3つの近似にそれほど差がないこ
とは、すでに 32節て たが、上記の表からもそのことは読み取れる。

$\bullet$ 4標本 $(N=10)$ , 中程度の標本 $(N=25)$ の場合、 $p$ か填の値のもと
では、3次の近似は、被覆確率で見る限りすべての場合架 “(凹 D 2つの近
似より優 ている。 2次と正規の近似では、必ずしも 2次の方が良いと
は限らない。

$\bullet$

$p$ を推定値で置き換えた場合\sim $p=0.8,$ $-0.8$ で小標本のときには、 3次
の近似は他の 2つに比べかなり良い。

$\bullet$

$p$ を推定値で置き換えた場合、 $\rho=0.4$ のとき小 中程度の標本で 2次
の近似がもっとも良い。

$\bullet$

$p$ を推定値で置き換えた場合、3次の近似は、信頼度より大きめの被覆
確率をとる傾向がある。

$\hat{\rho},$ $\overline{p_{J}}A1$ lb\supset 傷河値を用いてもあまり変わらない。

$\bullet$ 被覆確率は、真の $p$ をその推定値 $\hat{p},$ $\overline{\rho_{J}}$ で置き換えることに対して、標
オ S@A さい場合でも頑健ぐある。

いる。
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