
211

準 Newton法を使用した主双対内点法の
局所的収束の速さについて

矢部博 (東京理科大学・工学部) (Hiroshi Yabe)
山下浩 (数理システム) (Hiroshi Yamashita)

1 はじめに

非線形最適化問題

(1.1) minimize $f(x)$ subject to $g(x)=0,$ $x\geq 0$ , $x\in R^{n}$ , $g\in R^{m}$

に対する内点法を考える。ペナルティ関数法に基づく内点法の研究は 1960年代に遡るが, Kar-
markar 法 [7] 以来, 線形計画問題や 2次計画問題に対する内点法の見直しがなされ理論的にも
実用的にも非常に活発に研究されている。線形計画問題に対する内点法の中でも近年とくに主
双対内点法が有望視されており, Kojima, Mizuno and Yoshise[8] の研究に端を発して多くの研
究者によって大域的収束性 (とくに多項式オーダ性) が示されている。 さらに局所的収束性は
Zhang, Tapia and Dennis[15] の研究に端を発し, Zhang and Tapia ら ([13],[14]) を中心に研究
がなされている。
そうした状況の中で, 非線形最適化問題の内点法の再検討はこれからの大きな課題である。

大域的収束性に関して Yamashita[ll] の研究がある。局所的収束性に関しては, 線形計画問題
に対する Zhang and Tapia らの結果を非線形最適化問題へ拡張して, Newton 法を用いた主双
対内点法の局所的 2次収束性が El-Bakry et $a1.[5]$ や Yamashita and Yabe [12] らによって示さ
れている. さらに, 準ニュートン法を用いた主双対内点法の局所的 $Q$ 超 1次収束性が Yamashita
and Yabe [12] によって研究されている.
本論文では, [12] の結果を拡張し, 射影ヘッセ行列を利用して $Q$超 1次収束のための必要十

分条件を与える. まず, 2,3節で [12] の内容を簡単に紹介し, 4節で主要な結果を述べる.

2 非線形最適化問題に対する主双対内点法
問題 (1.1) のラグランジュ関数を

(2.1) $L(x, y, z)=f(x)-y^{t}g(x)-z^{t_{X}}$ , $y\in R^{m},$ $z\in R^{n}$ はラグランジュ乗数

としたとき, Karush-Kuhn-Tucker(K-K-T) 条件は次式で与えられる :

(2.2) $r_{0}(x, y, z)\equiv(\begin{array}{l}\nabla_{x}L(x,y,z)g(x)XZe\end{array})=(\begin{array}{l}000\end{array})$ , $x\geq 0$ , $z\geq 0$ ,

ただし,

$X=diag(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{\mathfrak{n}})$ , $Z=diag(z_{1}, z_{2}, \cdots, z_{n})$ , $e=(1,1, \cdots, 1)^{t}\in R^{n}$ ,
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$\nabla_{x}L(x, y, z)=\nabla f(x)-A(x)^{t}y-z$ . ( $A(x)$ は $g(x)$ のヤコビ行列)

このとき相補性条件 $XZe=0$ を $XZe=\mu e$ ( $\mu$ は非負定数) で置き換えて, 次の修正 K-K-T
条件を考える :

(2.3) $r(x, y, z)\equiv(\begin{array}{ll}\nabla_{x}L(x,y z)g(x) XZe-\mu e \end{array}).=(\begin{array}{l}000\end{array})$ , $x>0$ , $z>0$ .

ここで, $r(x, y, z)$ は

$r(x, y, z)=r_{0}(x, y, z)-\mu\hat{e}$ , $\hat{e}=(\begin{array}{l}00e\end{array})\in R^{2n+m}$

と書けることに注意せよ.
主双対内点法は非線形方程式 (2.3) に対するニュートン法のことであり, とくに 3番目の方

程式 $XZe-\mu e=0$ に対するニュートン法が本質的である。 $(\Delta x_{k}, \Delta z_{k})$ を $(x, z)$ に関するニュー
トンステップとしたとき, $XZe-\mu e=0$ に対するニュートン法は次式で与えられる。

(2.4) $X_{k}^{-1}\Delta x_{k}+Z_{k}^{-1}\triangle z_{k}=\mu_{k}(X_{k}Z_{k})^{-1}e-e$ .

そして次の点が非負条件に関して内点になるようにステップサイズが調整される。すなわち,

$x_{k+1}=x_{k}+\alpha_{xk}\Delta x_{k}>0$ , $z_{k+1}=z_{k}+\alpha_{zk}\Delta z_{k}>0$

となるように $\alpha_{xk},$ $\alpha_{zk}$ が選ばれる。 したがって, 主双対内点法と方程式 (2.2) に対するニュー
トン法との本質的な違いは,

(1) 方程式 (2.3) に摂動項 $\mu_{k}e$ が含まれていること (これは非負条件の実行可能領域でのセン
ターリングの役目を果たす),

(2) 点列 $\{(x_{k}, z_{k})\}$ が非負条件に関して内点になるようにするために減速 (damping) をする必
要があること,

である。 このことに付け加えて, 以下ではラグランジュ関数のヘッセ行列 $\nabla_{x}^{2}L(x_{k}, y_{k}, z_{k})$ を近
似することも考える.
以下, $w=(x, y, z)$ と表し $g(x)$ の v コビ行列を $A(x)\in R^{mXn}$ とすれば, 非線形方程式

$r(w)=0$ に対する準ニュートン法は次のアルゴリズムで与えられる :

[Prototype Algorithm]
(0) 初期点 $(x_{0}, z_{0})>0,$ $y_{0}$ を与える.
$k=0,1,2,$ $\cdots$ , に対して以下の手順を繰り返す。

(1) $\mu_{k}\geq 0$ を与える.

(2) $\Delta w_{k}=(\Delta x_{k}, \triangle y_{k}, \Delta z_{k})^{t}$ に関する連立 1次方程式 $J_{k}\triangle w_{k}=-r(w_{k})$ を解く。ただし,

(2.5) $J_{k}=(\begin{array}{lll}G_{k} -A(x_{k})^{t} -IA(x_{k}) O OZ_{k} O X_{k}\end{array})$

であり, $G_{k}$ は $\nabla_{x}^{2}L(w_{k})$ の近似行列である。
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(3) ステップサイズ $\Lambda_{k}=diag(\alpha_{xk}I_{n}, \alpha_{yk}I_{m}, \alpha_{zk}I_{n})$ を求める。

(4) $w_{k+1}=w_{k}+\Lambda_{k}\triangle w_{k}$ として次の点を生成する。 1

ここで $G_{k}=\nabla_{x}^{2}L(w_{k})$ の場合がニュートン法である。なお $r_{0}(w)$ および $r(w)$ のヤコビ行
列は次式で与えられる。

(26) $\nabla r_{0}(w)=\nabla r(w)=(\begin{array}{lll}\nabla_{x}^{2}L(x,y,z) -A(x)^{t} -IA(x) O OZ O X\end{array})$ .

以下では, $w^{*}=(x^{*}, y^{*}, z^{*})$ を K-K-T 点とし次の条件を仮定する。

$\{\begin{array}{l}A1A2A3A4A5\end{array}\}\nabla^{*}f^{\vee}(x)$

と

$\nabla g^{\text{を}}w_{2}^{*_{*}}|f2$

次の $+9$条
$1_{1}+_{h}\text{を_{}x}\#_{\text{て}L^{\sim}ips’}^{\grave{\grave{a}}^{\text{。}}\text{成^{てある_{}chi^{\circ}tz}}}wCl*\not\cong$の$fB\text{補_{}(x)^{\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{分}\urcorner_{*}}}^{1ffi’\text{足する^{}\mathfrak{X}_{\text{足}9^{\text{り}j}\text{る^{}I\supset^{\text{。}}}}}}x|hiE\Re$

条件
$f$ と

$gth2$
。

連続である。

以上の仮定のもとで行列 $\nabla r_{0}(w^{*})$ (すなわち $\nabla r(w^{*})$ ) が正則であることが示される。[Pro-
totype Algorithm] においてパラメタ $\mu_{k}$ , ステップサイズおよび近似行列 $G_{k}$ の決め方に選択
の余地があるが, 速い収束性を実現するためには次の条件が満足されなければならない。

(1) パラメタ $\mu_{k}$ は十分速くゼロに近づかなければならない,

(2) ステップサイズ $\alpha_{xk},$ $\alpha_{yk},$ $\alpha_{zk}$ は十分速く 1に近づかなければならない,

(3) 行列 $G_{k}$ はある意味でヘッセ行列 $\nabla_{x}^{2}L(w_{k})$ に十分近くなければならない。

以上の条件を考慮して, 本稿では次の 3種類のアルゴリズムを提案しそれぞれの局所的収束性
およびその収束速度について検討する。

[Algorithm $A$]
Zhang and Tapia ら ([13],[14],[15]) と同様に共通のステップサイズを選ぶ。すなわち, [Prototype
Algorithm] において

$\alpha_{xk}=\alpha_{zk}=\min\{1,$ $\gamma_{k}m_{!}n\{-\frac{(x_{k})}{(\triangle x_{k})}|(\Delta x_{k})_{i}<0\},$ $\gamma_{k}\min_{i}\{-\frac{(z_{k})}{(\Delta z_{k})}|(\Delta z_{k});<0\}\}$ ,

$\alpha_{\phi}=1$ , または, $\alpha_{xk}$ とし, パラメタ $\mu_{k}$ ,筆は次式を満足するように選ばれる。

$0\leq\mu_{k}\leq\zeta_{1}(x_{k}^{t}z_{k})^{1+\tau_{1}}$ , $0<1-\gamma_{k}\leq\zeta_{2}||r_{0}(w_{k})||^{\tau_{2}}$ ,

ただし, $\tau_{1},$ $\tau_{2},$
$\zeta_{1},$ $\zeta_{2}$ は正定数である。1

[Algorithm $B$]
線形計画問題用のパッケージ OB1 ([9],[10]) と同様に主変数, 双対変数で別々のステップサイ
ズを選ぶ。すなわち, [Prototype Algorithm] において

$\alpha_{xk}=\min\{1,$ $\gamma_{k}m!n\{-\frac{(x_{k})}{(\Delta x_{k})}|(\triangle x_{k})_{i}<0\}\}$ ,

$\alpha_{zk}=\min\{1,$ $\gamma_{k}m!n\{-\frac{(z_{k})}{(\Delta z_{k})}|(\Delta z_{k})_{i}<0\}\}$ ,
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$\alpha_{yk}.=1,$ $\alpha_{xk}$ , または, $\alpha_{zk}$ とし, パラメタ $\mu_{k}$ ,族は次式を満足するように選ばれる。

$0\leq\mu_{k}\leq\zeta_{1}$ mjn $\{(x_{k})_{i}(z_{k})_{i}\}(x_{k}^{t}z_{k})^{\tau_{1}}$ , $0<1-\gamma_{k}\leq\zeta_{2}||r_{0}(w_{k})||^{72}$ ,

ただし. $\tau_{1},$ $\tau_{2},$
$\zeta_{1},$ $\zeta_{2}$ は正定数である。 $\iota$

[Algorithm $C$]
Yamashita[ll] のアルゴリズムと同様の考えでステップサイズを選ぶ。すなわち, [Prototype
Algorithm] において

$\alpha_{xk}=\min\{1,$ $\gamma_{k}\min_{j}\{-\frac{(x_{k}):}{(\Delta x_{k})}|(\Delta x_{k})_{j}<0\}\}$ ,

とし, $\alpha_{zk}$ は $\alpha_{zk}\leq 1$ および各 $i1$こ対して次式を満足する最長のステップサイズとする。

$\min\{\frac{\mu_{k}}{M_{Lk}((x_{k})_{i}.+\alpha_{xk}(\Delta x_{k}).\cdot)},$ $(z_{k})_{i} \}\leq(z_{k});+\alpha_{zk}(\Delta z_{k});\leq\max\{\frac{M_{Uk}\mu_{k}}{(x_{k})_{i}+\alpha_{xk}(\Delta x_{k})},$ $(z_{k})_{i}\}$ ,

ただし $M_{Lk},$ $M_{Uk}$ は適当な正数である。そして $0<\mu_{k}$ であることを除けば, $\alpha_{yk},$ $\mu_{k}$ ,族の選
び方は [Algorithm $B$] と同じである。 1

以上の 3種類のアルゴリズムに対して次の補助定理を得る。

[補助定理 1]
条件 (A1) から (A4) が成り立ち, 点列 $\{w_{k}\}$ はアルゴリズム $A,$ $B,$ $C$ で生成されると仮定する。
このとき, ある $\epsilon>0,$ $\delta>0$ が存在して,

$||w_{k}-w^{*}||\leq\epsilon$, $||G_{k}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*})||\leq\delta$

ならば
$||\Lambda_{k}-I||\leq c_{1}||r_{0}(w_{k})||^{\tau}$ , $\mu_{k}\leq c_{2}(x_{k}^{t}z_{k})^{1+\tau_{1}}$

となる。ただし, $c_{1},$ $c_{2}$ は正定数, アルゴリズム $A,$ $B$ では $\tau=\min\{1, \tau_{2}\}$ , アルゴリズム $C$ で

は $\tau=\min\{1, \tau_{1}\}$ である。 1

3 局所的収束性と収束速度
前節の補助定理を利用すれば, 準ニュートン法を用いた主双対内点法の局所的 $Q$超 1次収束性
が示される。

[定理 1] (準ニュートン法の局所的超 1次収束性 [12])
仮定 (A1) から (A5) が成り立っとし, 点列 $\{w_{k}\}$ はアルゴリズム $A,$ $B,$ $C$ のいずれかを用いた
準ニュートン法で生成されるとする。さらに行列 $\{G_{k}\}$ は

(3.1) $||G_{k+1}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*})||_{M}\leq(1+\beta_{1}\sigma_{k})||G_{k}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*})||_{M}+\beta_{2}\sigma_{k}$ ,

を満足すると仮定する。ただし, $\beta_{1},$ $\beta_{2}$ は正定数で

$\sigma_{k}=\max(||w_{k+1}-w^{*}||, ||w_{k}-w^{*}||)$

である。 このとき, $\nu\in(0,1)$ に対してある正数 $\epsilon=\epsilon(\nu)$ と $\delta=\delta(\nu)$ が存在して

$||w_{0}-w^{*}||<\epsilon$ , $||G_{0}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*})[|_{M}<\delta$
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ならば $\{w_{k}\}$ は $w^{*}$ に収束して, かっ,

(3.2) $||w_{k+1}-w||\leq\nu||w_{k}-w^{*}||$ , $k\geq 0$

が成り立っ。
さらに, 以下の $(a),(b),(c),(d)$ は同値である。

(a) 行列 $\{J_{k}\}$ は次式を満足する

(3.3) $\lim_{karrow\infty}\frac{||(J_{k}-\nabla r_{0}(w^{*}))(w_{k+1}-w_{k})||}{||w_{k+1}-w_{k}||}=0$.

(b) 点列 $\{r_{0}(w_{k})\}$ は次式を満足する

(3.4) $\lim_{karrow\infty}\frac{||r_{0}(w_{k+1})||}{||w_{k+1}-w_{k}||}=0$.

(c) 点列 $\{w_{k}\}$ は $w^{*}$ に $Q$超 1次収束する, すなわち,

(3.5) $\lim_{karrow\infty}\frac{||w_{k+1}-w^{*}||}{||w_{k}-w^{*}||}=0$ .

(d) 行列 $\{G_{k}\}$ は次式を満足する

(3.6) $\lim_{karrow\infty}\frac{||(G_{k}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*}))(x_{k+1}-x_{k})||}{||w_{k+1}-w_{k}||}=0$.

ここで, (3.1) は bounded deterioration property [2] であ り, (3.3) は Dennis-More’ 条件 [4]
に対応する。

4 射影ヘッセ行列と超 1次収束性
前節では, 点 $(x_{k}, y_{k}, z_{k})$ 全体が K-K-T 点 $(x^{*}, y^{*}, z^{*})$ に $Q$超 1次収束するための必要十分

条件を述べたが, このままではその一部分が $Q$超 1次収束することにはならない。一般に, 点
$(x_{k}, y_{k}, z_{k})$ 全体が K-K-T 点 $(x^{*}, y^{*}, z^{*})$ に $Q$ 超 1次収束しても, その一部分は $R$超 1次収束す
ることまでしか保証されない。そこで本節では, 一部分 $(x_{k}, z_{k})$ が $(x^{*}, z^{*})$ に $Q$ 超 1次収束する
ための必要十分条件を与える。なお, 本節で述べる結果は, 制約条件付き最適化問題に対する
準ニュートン法の $Q$ 超 1次収束性に関する Boggs, Tolle and Wang [1] や Coleman [3] らの研究
に対応する。
等式制約関数 $g(x)$ のヤコビ行列 $A(x)$ に対して, $A^{-}(x)\in R^{nxm}$ を

$A(x)A^{-}(x)=I$

を満足する一般化逆行列のひとっとする。 また, この $A^{-}(x)$ に対して, $B(x)\in R^{(n-m)_{X}n}$ は

$B(x)A(x)^{t}=O$

を満足し, かっ, $x^{*}$の近傍で $x$ について微分可能なフルランク行列とする。 こうした行列 $B(x)$

が存在することは Goodman[6] によって証明されている。 このとき, 行列

$(\begin{array}{l}(A^{-}(x))^{t}B(x)\end{array})\in R^{nxn}$
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が正則行列になることが容易に示される。
まず,

(4.1) $r(w)=(\begin{array}{l}r_{L}r_{B}r_{G}\end{array})\equiv(\begin{array}{ll}\nabla_{x}L(x,y z)g(x) XZe-\mu e \end{array})=0$

に対する準ニュートン法を考えよう。 このとき, [Prototype Algorithm] で述べたように準ニュー
トン方程式は

$J_{k}\triangle w_{k}=-r(w_{k})$

となる。 これは次の方程式と同値である。

$(((A_{\vee}(x_{k^{k}}B^{-}(x)^{))^{t}}O) I OI)J_{k}\Delta w_{k}=-(\begin{array}{lll}((A(\text{劣}))^{t}B^{-}(x_{k^{k}})) O\backslash O I I\end{array})r(w_{k})$.

この方程式を具体的に書き下せば, 次のようになる。

(42) $y_{k}+\Delta y_{k}=(A^{-}(\text{劣_{}k}))^{t}(G_{k}\Delta x_{k}+\nabla f(x_{k})-(z_{k}+\triangle z_{k}))$ ,

(4.3) $(\begin{array}{lll}B(x_{k})G_{k} -B(x_{k}) 1A(x_{k}) O Z_{k} X_{k} \end{array})(\begin{array}{l}\Delta x_{k}\Delta z_{k}\end{array})=-(\begin{array}{l}B(x_{k})(\nabla f(x_{k})-Z_{k})g(x_{k})X_{k}Z_{k}e-\mu_{k}e\end{array})$ .

ここで, 方程式 (4.3) が $(x, z)$ に関するニュートン方程式に対応していないことに注意された
い。 したがって, このままでは収束性の解析が難しい.
そこで, 方程式 (4.1) を変形してから準ニュートン法を適用することを考えよう。すなわち,

式 (4.1) は次の方程式

$(\begin{array}{l}(A^{-}(x))^{t}B(x)\end{array})r_{L}$ $=$ $0$ ,

$r_{E}$ $=$ $0$ ,
$r_{C}$ $=$ $0$ .

と同値なので, 次式を得る。

(4.4) $y$ $=$ $(A^{-}(x))^{t}(\nabla f(x)-z)$ ,
(4.5) $B(x)r_{L}=B(x)(\nabla f(x)-z)$ $=$ $0$ ,
(46) $g(x)$ $=$ $0$ ,
(4.7) $XZe-\mu e$ $=$ $0$ .
ここで, 式 (4.4) は $(x, z)$ が求まれば $y$が決まることを示している。他方, 方程式 $(4.5),(4.6),(4.7)$
は $(x, z)$ だけに依存する方程式なので, このとき準ニュートン方程式は

(4.8) $\tilde{J}(x_{k}, z_{k})(\begin{array}{l}\Delta x_{k}\Delta z_{k}\end{array})=-\tilde{r}(x_{k}, z_{k})$

となる。ただし,

(4.9) r\tilde (劣, $z$ ) $=(\begin{array}{l}B(\text{劣})(\nabla f(x)-z)g(x)XZe-\mu e\end{array})$ , $\tilde{J}(x, z)=(\begin{array}{ll}\dot{B}(x)r_{L}+B(x)\nabla_{x}^{2}L(w) -B(x)A(x) OZ X\end{array})$
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であり, $\dot{B}(x)$ は $B(x)$ の $x$ に関する微分を表す。 また,

$y_{k}=(A^{-}(x_{k}))^{t}(\nabla f(x_{k})-z_{k})$ , $w_{k}=(x_{k}, y_{k}, z_{k})$

とする。特に, K-K-T 点 $(x^{*}, z^{*})$ では $\dot{B}(x^{*})r_{L}(w^{*})+B(x^{*})\nabla_{x}^{2}L(w^{*})=B(x^{*})\nabla_{x}^{2}L(w^{*})$ となり,
さらに行列

(4.10) $\tilde{J}(x^{*}, z^{*})=(\begin{array}{ll}B(x^{*})\nabla_{x}^{2}L(w^{*}) -B(\text{劣^{}*})A(x^{*}) Oz* x*\end{array})$

は正則行列になる。ここで, 準ニュートン法の考え方を用いて $\dot{B}(x_{k})r_{L}(w_{k})+B(x_{k})\nabla_{x}^{2}L(w_{k})$ を

行列 $H_{k}$で近似することが考えられる。 したがって, ヤコビ行列 $\tilde{J}(x_{k}, z_{k})$ を $l$

$\tilde{J}(x_{k}, z_{k})\approx(\begin{array}{ll}H_{k} -B(\text{劣_{}k})A(x_{k}) OZ_{k} X_{k}\end{array})$

.

で近似し, かっ, 点 $(x_{k}, z_{k})$ が $(\text{劣^{}*}, z^{*})$ に 1次収束することを仮定すれば, 前節と同様の議論が
出来て, 次の系が得られる。

[系]
点列 $\{(x_{k}, z_{k})\}$ が $(x^{*}, z^{*})$ に 1次収束すると仮定する。 このとき, 次の 3つの事柄は同値である。

(1) 点列 $\{(x_{k}, z_{k})\}$ が $(x^{*}, z^{*})$ に $Q$超 1次収束する。

(2) 次の式が成り立っ。

(4.11)
$\lim_{karrow\infty}\frac{\Vert((\begin{array}{ll}H_{k} -B(x_{k})\cdot A(x_{k}) OZ_{k} X_{k}\end{array})-\tilde{J}(\text{劣^{}*},z^{*}))(\begin{array}{l}x_{k+1}-x_{k}z_{k+1}-z_{k}\end{array})\Vert}{\Vert(x_{k+1}z^{k+1}--z_{k}x_{k})||}=0$

.

(3) 次の式が成り立っ。

(4.12)
$\lim_{karrow\infty}\frac{||(H_{k}-B(\text{劣^{}*})\nabla_{x}^{2}L(w^{*}))(x_{k+1}-x_{k})||}{||(\begin{array}{l}\text{劣_{}k+1}-x_{k}z_{k+1}-z_{k}\end{array})||}=0$

. 1

式 (4.3) と [系] を用いて以上のことを整理すれば, 結局, 準ニュートン法を用いた主双対内
点法に関する次の収束定理が得られる。

[定理 2]
仮定 (A1) から (A4), および (A6) が成り立っとし, 点列 $\{w_{k}\}$ はアルゴリズム $A,$ $B,$ $C$ のい

ずれかを用いた準ニュートン法で生成されるとする。点列 $\{(\text{劣_{}k}, z_{k})\}$ が ( $x^{*},$ $z$りに 1次収束する
と仮定し, 行列の列 $\{G_{k}\}$ は

$(\begin{array}{ll}B(x_{k})G_{k} -B(\text{劣_{}k})A(x_{k}) OZ_{k} X_{k}\end{array})$

が正則になるように生成されるものとする。 このとき, 次の 3 っの事柄は同値である。
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(1). 点列 $\{(x_{k}, z_{k})\}$ が $(x^{*}, z^{*})$ に $Q$超 1次収束する。

(2) 次の式が成り立っ。

(4.13)
$\lim_{karrow\infty}\frac{||(B(x_{k})G_{k}-B(x^{*})\nabla_{x}^{2}L(w^{*}))(\text{劣_{}k+1}-x_{k})||}{\Vert(\begin{array}{l}x_{k+1}-x_{k}z_{k+1}-z_{k}\end{array})||}=0$

.

(3) 次の式が成り立っ。

(4.14)
$\lim_{karrow\infty}\frac{||B(x_{k})(G_{k}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*}))(x_{k+1}-x_{k})||}{||(\begin{array}{l}x_{k+1}-x_{k}z_{k+1}-z_{k}\end{array})||}=0$

. $\iota$

さらに, $B(x)$ を直交基底 (すなわち $B(x)B(x)^{t}=I$) に選べば

(4.15) $P(x)=B(x)^{t}B(x)=I-A(x)^{t}(A(x)A(x)^{t})^{-1}A(x)$

は Range $(A(x)^{t})$ の直交補空間への正射影行列になる。 この事実を利用すれば, 次の定理が得
られる。

[定理 3]
定理 2の仮定につけ加えて, $B(x)$ として

$B(x)B(x)^{t}=I$

を満たす行列を選ぶ。 このとき, 次の 2つの事柄は同値である。

(1) 点列 $\{(\text{劣_{}k}, z_{k})\}$ が $(x, z^{*})$ に $Q$超 1次収束する。

(2) 次の式が成り立っ。

(4.16)
$\lim_{karrow\infty}\frac{||P(\text{劣_{}k})(G_{k}-\nabla_{x}^{2}L(w^{*}))(x_{k+1}-x_{k})||}{||(\begin{array}{l}x_{k+1}-x_{k}z_{k+1}-z_{k}\end{array})||}=0$

.
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