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\S 1. 本稿では以下素数 $l$ を固定します。代数体た上定義された双曲型代数曲
線 $C$ に付随する pro-l 外ガロア表現

$\varphi c:G_{k}arrow$ Out $\pi_{1}(\overline{C})(l)$

は曲線 $\otimes$代数的、数論的性質をたいへん良く反映している研究対象である こ とが

最近ますます明らかになって来たように思います。 $($ ここで $G_{k}$ はたの絶対ガロ
ア群、 $\overline{C}$ は $x$ カラー拡大 $C\otimes\overline{k}$ を表し、 $\pi_{1}(\overline{C})(l)$ は副有限基本群a)最大 pro-l
商群をあらわします。.) もともとは伊原氏により $C=P^{1}-\{0,1, \infty\}$ の場合に
外ガロア表現 $\varphi c$

$\emptyset$巧妙な ‘(メタアーベ-$\triangleright$変形’) を用 $V\backslash$て 2変数 $\hat\grave\grave$き級数環 $\emptyset$乗
法群への表現

$G_{\mathbb{Q}(\mu\iota\infty)}arrow Z_{l}[[T_{1},T_{2}]]^{\cross}$

が構成され、 これの特殊値指標がヤコピ和量指標を補間する一方、係数指標が
Soule 円指標で記述出来るという結論から、組合せ群論と整数論の間に興味深
い結びつきが存在することが明らかになり、我々の出発点となったわけです (cf
[PGC], [IKY], [A], [CD。この場合に更にヤコビ和合同関係式への応用や円分体
論の Vandiver 予想との関係が示される一方 ([M], [II〈D、高種数の曲線 $C’$ の場
合への準備が進められ $([AK|$ , [KD、安定還元の場合の惰性群のモノドロミー表
現の様子などが調 $\hat\grave\grave$られました ([O]、本巻中の織田、玉川氏の記事参照)。
筆者は、前後して Grothendieck の予想へのアプローチを始め、その特殊な場

合に到達するための一つの ‘(良い “ 問題意識として、

外ガロア表現の “ ト レ リ像 “を構成すること

を改めて認識するに至りました $([N])[NT],[JMS]$ など)。 $\subset\backslash$ こで言うト レ リ像と
は $\varphi c$ の非自明なガロア像のうち、曲線 $C’$ の非特異完備化 $X$ のヤコビ多様体
の $l^{\backslash }-L_{\vee}\not\in$ Tat $e$ ]$]\coprod$群や puncture $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\square }^{A}X-C’$ へ自明に作用する部分の事です。
このようなガロア像がどのくらい存在するのか、 どう把握す $\hat*$きなのかは当初全
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く暗中模索でしたが、現在では $Out\pi_{1}^{pro-l}$ (の副 1写豫類群の部分) に “重み” に

よる良い座標付けが入り、 それによる地図帳もある程度作成されているため、 そ

の地図帳上の何丁目の何番地に曲線のどの性質に由来する $\mathfrak{l}^{\tau}$ レリ像がどのくらい
来るか、或いは来ないかを調べれば有意義である、 という所まで行き着きました
([AN],[NT2])。
この地図帳を手に世間を眺めると、 Drinfeld-Ihara による種数 $0$ の場合のト

レリ像の組紐塔による評価の問題 (本巻中の松本真氏の記事参照) や、織田氏に
よる普遍モノドロミー哲学 (本巻中の氏の記事や朝田氏の記事、高尾 $-$ 上野氏と
の記事参照)、森田氏による Johnson 準同型の研究 (同記事参照) などが一望の
下に把握され、 とても気持ちの良い景観を楽しむことも出来ます。勿論これだけ
ではまだ見えてこない不思議な現象、筆者には良く分からない謎を周囲の優れた
方々がいろいろ指摘して下さるので、楽しみはまだまだこれからです。

\S 2. さて、本稿では $P^{1}-\{0,1, \infty\}$ と同じホモ トピー型を持つもう一つの位
相曲面上の代数構造 “楕円曲線マイナ $iX$ー点 “ の場合を扱います。 この場合に最
初に注目したのは SBloch氏 [B] であると思われ、角皆氏がこれを精確に解釈し
再定式化しました ([Tl] または本巻中の氏の記事参照)。まず $E$ をた上定義され
た楕円曲線とし、 $O$ をその原点、 $E_{0}$ $:=E-\{O\}$ とおきます。 pro-l 基本群
$\pi_{1}(\overline{E}_{0})(l)$ を簡単のため単に $\pi_{1}$ とかくことにします。 この群は階数 2の自由副 1
群

$\Pi_{1,1}=\{x$泓 $z|[x, y]z=1\}$

と ( $z$ が原点 $O$ 上の惰性群の生成元を与えるように) 同一視されます。我々の外
ガロア表現

$\varphi E_{0}^{;}G_{k}arrow Out\pi_{1}$

の像は副 1写像類群とよばれる $z$ で生成される部分群の共役類 (つまり $O$ 上の

惰性群全体) をたもつ部分 $\Gamma_{1,1}\subset$ Out$\pi_{1}$ に含まれます。 $\Gamma_{1,1}$ には自然な重み
filtration

$\Gamma_{1,1}\supset\Gamma_{1,1}(1)\supset\Gamma_{1,1}(2)\supset\cdots$

がはいり、次の性質を持ちます。

(1) $\Gamma_{1,1}/\Gamma_{1,1}(1)\cong GL(T_{l}E)\cong GL(2, Z_{l})$
、

(2) それ以下の各次数商 $gr^{m}\Gamma_{1,1}$ は有限生成の自由 $Z_{l}$ 加群。

定義体たの拡大体双 $m$ ) を $\varphi_{E_{0}}^{-1}(\Gamma_{1,1}(\uparrow?7))$ の固定体として導入すると

ん (1) $=$ た $(E_{l^{\infty\infty}})$

が成り立ちます o 外ガロア表現 $\varphi E_{0}$ の像のうち、 $\Gamma_{1,1}(1)$ にはいるものがト レ リ
像であり、定義によりそれが沢山あることと体拡大の塔た (1) $\subset$ た (2) $\subset$ た (3) $\subset$
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.. . が非自明であることが対応しています。それをみるために我々は外ガロア表
現の “メタアーベル変形” を、組合せ群論の技法により 2変数べき級数環の加法
群への且 ltration を保つ準同型

$\gamma:\Gamma_{1,1}(1).arrow Z_{l}[[T_{1},T_{2}]]$

を定義することで構成します。後に詳しく述べますが筆者はこれに $\varphi E_{0}$ を合成
したガロア表現

$\alpha=\gamma 0\varphi E_{0}^{;}G_{k(E_{1}\infty)}arrow Z_{l}[[T_{1}, T_{2}]]$

の明示公式を得、その非零性を観察することでトレリ像をたくさん得ることがで
きました。

\S 3. $\gamma$ の組合せ群論的定義をします。各 $f\in\Gamma_{1,1}(1)\subset$ Out$\pi i$ に対して、
持ち上げ $\tilde{f}\in$ Aut $\pi_{1}$ を $z$ を固定するように取れますが、 $z$ の生成する巡
分群が $\pi_{1}$ の中で自己正規化することより、その持ち上げは $z^{a}(a\in Z_{l})$ によ

る共役を除いて決まります。 $a\neq 0$ のとき、 この共役は 2次の重みを持ちますか
ら、 3次以上の重みをもつ持ち上げはあるとすれば一意的です。計算により、全
ての $\Gamma_{1,1}(1)$ の元は 4次以上の重みを持つ $($即ち $\Gamma_{1,1}(1)=\Gamma_{1,1}(4))$ ことがわか

るので、常に上のような $f$ が定まることになります。 この持ち上げ $\tilde{f}$ は $\pi_{1}$ の

生成元 $x,$ $y$ への作用できまりますから $s_{1}=\tilde{f}(x)x^{-1}$ と $s_{2}=\tilde{f}(y)y^{-1}$ の組
$(s_{1},$ $s_{2})\in(\pi_{1})^{2}$ が $f$ の “座標 $)$ ’ となるわけですが、 $f$ は $\pi_{1}$ のアーベル化に自
明に作用することから実際にはこの座標は交換子群の元の組 $\in(\pi_{1}’)^{2}$ であり、 こ

れをさらに 2階交換子群 $\pi_{1}’’$ を法として考えた組を

$(S_{1},S_{2})\in(\pi_{1}’/\pi_{1}’’)^{2}$

とします。 ここで、 $\pi_{1}’/\pi_{1}’’$ は共役により完備群環 $\mathbb{Z}_{l}[[\pi_{1}/\pi_{1}’]]$ 上階数 1の自由加
群であることが知られていて、 その生成元として $Z:=z$ mod 耀がとれます。
この完備群環は $x,$ $y$ の像を $1+T_{1},1+T_{2}$ とそれぞれ置くことにより 2変数べき
級数環 $\mathbb{Z}_{l}[[T_{1)}T_{2}]]$ と同一視されるので、

$S_{i}=G_{i}(T_{1}, T_{2})\cdot Z$ $(i=1,2)$

となる級数の組 $(G_{1)}G_{2})$ が決まります。 これについて、 f
$\tilde$

が $z$ を固定するとい
う条件を書き下すと $G_{1}(T_{1}, T_{2})\cdot T_{2}=G_{2}(T_{1}, T_{\underline{9}})\cdot T_{1}$ となり、因数分解の一意
性から

$G_{i}(T_{1}, T_{\underline{9}})=H(T_{1}, T_{2})T_{i}$ $(i=1,2)$

となる級数 $H(T_{1}, T_{\underline{9}})\in Z_{Z}[[T_{1}, T_{\underline{9}}]]$ が定まります o 初めの $f\in\Gamma_{1,1}(1)$ に対し
て、 この $H(T_{1}, \%)$ を対応させることによって写豫

$\gamma\vee\Gamma_{1,1}(1)arrow Z_{l}[[T_{1}, T_{2}]]$
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を定義します。 これが加法群への準 $\Pi$-p型であることや、 filtration を保つこと、
$GL_{2}(Z_{l})$

. の自然な作用で両立していることなどが確かめられます。

\S 4. ガロア群 $G_{k(E_{1}\infty}$ ) の元 $\sigma$ に対して $\alpha=\gamma 0\varphi E_{0}$ による像を $\alpha_{\sigma}(T_{1}, T_{\underline{9}})$

と書くことにして、その明示公式を記述するための支度をします。代数閉包たの
$\mathbb{C}$ への埋め込みを固定します。楕円曲線 $E$ の第 1種微分の基底 $\omega$ をとり、その
周期格子を $L=\mathbb{Z}\omega_{1}\oplus Z\omega_{2}\subset \mathbb{C}$ とします (但し $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ は $\omega$ の $x,y\in\pi_{1}$ に沿っ
た周期で、 $\tau=\omega_{1}/\omega_{2}$ は上半平面にくるように生成元」x, $y$ は取っておく)。格子

$\mathcal{L}$ に対して $\tau=\omega_{1}/\omega_{2}$ とおきテータ関数

$\theta(z)=\exp\frac{6\pi z(z-\overline{z})}{\propto,s(\tau)}\cdot q_{\tau}(q_{z}^{1/2}-q_{z}^{-1/2})^{12}\cdot\prod_{\nu=1}\{(1-q_{\tau}^{\nu}q_{z})(1-q_{\Gamma}^{\nu}q_{z}^{-1})\}^{12}\infty$.

を考えます。 この関数は格子 $\mathbb{Z}\tau\oplus \mathbb{Z}$ の 1べき分点上で双易。$\infty$ ) に値をとりま
す。今

$\epsilon_{N}^{ij}=0\leq a,b<l^{N}l\{(ab)\prod_{)}\theta(\frac{a\tau+b}{l^{N}})^{a^{i}}$

が.

とおくと、 これは適当な分配則をみたすため、

$(\sigma-1)(\epsilon_{N}^{ij})^{1/\iota_{=\zeta_{N}^{\kappa}}^{N}ij(\sigma)mod l^{N}}$ $(N\geq 1)$

により 鰯 $(\sigma)\in Z_{l}$ が定まります o こうして我々に必要なガロア指標 $\kappa_{ij}$ :
$G_{k(1)}arrow Z_{l}$ が得られました o 本稿で報告する主定理を述べます。

定理 ([N2] Theorem 4.12). In $ihe$ ring $\mathbb{Q}_{l}[[U_{1}, U_{2}]]wi$飴銑 $=\log(1+T_{i})$

$(i=1,2)$ , we Aave

$\alpha_{\sigma}(T_{1},T_{2})=m\geq 2\sum_{even}\frac{1}{1-l^{m}}\sum_{i,j\overline{\overline{\geq}}0}i+jm$
筋 $(\sigma$ $)$

$\frac{U_{1}^{i}U_{2}^{j}}{- i!j!}$

$(\sigma\in G_{k(E_{l}\infty)})$ .

ガロア指標の性質から、ある自然数 $N\geq 1$ が存在し、 $(l-1)l^{N-1}$ の倍数か
らなる 4 っ組 $(i,j)u$ ,のに対し

$\kappa_{i0}+\kappa_{0.j}-\kappa_{uv}:G_{k(1)}arrow Z_{l}$

は開準同型を与えるため ([N2] 3.12)、特に $i=j=m-2,$ $\iota\iota=(l-1)l^{N-1}$ ,
$v=m-2-\tau\iota$ と置くことにより次のようにトレリ像を得ることができます。
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$\neq-\tau_{\backslash }$ ([N2] Corollary 4.15). For any elliptic curve $Eoi^{\gamma}er$ a num$ber$ fiel $d$

$k$ , th$ere$ is an integer $N$ such that for every $m\equiv 2$ mod $(l-1)l^{N-1}wit1_{0}$

$m>2+(l-1)l^{N-1}$ ,

$gr^{m}\varphi$ :Gal$(k(m+1)/k(m))\sim$》 $gr^{m}\Gamma_{1,1}$

gives a noiitrivial homomorphism. ロ

前述のように副 $l$ 写像類群の重み次数 Lie環 $\oplus_{m=1}^{\infty}gr^{m}\Gamma_{i,i}$ には良い座標
がはいります。 これを使って上で得られたトレリ像を次々と交換子を取って計算
して行くときどのくらいつぶれずに残るか ? という問題がありますが、 これにつ
いては角皆氏が (伊原一松本氏の種数 $0$ のときの方法を一般化した)計算道具一
式を開発され、 たくさん非自明な物が $(ker(\gamma)$ の部分に $)$ 残ることを示しまし
た。 (本巻中松本氏、角皆氏の記事参照 cf also[T2])。これは外ガロア豫が
アーベル群から “ほど遠い “ ことを定量的に示したものと解釈することができ、
興味深い結果です。 (ちなみに A.Grothendieck は “遠アーベル代数多様体 “ と

いう未定義用語を導入して、 この仮想のクラスに属す多様体の数論的基本群を
研究することを提唱しています。双曲型曲線はその典型例とされていて、上の
様な現象も “遠アーベル性 “ の重要な要素と考えられるようになってきました。
cf. [Gl, [JMS] $)$ 次数商加群 $gr^{m}\Gamma_{1,1}\otimes \mathbb{Q}_{l}$ には自然に $SL(2, \mathbb{Q}_{\iota})$ が作用しま
すので、 これで既約表現分解を計算することができます。 そこには $m$ が偶数
$>2$ の時、重複度 1で $m-2$ 次の自然表現の対称テンソル表現があらわれ、
これが $\gamma$ で 2変数べき級数環に落ちる部分です。以前からこの分解表 ([NT2])
の $m=6,10,14,$ $\ldots$ の部分に $SL(2)$- 固定成分が現れていて一部の人々から
注目を集めていましたが、最近、織田氏により導入された ‘(普遍モノドロミー表
現 “ $[O2]$ をモジュライ空間達の幾何学的相関関係によって連結させる方法が効
を奏し、 この部分に $P^{1}-\{0,1,\infty\}$ に由来するトレリ像がそっくり現れてい
ることがあきらかになりました。 (正確にいうとトレリ像のなす次数 Lie 環の
$G$ al(た (l)/た) $\cap$ SL(2)-coinvariant 商として現れています)。実はこれはアフィン
曲線のモジュラスによらずに恒常的に存在しているトレリ縁となっていて大変神
秘的な結論であると筆者は思います。 これについては本巻中の高尾・上野氏との
共同報告とそこの引用文献を参照して下さい。 ここで得られたトレリ像の応用
として Grothendieck 予想の特別な場合に対する肯定的な結果などが得られます
が、本稿ではトレリ豫に焦点を置いていますので省略することにします。興味の
ある方は論文 [N2] を参照して下さい。

\S 5. 比較のために $P^{1}-\{0,1,\infty\}$ の場合を復習しておきましょう ([ICM] 参
照 $)$ o この場合も $\pi_{1}=\pi_{1}(P\frac{1}{\mathbb{Q}}-\{0,1, \infty\})(l)$ は階数 2の自由副 1群ですが・
惰性群の入り方が楕円曲線マイナス原点のときとは違っているため副 1写豫類群
$\Gamma_{0.3}\subset$ Out $\pi_{1}$ の様子は $\Gamma_{1,1}$ とは違い、重み filtration

$\Gamma_{0,3}\supset\Gamma_{0,3}(1)\supset\Gamma_{0,3}(2)\supset\cdots$
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は、次の性質を持ちます。

(1) $\Gamma_{0,3}/\Gamma_{0,3}(1)\cong G_{m}(\cong \mathbb{Z}_{l}^{\cross})$
、

(2) それ以下の各次数商 $gr^{m}\Gamma_{0,3}$ は有限生成の自由 $\mathbb{Z}_{l}$ 加群だが、 $m$ が奇
数のときはゼロ。

外ガロア表現 $\varphi$ : $G_{\mathbb{Q}}arrow\Gamma_{0,3}$ から拡大体 $\mathbb{Q}(m)$ を $\varphi^{-1}(\Gamma_{0,3}(m))$ の固定体とし
て導入すると

$\mathbb{Q}(1)=\mathbb{Q}(\mu\iota\infty)$

が成り立ちます。 このとき $\pi_{1}$ の “メタアーベ-$\triangleright$化” から自然な準同型

ツ $:\Gamma_{0,3}(1)arrow Z_{l}[[T_{1}, T_{2}]]^{\cross}$

が構成され $([PGC])$ , これは丘 ltration を左辺の 2ん次 の部分をそれぞれ右辺
の 1 $+$ 色次 $)$ の部分に移すようにたもちます。 ここで Anderson/Coleman/
伊原・金子・行成の明示公式 $([A],[C],[IKY])$ は各 $\sigma\in G_{\mathbb{Q}(\mu t\infty)}$ にた $\backslash$ して
$J_{\sigma}(T_{1}, T_{2})=\gamma 0\varphi(\sigma)$ とおくと

$J_{\sigma}(T_{1},T_{2})= \exp\sum_{odd}\frac{\chi_{m}(\sigma)}{1-l^{m-1}}\sum_{im\geq 3+j=m}\frac{U_{1}^{i}U_{2}^{j}}{i!j!}$

と表示できることを主張しています。 ここで $U_{i}=\exp(1+T_{i})(i=1,2)$ であ
り・ $\chi_{m}$ : $G_{\mathbb{Q}(\mu_{l}\infty)}arrow \mathbb{Z}_{l}$ は円 1単数の系から構成される指標で・各奇数 $m\geq 3$

に対して自明でなく $($ cf. $[So])$、 これより $gr^{4k+2}\Gamma_{0,3}(k=1,2, --)$ に入るトレリ
像が得られるわけです。前節の種数 1のときの $\alpha_{\sigma}(T_{1}, T_{2})$ の明示公式は、証明
は異質ですが、 この公式の類似を追求する過程で得られたものです。
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