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$ffi_{6}use$ 量子ランダムウ.ォ ークの興味ある例として標題のものを導きだし, その後 dom-

inant weights の上を動きまわるこのランダムウォークの姿を調べる... 予定であったので

あるが, 講演では量子ランダムウォークの説明に時間がかかってしまって, 標題のランダム

ウォークの具体的な性質にまで及ばなかった. そこで, この報告も量子ランダムウォークの

導入と標題の例を導くのにとどめることにする. Dominant weights 上のランダムウォーク

の確率論的な性質については, もう少し内容を整理拡充した $k$ で別の機会に述べることにし

たい. したがって, 講演題目と内容とがピッタリせず, おおむね Biane や Parthasarathy の

結果の一部を双代数の言葉を用いて焼き庫すのにとどまってしまったが, 御容赦下さい.

\S 1. Introduction

複素半単純リー環 9の有限次元既約表現全体を $\{V_{\lambda}\}$ とし, これらのテンソ噸を既約分

解する:

(1.1)
$V_{\lambda} \otimes V_{\mu}=\bigoplus_{\nu}N_{\lambda\mu\nu}V_{\nu}$

.

$\mathfrak{g}=\epsilon 1_{n}C$ のときのこの分解の仕方を記述するのが正 ittlewood-Richardson則である. (1.1)

は $V_{\lambda}$ に $V_{\mu}$をぶっけた (相互作用させた) ときの分岐の仕方を表すも の とみなすと, 何かラ

ンダムウォークのようなものが見えてくる. 本稿では ‘ランダムウォーク” という術語に少

しこだわりを持ってみて, どうして (1.1) が何らかのランダムウォークを表していると言え

るのかを考えていく.

一般に, ランダムウォークというのは 1 ステップごとに同種の独立なランダム運動を加え

あわせたもの, すなわち独立同分布な確率変数の列 $\{X_{n}\}$ の和や積

(1.2) $S_{n}=X_{1}+X_{2}+\cdots X_{n}$ or $X_{1}X_{2}\cdots X_{n}$ or $X_{n}\cdots X_{2}X_{1}$
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のことである. したがって, $X_{n}$は群や半群 $G$ に値をとる確率変数でなければならない. しか

し, 例えばランダムウォークの分布の性質に興味がある場合, 重要なのは $S_{n}$のとる値そのも

のではなくて,

(1.3) $f\mapsto f(S_{n})$ ( $f$は $G$上の可測関数)

という写像が十分多くの $f$に対してわかることである. $G$ の積は $G$ 上の関数の余積 $\Delta$ : $f\mapsto$

$\Delta f(x, y)=f(xy)$ に移る. こうして, 可測構造を記述する $G$ 上の関数のなす代数にランダム

ウォークを動かすための $G$ の積を記述する余代数の構造を加えた双代数が表に現れる. さら

に, 関数環ではなくて非可換代数によって可測構造を記述することも考えられ, このあたり

の事情は量子確率論の枠組みを用いて定式化される.

Introduction はこれくらいにして, 以下次の順序で論を進めていく.

$\circ$ 量子確率変数と量子マルコフ連鎖の (粗雑な) review

$o$ 双代数による量子ランダムウォークの定義と性質

$\circ$ リー環の表現のテンソル積の分解

尚, 双代数についても作用素環についてもごく表面的な事柄しか使わない.

\S 2. 量子マルコフ連鎖

本\Sの量子マ $y\triangleright$ コフ連鎖の定義と記号は [P2]による. 量子確率論のまとまった教科書として

は, この他に [M]がある.

量子確率変数 $(\Omega, \mathfrak{B}, P)$ を確率空間, $(S,$ 害$)$ を可測空間, Xを $\Omega$から $S$への可測写像, すな

わち $S$値確率変数とする. $\Omega,$ $S$上の $C$ 値可測関数全体をそれぞれ $\mathcal{F}(\Omega),$ $\mathcal{F}(S)$ と書く. \S 1で

述べたように, Xは $\mathcal{F}(S)$ から $\mathcal{F}(\Omega)$ への写像:

(2.1) $\mathcal{F}(S)\ni f\mapsto foX\in \mathcal{F}(\Omega)$

を引き起こす. . (2.1) は $*$ -代数の間の準同型 ( $*$ -algebra homomorphism) である. ただし,

$\mathcal{F}(S),$ $\mathcal{F}(\Omega)$ には複素共役で $*$ を定める: $f^{*}(x)=\overline{f(x)}$. $P$ は $\mathcal{F}(\Omega)$ 上の状態 (i.e. 規格化さ
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れた正値線型汎関数) を与える. (2.1) に鑑みて, 一般に $*$ -代数護,. $\mathcal{B}$ と $\mathcal{B}$上の状態 $\rho$が与えら

れたとき,

(2.2) $\xi$ : $\mathcal{A}arrow \mathcal{B}$ $*$ -algebra homomorphism

を $\mathcal{B}$上の $A$ 値 (量子) 確率変数と呼ぶ. 沼が可換の場合には, 凶を何らかの集合の上の関数

環とみなせるので樋常の (古典的な) 状況になる. $\mathcal{B}$はヒ $s\wedge^{\backslash }\backslash$ ルト空間 $\prime tt$上 の有界線型作

用素全体のなすフォンノイマン代数磐 (冗) で, $\rho$はその上の正規状態にとることが多い. 確率

変数 $\xi$の分布は

(2.3) $A\ni a\mapsto\rho(\xi(a))\in C$

で与えられる $A’$の元 (とくに正値) である.

$\underline{\emptyset 1}$ $\mathfrak{B}(H)$ の自己共役な元は, スペクト $t/$分解を考えることにより, $\mathfrak{B}(\mathcal{H})$ 上の $R$ 値確率

変数になる.

条件つき平均 冗 1, $\mathcal{H}_{2}$ をヒ $s$ ベ’ $\triangleright$ ト空間, $\rho$を $\mathcal{H}_{2}$上のト $\triangleright$ -ス クラ ス の線型作用素 (i.e.

磐 (冗 2) 上の正規状態) とする. $\rho$に関する条件っき平均 $E_{\rho}$ : $\mathfrak{B}$
$($冗 $1\otimes$ 冗 $2)arrowarrow \mathfrak{B}$(7{1) を

(2.4) $(u,$ $E_{\rho}v\rangle=tr.X|v\rangle\langle u|\otimes\rho,$ $u,$ $v\in?t_{1},$ $X\in \mathfrak{B}(?i1\otimes 7$で $2)$

によって定義する. ただし, $|v\rangle(u|$ は $w\mapsto(u,$ $w\rangle v$ というランク 1の作用素である.

(注) (2.4) の左辺を tr $(E_{\rho}X\otimes 1)(|v\rangle\langle u|\otimes\rho)$ と書き直すと, 古典的な場合:

$\int E[X|S]1_{A}dP=\int X1_{A}dP$ , $A\in \mathfrak{F}$

と見比べやすい.

$E_{\rho}$に関して次が成り立っ $([P2]\S 16,\S 18$ 参照 $)$ .

(2.5) $E_{\rho}1=1$ , $E_{\rho}X^{*}=(E_{\rho}X)^{*}$

(2.6) $E_{\rho}(A\otimes 1)X(B\otimes 1)=A(E_{\rho}X)B$ , $A$ , B $\in \mathfrak{B}$ (冗 l), $X\in \mathfrak{B}(\mathcal{H}_{1}\otimes \mathcal{H}_{2})$
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$\mathcal{B}_{i}\subset \mathfrak{B}(H_{i}),$ $\mathcal{B}_{1}\otimes \mathcal{B}_{2}\subset \mathfrak{B}(H_{1}\otimes \mathcal{H}_{2})$ をすべてフォンノイマン代数とすると)

(2.7) $X\in \mathcal{B}_{1}\otimes \mathcal{B}_{2}\Rightarrow E_{\rho}X\in \mathcal{B}_{1}$ .

量子マ $s$ コフ連鎖 $([P2]\S 18$ 参照 $)$ 簡単のため, 有限時刻 $N\in N$ までのマルコフ連鎖の

みを考えることにする. 万 $0$ ,冗をヒ $s$ベ’$\triangleright$ ト空間, $\mathcal{B}$

0 $\subset \mathfrak{B}$ (7で o) をフォンノイマン代数, $\rho_{0},\rho$

をそれぞれ $\mathcal{B}_{0}$ , $\mathfrak{B}$(冗) 上の正規状態とする. 次のような記号を導入する.

$\bullet$ $\mathcal{H}_{[1,n]}=\mathcal{H}\otimes\cdots\otimes \mathcal{H}(n$ 個 $)$ i.e. $\mathcal{H}^{\otimes N}$の最初の $n$ 個のテンソル積

$\bullet$ $1_{[n+1,N]}=1\otimes\cdots\otimes 1$ $(N-n$ 個 $)$ on $\mathcal{H}_{[n+1,N]}$

$\bullet \mathcal{B}=\mathcal{B}_{0}\otimes \mathfrak{B}(\text{冗_{}[1,N]})$

$\bullet \mathcal{B}_{n]}=\{X\otimes 1_{[n+1,N]};X\in \mathcal{B}_{0}\otimes \mathfrak{B}(\mathcal{H}_{[1,n]})\}$

$\bullet E_{n]}=E_{\rho\otimes N-n}:Barrow \mathcal{B}_{0}\otimes \mathfrak{B}(H_{[1,n]})$

$(\mathcal{B}, \rho 0\otimes\rho^{\otimes N})$ が量子確率空間, $\mathcal{B}_{0}$がマルコフ連鎖のとる値の空間を表す. 今,

(2.8) $\theta$ : $\mathcal{B}_{0}arrow \mathcal{B}_{0}\otimes \mathfrak{B}(?i)$ , $*$ -algebra homomorphism

が与えられたどする. この $\theta$が 1 ステップの推移の仕方を決める写像である. 冗の正規直交基

底 $\{e_{i}\}$ を固定し,

(2.9) $\theta_{j}^{i}X=E_{|e_{j})t^{e:}|}\theta(X)$ , $X\in \mathcal{B}_{0}$

とおく. $j_{n}$ : $\mathcal{B}_{0}arrow \mathcal{B}_{n]}$ を次式で帰納的に定義する.

2.10. 垂逡 $j_{0}X=X\otimes 1_{[1,N]}$ , $j_{1}X=\theta(X)\otimes 1_{[2,N]}$ ,

$j_{n}X= \sum_{i,\text{ん}}j_{n-1}(\theta_{k}^{i}X)1\otimes 1_{[1,n-1]}\otimes|e_{i}\rangle\langle e_{k}|\otimes 1_{[n+1,N]}$
.

この $\{j_{n}\}$ を $\theta$が引き起こす量子マルコフ連鎖と呼ぶ.

(注) $u,$ $u’\in \mathcal{H}0\otimes?\{[1,n-1],$ $v,$ $v’\in$ 冗 n に対して

$\langle u\otimes v,$ $(j_{n}X)(u’\otimes v’))=(u, (j_{n-1}E_{|v’)(v|}\theta(X))u’)$
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(ただし, $j_{n}X$を自然に $\mathcal{H}_{0}\otimes \mathcal{H}_{[1,n]}$ 上の作用素とみて) が成り立っので, $j_{n}$の定義は冗の正

規直交基底のとり方にはよらない.

2.11. 命題 $E_{n-1]}j_{n}X=j_{n-1}(E_{\rho}\theta(X))$ , $X\in \mathcal{B}_{0}$

証明は略. $[P2]\S 18$ 参照.

古典的な場合との比較 $\{M_{n}\}$ を $S$上のマルコフ連鎖, $T$ : $\mathcal{F}(S)arrow \mathcal{F}(S)$ をその推移作

用素とする. $\{\%=\sigma[M_{0}, M_{1}, \cdots, M_{n}]$ に関する条件つき平均を $E_{n]}$ と書くことにすれば,

(2.12) $E_{n-1]}f(M_{n})=(Tf)(M_{n-1})$ , $f\in \mathcal{F}(S)$

が成り立っ. $($ 2.1) と (2.2) の対応を見れば, $f(M_{n})$ は $j_{n}f$に, $(Tf)(M_{n-1})$ は $j_{n-1}(Tf)$ に当

たる. したがって, (2.11) と (2.12) とを見比べて次の定義をおく.

2.13. 星垂 $($ 2.10$)$ の量子マルコフ連鎖 $\{j_{n}\}$ に対して, $E_{\rho}\theta$ : $\mathcal{B}_{0}arrow \mathcal{B}_{0}$ を $\{j_{n}\}$ の推移作

用素と呼ぶ.

\S 3. 双代数と量子ランダムウォーク

\S 1で述べたように, 量子確率論の考え方にのっとれば, 群や半群に値をとるランダムウォ -

クから自然に双代数上のランダムウォークに導かれる. 繰り返すと, 代数でもって可測構造

を記述し, 余代数でもって運動を引き起こすのである. 以下 $C$ 上の双代数のみを考え, 余積

と余単位射をそれぞれ $\Delta,$ $\epsilon$ で表す. 定義等は [A]を参照. 今後登場する例は次の 3つである.

31. $\underline{\emptyset 1}G$ をコンパクト群, $\mathcal{W}$を $G$ の群フォンノイマン代数 $(ie$ . $G$ の左正則表現 $L$ で生成

される) とする. $\Delta L_{g}=L_{g}\otimes L_{g},$ $\epsilon(L_{g})=1(g\in G)$ によって $\mathcal{W}$は余可換双代数になる.

82. $f_{fl1}G$ をコンパクト群, $\mathcal{R}$ を $G$ の表現関数 (Le. 有限次元 $CG$ 加群を生成するなめらか

な関数) 全体とする. $\Delta f(x, y)=f(xy),$ $\epsilon(f)=f(e)(f\in \mathcal{R},$ $e$ は $G$ の単位元 $)$ によって $\mathcal{R}$

は可換双代数になる.
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83. 例 9を複素 $|)-$環, $\mathcal{U}$を 9の包絡代数とする. $\Delta X=X\otimes 1+1\otimes X,$ $\epsilon(X)=0(X\in \mathfrak{g})$

によって $\mathcal{U}$ は余可換双代数になる.

(注) 例 3.1-3.3はいずれもホップ代数であるが, 本稿では双代数 (あるいは $*$ -双代数) の

構造しか用いない. もちろん, 量子確率論で対合射を用いないと言うわけではない.

量子ランダムウォーク $\mathcal{A}$ を $*$ -双代数で磐 (冗) に含まれているものとする. 余積 $\Delta$を

$\Delta:4-arrow 4\otimes A\subset$ 4 $\otimes \mathfrak{B}$ (冗)

と見て, (2.8) の $\theta$ としてこの $\Delta$をとったもの, すなわち $\Delta$が引き起こす量子マルコフ連鎖を $A$

値量子ランダムウォークと呼ぶことにしよう.

(注) 渦はフォンノイマンとは限らないので (2.7) とは状況が違うおそれがあるが, 例 3.2

や 33の場合は, $\triangle X\in A\otimes \mathcal{A}$ (代数的テンソル積) だからその条件つき平均が鴻にはいる.

また, 例 3.3の場合は $\mathcal{U}\subset \mathfrak{B}$(冗) という要請も緩める. したがって上の一般的な定義に該当

しなくなるが, その都度適当に処理する.

$\Delta_{1}=\Delta,$ $\Delta_{n}=(1\otimes\cdots\otimes 1\otimes\Delta)\triangle_{n-1}(1$ は $n-1$ 個 $)$ によって帰納的に $\Delta_{n}$ を定める. $A$

値量子ランダムウォーク $\{j_{n}\}$ は

(3.5) $j_{n}=\Delta_{n}$ $(n=1,2, \cdots)$

にほかならない. 量子ランダムウォーク $\{\Delta_{n}\}$ の分布は

3.6. 童題 $\Delta_{n}$の分布 $=\rho 0\star\rho\star\cdots\star\rho$ $(\rho$が $n$個 $)$

である. ただし, $\rho 0,$ $\rho$ は渦上の状態で, $\psi_{1},$ $\psi_{2}\in A’$ に対してその合成積 $\star$ は

(3.7) $\langle\psi_{1}\star\psi_{2},$ $X\rangle=(\psi_{1}\otimes\psi_{2},$ $\Delta X\rangle,$ $X\in \mathcal{A}$

で定義される.
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古典的な場合との比較 $G$ をコンパク ト群, $\mu$を $G$ 上の絶対連続確率測度とし, 規格化さ

れたバール測度に関する $\mu$の密度を $\phi$ とおく. $\mu$が生成する $G$ 上の右ランダムウォーク (i.e.

$\{X_{0}X_{1}\cdots X_{n}\}$ , 各 X斌た $=1,2,$ $\cdots$ ) の分布が $\mu$ ) の推移作用素丁は

(3.8) $(Tf)(x)= \int_{G}f(y)\mu(x^{-1}dy)=\int_{G}f(xy)\mu(dy)=f\star\check{\phi}(x)$

である. ただし, $\check{\phi}(x)=\phi(x^{-1})$ .

3.9. 星里 この $G$ 上の右ランダムウォークは凶 $=\mathcal{R}\subset \mathfrak{B}(L^{2}(G))(\mathcal{R}$ の元はかけ算作用素

として $L^{2}(G)$ に作用させる), $\rho=|ffi\rangle(\ovalbox{\tt\small REJECT}|$ によって量子ランダムウォークとみなせる. す

なわち, 量子ランダムウォークの意味の (2.13) の推移作用素 $E_{\rho}\Delta$ が (3.8) の $T$に一致する.

(証明) $u,$ $v\in L^{2}(G),$ $f\in \mathcal{R}$ に対して,

$\langle u,$ $(E_{\rho}\Delta f)v)=tr\Delta f|v\otimes\sqrt{\phi}\rangle\langle u\otimes\sqrt{\phi}|=(u\otimes\sqrt{\phi},$ $\Delta fv\otimes\sqrt{\phi}\rangle$

$= \int\int_{GxG}\overline{u(x)}f(xy)\phi(y)v(x)dxdy=\langle u,$ $(f\star\check{\emptyset})v\rangle$ (証明終)

$A$ が非可換の場合, 鴻値量子ランダムウォークと言っても宙を飛んでいるような感じで,

何となくっかみどころがない. しかし, $A$ 値量子ランダムウォーク $\{j_{n}\}$ を作った上で $j_{n}$をバ

の適当な可換部分代数 $A_{1}$ に制限すれば, $\mathcal{A}_{1}$ を何らかの関数環とみなして) (ちょうど地面に

足跡がっくように) その土倉の上を動きまわるランダムウォークを見ることができる. リー

環の表現のテンソル積の既約分解から生じる
$($ ランダムウォーク” も, そのようにして量子ラ

ンダムウォークの足跡として実現することができる $([B1,2], [P1,2])$ . 可換部分代数への制限

という操作によって, 古典的な確率過程が量子確率過程の中に占める位置を明らかにするこ

とは, 量子確率論の一つの基本的な問題であろう.

\S 4. リー環の表現のテンソル積の既約分解と量子ランダムウォーク

9を複素半単純リー環, $\{V_{\lambda}\}$ を 9の有限次元既約表現 (の同値類) 全体とし, それらのテ

ンソル積を既約分解する:

(4.1) $V_{\lambda}\otimes V_{\mu}=$

レ

$N_{\lambda\mu\nu}V_{\nu}$ .
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$X\in 9$ は $X\otimes 1+1\otimes X$ によって $V_{\lambda}\otimes V_{\mu}$ に作用するので, $\mathcal{U}$値ランダムウォーク $(\mathcal{U}$は 9

の包絡代数 (例 3.3) $)$ を考え る のが自然であろう.

$\mathcal{L}=\oplus_{\lambda}V_{\lambda}$ とおき, $\mathcal{U}$の元を $\mathcal{L}$ 上の (非有界) 作用素とみなす. $\sigma_{\lambda}$ : $\mathcal{L}arrow V_{\lambda}$ を射影とし,

$\tau_{\lambda}=(\dim\lambda)^{-1}\sigma_{\lambda}$ とおく. ただし, $\dim V_{\lambda}$ を $\dim\lambda$ と略記した. tr $X\tau_{\lambda}(X\in \mathcal{U})$ によって,

$\tau_{\lambda}$ を $\mathcal{U}$の状態のようなものと思う. 簡単のため, $\lambda,\mu$ を固定し, $V_{\lambda}$ に $V_{\mu}$を次々とぶっけよう

(後にもう少し一般化する). 余積 $\Delta:\mathcal{U}arrow \mathcal{U}\otimes \mathcal{U}$ と $\tau_{\lambda}\otimes\tau_{\mu}\otimes\tau_{\mu}\otimes\cdots$ が引き起こす $\mathcal{U}$値

ランダ ム ウォーク $\{\Delta_{n}\}$ を考える. $\mathcal{U}$の中心を 3とし, $\{\Delta_{n}\}$ を 3に制限しよう. $Z\in 3$ は各

鷲上スカラ – で作用するので, $Z$を表現たちの上の関数とみなせる $(\lambda(Z_{1}Z_{2})=\lambda(Z_{1})\lambda(Z_{2})$

に注意). したがって $\{\Delta_{n}|_{3}\}$ は表現たちの上のランダムウォークで, その推移作用素が

(4.2) $E_{\tau_{\mu}}\Delta$ : $Z$4 $arrow \mathcal{U}$

で与えられる.. . .

これでいったい何がわかったのだろうか $?(4.1)$ の $N_{\lambda\mu\nu}$ と (4.2) の $E_{\tau_{\mu}}\Delta$ との問の具体的

な関係式が得られなければ意味がない. 推移作用素から推移確率を導くには土台の集合の定

義関数に作用させればよいが, 今の場合, 3は表現たちの上の定義関数やデルタ関数に相当

するものを含んでいない. 3には ‘十分たくさんの ‘ 元があるので, 原理的には $\lambda$から $\mu$に移る

確率を $($4.2) から引っ張り出せる. しかし, ここではもっと explicit に推移確率と $\Delta$との関係

を見るため, 大きなフォンノイマン代数の中で考えることにしよう・ $c$

複素半単純リー環 9のコンパクト実型 90と 90をリー環にもっコンパクト群 $G$ をとる. $G$

の既約指標 $\{\chi\lambda\}_{\lambda\in\hat{G}}$ を用いて, (4.1) を

(4.3)
$x \lambda\chi_{\mu}=\sum_{\nu}N_{\lambda\mu\nu}\chi_{\nu}$

と書き直しておく. $G$ の群フォンノイマン代数 W(例 3.1) に値をとる量子ランダムウォーク

を $\mathcal{W}$の中心 $\mathcal{Z}$に制限して, 表現たち $\hat{G}$の上のランダムウォークを得たいわけである.

まず, 出てきてほしい推移確率の形を求めておこう. (4.3) をさらに

(4.4)
$\frac{x\lambda}{\dim\lambda}\frac{\chi_{\mu}}{\dim\mu}=\sum_{\nu\in\hat{G}}C_{\lambda\mu\nu}\frac{\chi_{\nu}}{\dim\nu}$

, $C_{\lambda\mu\nu}= \frac{\dim\nu}{\dim\lambda\dim\nu}N_{\lambda\mu\nu}$
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と書き直す. $C_{\lambda\mu\nu}$ は次をみたす.

(4.5) $C_{\lambda\mu\nu}\geq 0$ , $\sum_{\nu}C_{\lambda\mu\nu}=1$
.

この $C_{\lambda\mu\nu}$ が, 狐に $V_{\mu}$をぶっけたときに $V_{\nu}$が現れる確率である. もう少し一般化して

(4.6)
$\bigoplus_{\mu\in S}p_{\mu}V_{\mu}$ $(|S|< \infty, p_{\mu}>0,\sum_{\mu\in S}p_{\mu}=1)$

というふうにぶっける方もランダムにしておく. このマルコフ連鎖の推移確率 $P$と推移作用

素丁は

(4.7)
$P( \lambda, \nu)=\sum_{\mu\in S}C_{\lambda\mu\nu}$

(4.8)
$Tf( \lambda)=\sum_{\kappa\in\hat{G}}f(\kappa)P(\lambda, \kappa)$

で与えられる. (4.8) で $f=\delta_{\nu}$ とおくと, $T\delta_{\nu}(\lambda)=P(\lambda, \nu)$ を得る.

次の事実は, 最初 [Bl]によって $G=SU(2)$ の場合に示され, 後に [P]がコンパクト群に拡

張した. $[vW]$ も $\epsilon 1_{2}C$ で同じことをやっている. 他にも (文脈や言葉遣いは異なるが) 同様の

ことを考えた人が結構いるようである. 尚, 量子確率論とは関係なく $SU(2)^{\wedge}$ 上のランダム

ウォ $–$ としてはすでに [GKR]で計算されている.

4.9. 星里 $L^{2}(G)=\oplus_{\lambda\in\hat{G}}\mathcal{H}_{\lambda}$ (Peter-Weyl) と分解して, 各成分への射影を $\pi_{\lambda}$ : $L^{2}(G)arrow$

フムで表す. $L^{2}(G)$ 上のトレース 1の作用素 $\rho$ $= \sum_{\mu\in S}p_{\mu}(\dim\mu)^{-2}\pi_{\mu}$ と $\mathcal{W}$上の状態 $\rho$o を

とり, $\mathcal{W}\otimes(\mathcal{W}\otimes \mathcal{W}\otimes\cdots)$ 上の状態 $\rho_{0}\otimes\rho\otimes\rho\otimes\cdots$ を定める. $\mathcal{W}$の中心 $Z$は $\pi_{\lambda}$ を含み, こ

の $\mathcal{W}$値ランダムウォーク $\{\Delta_{n}\}$ を $\mathcal{Z}$に制限すれば

(4.10) $E_{\rho}\triangle\pi_{\nu}=T\pi_{\nu}$ , $\nu\in\hat{G}$

が成り立っ ( $T$は (4.8) の推移作用素).

(注) $\{\pi_{\nu}\}_{\nu\in\hat{G}}$ は $\mathcal{Z}$の中の互いに素な idempotents であるから, $\mathcal{Z}$を $\hat{G}$上の関数環とみな

したとき, $\pi_{\nu}$ はデルタ関数 $\delta\nu$ と同一視できる. したがって, (410) の $\lambda$における値が推移確率

$P(\lambda, \nu)$ を示
$.$

す.
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(証明) $L^{2}(G)=\oplus_{\lambda\in\overline{G}}H_{\lambda}$ が $\mathcal{W}B\square$群としての分解であるから, $\pi_{\lambda}\in Z$ は明らかである.

$\pi_{\lambda}$が指標を用いて

(4.11) $\pi_{\lambda}=\dim\lambda\int_{G}\overline{\chi\lambda(g)}L_{g}dg$

と表示できることを示そう ( $L$ は $G$ の左正則表現). (4.11) の右辺をみとおくと, $\forall\mu\in\hat{G}$ に対

して $A:V_{\mu}arrow V_{\mu}$ であり, みは $G$ の作用と可換だから, Schur の補題により, み $|_{V_{\mu}}=aI_{V_{\mu}}$

$(a\in C)$ . 両辺のト $\iota/$ -ス をとって指標の直交関係を用いると, $\delta_{\lambda\mu}\dim\lambda=a\dim\mu$ . したがっ

てみ $=\pi_{\lambda}$ . $(4.11)$ OK. 次に

(412) $E_{\rho} \Delta L_{g}=\sum_{\mu\in S}p_{\mu}\frac{\chi_{\mu}(g)}{\dim\mu}L_{g}$

を示そう.

$E_{\rho}\triangle L_{g}=E_{\rho}(L_{g}\otimes L_{g})=L_{g}E_{\rho}(1\otimes L_{g})=($ $tr$ $\rho L_{g})L_{g}$

$= \sum_{\mu\in S}p_{\mu}\frac{1}{(\dim\mu)^{2}}$
$tr$

$( \pi_{\mu}L_{g})=\sum_{\mu\in S}p_{\mu}\frac{\chi_{\mu}(g)}{\dim\mu}L_{g}$ , (4.12) $OK$ .

(4.13)
$E_{\rho} \Delta\pi_{\nu}=\sum_{\kappa\mu}\sum_{\in S}p_{\mu}C_{\kappa\mu\nu}\pi_{\kappa}$

を示そう. $\lambda$の反傾表現を $\lambda^{*}$ と書く. $\langle\chi\lambda,$ $\chi_{\mu}\chi_{\nu}\rangle=\langle\chi\lambda\chi_{\mu}*,$ $\chi_{\nu}\rangle$ の両辺を展開して $N_{\nu\mu\lambda}=$

$N_{\mu\nu\lambda}=N_{\lambda\mu^{*}\nu}$ を得る. これと (4.3), (4.11), (4.12) より,

$E_{\rho} \Delta\pi_{\nu}=\dim\nu\int_{G}\overline{\chi_{\nu}(g)}E_{\rho}\Delta L_{g}dg=\sum_{\mu\in S}p_{\mu}\frac{\dim\nu}{\dim\mu}\int_{G}\overline{\chi_{\nu}(g)}\chi_{\mu}(g)L_{g}dg$

$= \sum_{\mu\in S}p_{\mu}\frac{\dim\nu}{\dim\mu}\int_{G}\overline{\chi_{\nu}(g)\chi_{\mu}\cdot(g)}L_{g}dg=\sum_{\mu\in S}p_{\mu}\frac{\dim\nu}{\dim\mu}\sum_{\kappa}N_{\nu\mu^{z}\kappa}\int_{G}\overline{\chi_{\kappa}(g)}L_{g}dg$

$= \sum_{\kappa\mu}\sum_{\in S}p_{\mu}\frac{\dim\nu}{\dim\kappa\dim\mu}N_{\nu\mu\kappa}\pi_{\kappa}=\sum_{\kappa\mu}\sum_{\in S}p_{\mu}C_{\kappa\mu\nu}\pi_{\kappa}$ , (413) $oK$.

(4.7), (4.8) と (4.13) より, 求める式 (4.10) が得られた. (証明終)

このようにして, リー環の表現のテンソル積の既約分解の法則から生じるマルコフ連鎖を
$‘$ ランダムウォーク” と呼ぶことの意味が明確になった.
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