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Introduction

等質空間上の解析において、球函数は重要な役割を果たす。特に等質空間X が局所

compact 群 $G$ とその compact 部分群 $K$ によって X $=G/K$ と表されるとき、 $X$ 上

の $K$- 球函数は $G$ の既約 unitary 表現とも関連し、 また X の幾何学的構造も強く反映

した興味深い対象である。

さて、 $G$ を unimodular な局所 compact 群、 $K$ を $G$ の compact 部分群とする。

このとき、等質空間 $G/K$ 上の (有界)K- 球函数は、次の式で与えられる函数である :

$\int_{K}f(xky)dk=f(x)f(y)$ , $f(1_{G})=1$ .

これを Banach代数を使って説明すると、 $G$ 上の $K$不変な可積分函数全体の作る Ba-

nach 代数 $L^{1}(K\backslash G/K)$ から $\mathbb{C}$ への連続準同型と考えることができる。特に $(G, K)$ が

Gelfand 対、 つまり $L^{1}(K\backslash G/K)$ が可換代数のときには、正定値な球函数 $f$ に対し、

$G$ の $K$- 球表現 $\pi$ が存在し、 $f(x)=\{\pi(x)v, v\}(\{\cdot,$ $\cdot\rangle$ は $\pi$ の表現空間の内積、 $v$ は $K$

不変 vector) なる 1対 1対応が得られる。 しかし、有界な $K$- 球函数が必ずしも正定値

とは限らない。例えば $(G, K)$ が Riemann対称対のとき、 compact 型ならば常に正定

値だが、非 compact 型では正定値でない $K$- 球函数が存在する。 ([N]) そこで、すべて

の $K$- 球函数が正定値となるような例として、可解he 群の compact 拡大とその com-

pact 群の対で、 Gelfand対となるものを取り上げ、そのときの球函数の正定値性を示
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す。既に、 巾零 he群の場合には正定値性は示されている。 ([BJR]) そして、可解 Lie

群の場合も、 $K$- 球函数の形は決定されている。今回は、球函数を決定する parameter

から $K$- 球表現を構成し、それが与えられた $K$- 球函数に対応するという方法で話を進

める。 この際、 可解 Lie群は一般に非 I 型であることを考慮する必要がある。

1. 準備

$S$ を連結かつ単連結な (unimodular) 可解Ue 群、 $K$ を $S$ 上に自己同型として作用

している連結 compact 群とする。ここで本質的なのは $K$ そのものよりも $K$ の作用な

ので $K$ は compact he 群で、 $S$ に効果的に作用しているとしてよい。 また、 $S$ の He

代数を $z$ で表すが、 $S$ が単連結なることにより $S$ 及び 5の自己同型群 Aut $(S)$ , Aut(5)

を同一視する。

$\phi$ を $S$ 上の有界連続函数とする。 $\phi$ が $K$- 球函数であるとは、次の条件を満たすご

,とをいう :

(1.1) $\int_{K}\phi(x(k\cdot y))dk=\phi(x)\phi(y)$ , $\phi(1_{S})=1$ .

ただし、 ls は $S$ の単位元、 疏は $K$ 上の正規化された Haar測度とする。 これを Ba-

nach 代数を使って説明すると以下のようになる。 $S$ 上の群代数 $L^{1}(S)$ は、次で与えら

れる積と対合で $*$一代数の構造をもつ :

$(f*g)(x)= \int_{S}f(xy^{-1})g(y)d\mu(y)$ ,

ノ $*$ (x) $=\overline{f(x^{-1})}$,

ただし、 $d\mu$ は 3の Haar測度である。 $K$ の $L^{1}(S)$ への作用を佛・ノ) $(x)=f($亙 $1$ .

x $)$ $(f\in L^{1}(S), k\in K, x\in N)$ で与える。 $L_{K}^{1}(S)$ で $K$ 不変元全体を表すとすると、

$L_{K}^{1}(S)$ は $L^{1}(S)$ の閉 $*-$ 部分代数となる。このとき、有界函数 $\phi$ が $K$- 球函数であると
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いうことは、 $L_{K}^{1}(S)$ から $\mathbb{C}$ への線型写像 $\lambda_{\phi}$ : $f \mapsto\int f(x)\phi(x)d\mu(x)B\backslash \backslash \backslash$ Banach代数

としての準同型になることと同値である。

ここで、 半直積群 $K\ltimes S$ を次の積演算で与える :

$(k_{1}, x)(k_{2}, y)=(k_{1}k_{2}, x(k_{1}\cdot y)).\cdot$

すると、 $K\ltimes S$ も unimodular 群であり、 Haar測度は $dkd\mu$ で与えられる。 $K\ltimes S$ 上

の両側 $K$ 不変な可積分函数全体のなす Banach $*$- 代数を $L^{1}(K\backslash K\ltimes S/K)$ とすると、

$L_{K}^{1}(S)$ と $L^{1}(K\backslash K\ltimes S/K)$ は norm も含めて同型である。以下では $(K;S)B\backslash \backslash \backslash$ Gelfand

対、 つまり $L_{K}^{1}(S)$ が可換代数である場合を扱う。これは $(K\ltimes S, K)$ が Gelfand対であ

るものを扱うのと同じことである。

まず、 $3=N$ が巾零 Lie群の場合について論じる。 このとき、 $L^{1}(N)$ は対称であ

り、 かつ $(K;N)$ が Gelfand対であることから $L_{K}^{1}(N)$ は可換対称 Banach $*$ - 代数であ

る。 よって、 $L_{K}^{1}(N)$ から $\mathbb{C}$ への ( $*$- 演算を含まない) 準同型は、すべて $L^{1}(N)$ の $*-$

表現のある 1次元空間への制限と同一視できる。次の結果は Benson-Jenkins-Ratcli鉦

による。

定理 1.1 [BJR] $N$ 上のすべての $K$- 球函数 $\phi$ は正定値である。 さらに $\phi$ は $N$ の既

約 unitary 表現 $(\pi, H_{\pi})$ と、 $\Vert v\Vert=1$ なる $v\in H_{\pi}$ を用いて

(1.2) $\phi(n)=\phi_{\pi,v}(n)=\int_{K}\langle\pi(k\cdot n)v,$ $v\rangle dk$

と表される。

逆に $\phi_{\pi,v}$ が球函数になる条件を考えよう。 $\hat{N}kN$ の unitary 双対とする。 このと

き、 $K$ は $\hat{N}$ に $\pi_{k}(n)=\pi(k\cdot n)(k\in K, n\in N, \pi\in\hat{N})$ で作用する。 $K_{\pi}$ で $\pi$ の $K$
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における固定部分群を表すと、 $K_{\pi}$ は $K$ の閉部分群である。 $k\in K_{\pi}$ に対し、 H隣上

の unitary作用素W$\pi$ (た) を $\pi_{k}(n)=W_{\pi}(k)\pi(n)W_{\pi}(k)^{-1}$ で決めることにする。今、

$(K;N)$ が Gelfand対であることから、 $N$ は高々 2-step である。 ([BJR]) よって $W_{\pi}$ :

た $\mapsto$ W$\pi$ (初は $K_{\pi}$ の unitary 表現になるようにとれる。このとき、 $W_{\pi}$ は $K_{\pi}$ の表現

として $(W_{\pi}, H_{\pi})=\oplus_{\alpha}(T_{\alpha}, V_{\alpha})$ と multiplicity-free に分解される。 $([C])$ また、 $\pi’=$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 色 $\in K)$ とするとき、 $K_{\pi’}=kK_{\pi}k^{-1},$ $H_{\pi’}=H_{\pi},$ $W_{\pi’}(\text{た^{}\prime})=W_{\pi}(\text{た^{}-1}k’k)(k’\in$

$K_{\pi’})$ となり、 $(W_{\pi’}, H_{\pi’})=\oplus_{\alpha}(T_{\alpha}’, V_{\alpha})$ は $W_{\pi’}$ の multiplicity-free な分解となる。

命題 1.2 [BJR] (1) $\phi_{\pi,v}$ が K- 球函数になるのは、 ある $\alpha$ があって $v\in V_{\alpha}$ となる

ときである。

(2) $\pi,$
$\pi’\in\hat{N}$ について、 $\phi_{\pi,v}=\phi_{\pi’,v’}$ となるのは、 あるん $\in K$ があって、 $\pi’=\pi_{k}$

となり、 かつ $v$ と $v’$ が同じ既約成分 $V_{\alpha}$ の元となるときである。

以下では、 $\phi_{\pi,\alpha}=\phi_{\pi,v}(v\in V_{\alpha})$ と表すことにする。 このとき $\phi_{\pi,\alpha}$ に対応する $K\ltimes$

$N$ の K- f$*$F現は $\tilde{U}_{\pi,\alpha}=Ind_{K_{\pi}\ltimes N}^{K\ltimes N}U_{\pi,\alpha}$ で与えられる $\circ$ ただし

$($ 1.3 $)$ $U_{\pi,\alpha}($た
$,$

$n)=\overline{T}_{\alpha}($ た $)\otimes\pi(n)W_{\pi}(k)$ .

2. Gelfand $X^{\iota}\dagger(K;S)$

2

巾零 Ue群 $N$ の場合は、群代数 $L^{1}(N)$ が対称 Banach $*$一代数であること、及び $N$

が I 型群であることにより、 $K$- 球函数の正定値性と、対応する $K$- 球表現が容易に構

成できた。 ところが、可解 Lie群については、群代数の対称性は一般には分からず、 ま

た $S$ が I 型でない場合も取り扱う必要がでてくるため、議論は複雑になってしまう。し

かし、 $(K;S)$ が Gelfand対であるということにより、 $S$ 及び $K\ltimes S$ の構造がある程度

決まる。それを以下で述べることにする。
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5を $S$ の Lie 代数、 $\mathfrak{n}$ を 5の巾零根基、 $N$ を $\mathfrak{n}$ に対応する $S$ の解析部分群とする。

まず、 Leptin による次の補題を与えておく。

補題 2.1 5の $K$ 不変な部分空間 $a$ で、 $K$ が自明に作用し、 実 $K$- 加群として $s=$

$a\oplus \mathfrak{n}$ となるものが存在する。

次に $(K;S)$ が Gelfand 対になるための必要十分条件を述べておく。

定理 2.2 [BJR] $(K;S)$ が Gelfand対になるのは、次の 2条件が成立するときであ

る:

(1) $(K;S)$ は Gelfand対である。

(2) 任意の $X\in a,$ $y\in S$ に対して、 あるん $\in K$ が存在して、

$(\exp X)y(\exp X)^{-1}=k\cdot y$ .

上の定理は、具体例を扱うには少々不便である。そこでこの定理を書きなおそう。

定理 2.3 $(K;S)$ が Gelfand 対になるのは、次の 3条件が成立するときである :

(1) $(K;S)$ が Gelfand 対である。

(2) $a$ は 5の部分代数になる。

(3) 任意の $X\in a,$ $Y\in \mathfrak{n}$ に対して、 $k\in K$ が存在して、

Ad$(\exp X)Y=$ た Y.

さらに、 $A$ を $a$ に対応する 3の解析部分群とするとき、 $S=A\ltimes N,$ $K\ltimes S=(K\cross$

$A)\ltimes N$ が成立する。
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(略証) $(K;S)$ が Gelfand 対とするとき、 $X\in a,Y\in \mathfrak{n}$ に対し、 あるた $\in K$ が存

在して、任意の $t\in$ 飛に対して、

$(\exp X)(\exp tY)(\exp X)^{-1}=$ た $(\exp tY)$

が成立することが分かる。特に、 $Y\in a$ のとき $[X, Y]=0$ となる。 また、 $S$ が単連結

であることにより、 $3=A\ltimes N,$ $K\ltimes S=(K\cross A)\ltimes N$ が分かる。逆は、 $S=$ 且 $\ltimes N$

であることと、 $K$ の且への作用が自明であることより明らか。 口

後に、 $K\ltimes S$ の $K$- 球表現を構成するが、定理 2.3より、 Mackey の正規部分群を

用いる方法で構成す $\dot{\text{る}}$のが有効であることが分かる。ただし、正規部分群として用いる

のは $S$ ではなく $N$ である。 これは、可解工 ie群 $S$ は一般には I 型とは限らないが、 巾

零 Lie群 $N$ は CCR であることによる。

さて、 $S$ 上の $K$- 球函数を $N$ 上の $K$- 球函数を用いて記述しよう。 $\phi$ を $S$ 上の K-

球函数とする。 $(x, n)\in A\ltimes N$ に対して、

$\phi(x, n)=\phi((0, n)(x, 1_{N}))=\int_{K}\phi((0, n)(k\cdot ($亀 $1N)))$疏

$=\phi(0, n)\phi(x, 1_{N})$ ,

ただし、 $1_{N}$ は $N$ の単位元とする。 $($ 1.1 $)$ を $N$ 上で見ると $\phi$ の $N$ への制限もまた $N$ 上

の K- 球函数である。それを $\psi$ で表しておく。 さらに、 $x,$ $y\in A$ に対し、

$\phi(x+y, 1_{N})=\phi((x, 1_{N})(y, 1_{N}))=\int_{K}\phi((x, 1_{N})(k\cdot ($鮎 $1_{N})))d$た

$=\phi(x, 1_{N})\phi(y, 1_{N})$ .

よって、次の結果を得る。
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命題 2.4 $\phi$ に対し、 $N$ 上の $K$- 球函数 $\psi=\psi_{\pi,\alpha}$ と $a\in \mathbb{R}^{m}$ が存在して、

$\phi(x, n)=\exp\sqrt{-1}ax\psi_{\pi_{2}\alpha}(n)=\exp\sqrt{-1}ax\int_{K}\{\pi($ た $\cdot n)v,$ $v\rangle dk$ ,

ただし、 $m=\dim A$ とする。

これにより、 $S$ 上の $K$- 球函数は、 3個の parameter $(\pi, \alpha, a)$ によってすべて決定

される。 この $K$- 球函数を $\phi_{\pi_{2}\alpha,a}$ で表すことにする :

(2.1) $\phi_{\pi,\alpha,a}(x, n)=\exp\sqrt{}$-lax $\int_{K}\langle\pi(k\cdot n)v,$ $v\rangle dk$ .

Gelfand 対 $(K;S)$ の具体例は、後で述べることにする。

3. 軌道空間

前節で $K\ltimes S=(K\cross A)\ltimes N$ の $K$- 球表現を、 Mackey の正規部分群の方法を使っ

て構成すると述べたが、そのためには、 $N$ の $(K\cross A)$- 軌道空間の Borel空間としての

構造が重要になる。 ([M])

$\mathfrak{n}$ の自己同型群 Aut $($のは、 $\mathfrak{n}$ の双対 $\mathfrak{n}^{*}$ に右から作用する : $(l\cdot\varphi)(X)=l(\varphi(X))$

$(l\in \mathfrak{n}^{*},$ $\varphi\in$ Aut $(\mathfrak{n}),$ $X\in \mathfrak{n})$ . $\mathfrak{n}$ に $K$ 不変な実内積 $\{\cdot,$ $\cdot\rangle$ を入れる $k$
、

$\acute{jE}$理 $2.3$ より実は

$\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ は $(K\cross$ 且 $)$ 不変であることが分かる。

補題 3.1 $l\in \mathfrak{n}^{*}$ について、 $K$- 軌道 $l\cdot K$ と $(K\cross A)$- 軌道 $l\cdot(K\cross$ 且 $)$ は集合とし

て等しい。

(略証) $\mathfrak{n}$ と $\mathfrak{n}^{*}$ を $Xrightarrow(l_{X}:Y\mapsto\langle X, Y\rangle)$ によって同一視する。すると、定理

23より $l$ の且- 軌道 $l\cdot A$ が $l\cdot K$ に含まれることが分かる。 $\square$
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さらに、 Aut$(N)=$ Aut $(\mathfrak{n})$ は $N$ の unitary双対 $\hat{N}$ に $(\pi\cdot\varphi)(n)=\pi(\varphi(n))(\pi\in$

$\hat{N},$
$\varphi\in$ Aut $(N),$ $n\in N)$ で右から作用する。

命題 3.2 $\pi\in\hat{N}$ に対し、 $K$- 軌道 $\pi\cdot K$ と $(K\cross$ 且 $)$ - 軌道 $\pi\cdot(K\cross A)$ は集合とし

て等しい。 よって、軌道空間 $\hat{N}/K$ と $\hat{N}/(K\cross$ 且 $)$ は Borel空間として同一視できる。

(略証) $N$ の $\mathfrak{n}^{*}$ への余随伴表現を Ad$*$ とするとき、 $\varphi\in$ Aut$(N),$ $l\in \mathfrak{n}^{*}$ につい

て、 $($Ad* $(N)l)\cdot\varphi=$ Ad$*(N)(l\cdot\varphi)$ が分かる。 このことと補題 3.1及びKirillov対応

$\hat{N}\simeq \mathfrak{n}^{*}/N$ を考え合わせればよい。 $\square$

$N$ は CCR であり、 $K$ は compact 群であることから、 $\hat{N}/K$ は ‘smooth’である。

$([$Gll $[$G2$])$ よって $\hat{N}/(K\cross$ 且 $)$ t)smooth’ である。 このことにより、 $(K\cross$ 且 $)$ $\ltimes N$ の

すべての既約 unitary 表現は Mackey の方法で得られる。

4. 固定部分群

$K\ltimes S=$ $(K\cross$ 且 $)\ltimes$ N に Mackey の方法を適用するために、 $\pi\in\hat{N}$ に対して、 固定

部分群 $(K\cross A)_{\pi}$ の構造を調べておこう。そのために、極大概周期群の理論を用いる。

$G$ を位相群とし、 $G$ 上の有界連続函数全体の作る Banach 空間を $C_{b}(G)$ で表す。そ

して $x\in G,$ $f\in C_{b}(G)$ に対しノ$x(y)=f(x^{-1}y)(y\in G)$ とする。 このとき、 $f\in$

$C_{b}(G)$ が概周期函数であるとは、 $\{f^{x}|x\in G\}$ が $C_{b}(G)$ で相対 compact になること

である。 $G$ が極大概周期群であるとは、任意の $x,$ $y\in G,$ $x\neq y$ について、概周期函数

ノで $f(x)\neq f(y)$ となるものが存在することをいう。 これは、 compact 群 $K$ 及び連続

単準同型 $\varphi$ : $Garrow K$ が存在することと同値である。

命題 4.1 (1) $G$ が極大概周期群で $H$ を $G$ の部分群とする。 このとき $H$ も極大概
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周期群である。

(2) $G_{1},$ $G_{2}$ がともに極大概周期群とすると、 $G_{1}\cross G_{2}$ も極大概周期群である。

次の定理はよく知られた構造定理である。 (例えば [D] を見よ) 。

定理 4.2 $G$ を連結局所 compact 群とする。このとき、 $G$ が極大概周期群であるの

は、 $G$ がある compact i群と vector群の直積となるときである。

$G$ が連結でなければ上の定理は成立しないが、次の定理は有効である。

定理 4.3 [Ku] $G$ を極大概周期 Lie 群、 $G_{0}$ を $G$ の連結成分とし、 $G/G_{0}$ が com-

pact であるとする。すると、 compact 部分群 $\dot{K}$ と vector群 $V$ で、 $G=K\ltimes V,$ $G_{0}=$

$K_{0}\cross V$ (直積) となるものが存在する。ただし、 $K_{0}$ は $K$ の連結成分である。

これらを $\pi$ の $K\cross A$ における固定部分群 $(K\cross A)_{\pi}$ に適用する。明らかに $(K\cross A)_{\pi}$

は極大概周期群である。 $K_{\pi},$ $(K\cross A)_{\pi}$ の連結成分をそれぞれ $(K_{\pi})_{0},$ $((K\cross A)_{\pi})_{0}$ で

表す。 また $pA:K\cross Aarrow A$ を自然な射影とすると、補題 3.1より伽 ((K $\cross$ A)$\pi$ ) $=$ ん

命題 4.4 $((K\cross A)_{\pi})_{0}=(K_{\pi})_{0}\cross V’$ , ただし、 $V’$ は A と同型な vector群。

(略証) 定理 4.2より、 $((K\cross A)_{\pi})_{0}=K’\cross V’$ , ただし、 $K’$ は compact 群。 ま

た $PA(((K\cross A)_{\pi})_{0})=A$ . さらに $(K_{\pi})_{0}$ が $((K\cross A)_{\pi})_{0}$ の compact 部分群、 かつ $K$

が $K\cross A$ の最大 compact 部分群であることにより $V’\simeq A,$ $(K_{\pi})_{0}=K’$ となる。 ロ

命題 4.5 且に同型なある vector群 $V$ で $(K\cross$ 且 $)\pi=K_{\pi}\ltimes V$ , かつ $(K_{\pi})_{0}$ と $V$ が

可換になるものが存在する。実は $(K\cross A)_{\pi}=K_{\pi}\cross V$ である。
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(略証) まず $((K\cross A)_{\pi})_{0}\backslash (K\cross A)_{\pi}\simeq(K_{\pi})_{0}\backslash K_{\pi}$ が分かる。 よって、定理 43よ

り $(K\cross$ 且 $)\pi=\tilde{K}\ltimes V$ となる compact 群 $\tilde{K}$ と vector群 $V$ が存在する。 $K_{\pi}$ と $\tilde{K}$ の

連結成分の個数を比べることにより、 $\tilde{K}=K_{\pi}$ が分かる。 さらに、積演算を調べるこ

とにより、 $K_{\pi}$ の $V$ への作用が自明であることが分かる。 口

5. $K$- 球表現

前節までの結果を用いて、 $K\ltimes S=(K\cross A)\ltimes N$ 上の $K$- 球表現をすべて決定す

る。 まず $(K;N)$ が Gelfand 対であることにより、 $N$ が高々 2-step であることに注意

する。 ([BJR]) $0$ で $\gamma_{X}$い $l\in \mathfrak{n}^{*}$ に対し、対応する $N$ の既約 unitary 表現を $\pi=\pi_{l}$ とす

る。 $B_{l}$ を $l$ に付随する $\mathfrak{n}$ 上の交代形式 :Bz$([X, Y])=l([X, Y])(X, Y\in \mathfrak{n}),$ $\mathfrak{n}(l)$ を

瓦の巾零根基、 $b(l)=\mathfrak{n}(l)\cap(kerl),$ $B(l)$ を $b(l)$ に対応する $N$ の解析部分群とする。

すると $b(l)$ は $\mathfrak{n}$ の idealで、 $\mathfrak{n}/b(l)$ は $\mathbb{R}$ か且 eisenberg Lie 代数り n に同型である。い

ま Aut$(N)_{\pi}\cong$ Aut $(\mathfrak{n})_{\pi}=\{\varphi\in$ Aut(N) $|\pi 0\varphi\simeq\pi\}$ とする。 $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ を $\mathfrak{n}$ 上の $K$

不変な実内積とし、 $O(\langle\cdot, \cdot\rangle)$ でその直交群を表すとすると、 $(k, x)\in K\cross$ 且の作用は

Aut $(\mathfrak{n})_{\pi}\cap O(\langle\cdot,$ $\cdot\})$ の元とみなすことができる。

命題 5.1 $\pi$ の $K,$ $K\cross A$ における固定部分群をそれぞれ $K_{\pi},$ $(K\cross A)_{\pi}$ とし、 それ

らの引き起こす intertwining表現をそれぞれ $W_{\pi},$
$\overline{W}_{\pi}$ とする。すると $W_{\pi},$

$\overline{W}_{\pi}$ は (射

影表現でない) unitary 表現になり、かつ $W_{\pi}=\overline{W}_{\pi}|_{K_{\pi}}$ となるものがとれる。

(略証) Aut $(\mathfrak{n})_{\pi}\cap O(\langle\cdot, \cdot\rangle)$ の引き起こす intertwining表現が unitary 表現になる

ことを示せばよい。それは例えば [Ki] を見よ。 口

命題 45より $(K\cross A)_{\pi}=K_{\pi}\cross V$ となる。 $\dim A=m$ とすると $V\simeq \mathbb{R}^{m}$ となる
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から $(K\cross$ 且 $)_{\pi}^{\wedge}\simeq\hat{K}_{\pi}\cross \mathbb{R}^{m}$ とみなせる :

$(T,$ $b)(k$た x’ $x)=T(k)\exp\sqrt{-1}bx$ ,

ただし、 $T\in\hat{K}_{\pi},$ $b\in \mathbb{R}^{m},$ $k\in K_{\pi}$ , (た x’ $x$ ) $\in V$ .

$(K\cross$ 且 $)\pi\ltimes$ N の既約 unitary表現 $U_{(T,b),\pi}$ を次で与える :

$U_{(T,b),\pi}($ た $\text{た_{}x}, x, n)=\overline{\exp\sqrt{-1}bx}\overline{T}($た $)\otimes\pi(n)\overline{W}_{\pi}($た $k_{x}, x)$ .

すると $\tilde{U}_{(T,b),\pi}=Ind_{(K\cross A)_{\pi}\ltimes N}^{(K\cross A)\ltimes N}U_{(T,b),\pi}$ は $(K\cross A)\ltimes N$ の既約 unitary 表$\Re$であり、

また $(K\cross$ 且 $)$ $\ltimes N$ のすべての既約 unitary 表現はこの形をしている。

こで 1つ記号を用意する。 $T,$ $U$ を $K$ の unitary 表現とする。 このとき、 $c(T, U)$

で intertwining作用素の作る空間の次元を表す。特に $T$ が既約のとき $c(T, U)$ は $U$ に

おける $T$ の multiplicity を表す。

命題 5.2 $T\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\wedge\pi$ について・ $c(T,$ $W_{\pi})=1$ のとき、かつこのときに限り $\tilde{U}_{(T,b),\pi}$

は $K\ltimes S$ の $K$- 球表現である。

6. $K$- 球函数の正定値性

ここで $K\ltimes S$ のすべての $K$- 球函数の正定値性を証明する。そのために、任意に与

えられた $K$- 球函数 $\phi_{\pi,\alpha,a}$ について、対応する $K$- 球表現を $\pi,$ $\alpha,$ $a$ で表す。

$l\in \mathfrak{n}^{*}$ に対し、 $B_{t},$ $\mathfrak{n}(l),$ $b(l),$ $B(l)$ 及び Aut$(N)_{\pi}=$ Aut $(\mathfrak{n})_{\pi}$ を前節のようにとり、

$\Phi_{\pi}$ :Aut $(N)_{\pi}arrow$ Aut $(B(l)\backslash N)$ を $\Phi_{\pi}(\varphi)(P\iota(n))=P\iota(\varphi(n))$ をもって定める。ただ

し、 $Pl$ : $Narrow B(l)\backslash N$ は自然な射影とする。すると $\Phi_{\pi}(K_{\pi})$ と $\Phi_{\pi}(V)$ が可換にな

る。 また $(K;N)$ が Gelfand対であることから、 $\pi$ の表現空間 $H_{\pi}$ の $K_{\pi}$ についての既

約分解 $H_{\pi}=\oplus_{\alpha}V_{\alpha}$ は multiplicity-free であるから、 $\alpha$ に対し、 $a_{\alpha}\in \mathbb{R}^{m}$ があって、

(6.1) $\tilde{W}_{\pi}(\text{た_{}x}, x)v=(\exp\sqrt{-1}a_{\alpha}x)v$ ,
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ただし、 菌 x’ $x$ ) $\in V,$ $v\in V_{\alpha}$ , となるものが存在する。

定理 6.1 $K$- 球函数 $\phi=\phi_{\pi,\alpha,a}$ は正定値である。

(略証) $(K\cross A)_{\pi}\ltimes N$ の既約 unitary 表現 $U_{\pi_{2}\alpha,a}$ を

(6.2) $U_{\pi,\alpha,a}(kk_{x}, x, n)=\exp\sqrt{-1}(a-a_{\alpha})x\overline{T}_{\alpha}(k)\otimes\pi(n)\overline{W}_{\pi}($ た $k_{x}, x)$

で定める $\circ$ そして $(K\cross$ 且 $)$ $\ltimes N$ の unitary 表現を $\tilde{U}_{\pi,\alpha_{2}a}=Ind_{(K\cross A)_{\pi}\ltimes N}^{(K\cross A)\ltimes N}$ とすると、

命題 5.2より $\overline{U}_{\pi,\alpha,a}$ は $K$- 球表現である。 このとき $K$ 不変 vector は次のようにして求

まる $oV_{\alpha}$ の基底 $\{v_{1}, \ldots, v\iota\}(l=\dim V_{\alpha})$ を 1つとる $ov=\frac{1}{\sqrt{l}}\sum_{i}\overline{v}_{i}\otimes v_{i}\in\overline{V}_{\alpha}\otimes H_{\pi}$

とし、 ノ: $(K\cross$ 且 $)_{\pi}\ltimes Narrow\overline{V}_{\alpha}\otimes H_{\pi}$ を

$f(k, x, n)=\exp\sqrt{-1}ax(1\otimes\pi(n))v$ ,

ただし、 $k\in K,$ $x\in$ 且, $n\in N$ と定めると、 ノは $K$ 不変 vector となることが分かる。

よって、 あとは $\phi_{\pi,\alpha,a}(x, n)=\{\tilde{U}_{\pi,\alpha,a}(x, n)f,$ $f\rangle$ を計算により確かめればよい。 口

7. 特別な場合

この節では、幾つかの議論が自明となるような Gelfand 対の例について述べよう。

命題 7.1 $(K;S)$ を Gelfand 対とし、 5を 3の Lie 代数、そして $\mathfrak{n},$ $a,N,$ $A$ を 2節

のようにとり、 さらに $K$ が $N$ に効果的に作用しているとする。いま、次の条件 (I) を

満たしているとする :

(I) 連続準同型 $f$ : $Aarrow K$ によって且の $N$ への作用が $K$ の作用の制限となる。

ここで $V=\{(f(x)^{-1},$ $x)|x\in A\}kk^{\backslash }\langle$ 。 このとき、

(1) $f$ の像は $K$ の中心に含まれる。

(2) $K\cross$ 且 $=K\cross V$ 及び $K\ltimes S=(K\ltimes N)\cross V$ が満たされる。
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以下では、 条件 (I) を満たしている場合のみを考察しよう。まず、補題 3.1及び命題

4.5を適用する。

命題 7.2 $l\in \mathfrak{n}^{*}$ に対し、 $\pi=\pi_{l}$ を対応する $N$ の既約 unitary 表現とする。 この

とき、命題 7.1の V について、

(1) $l\cdot V=Z$ . よって明らかに $l\cdot(K\cross A)=l\cdot K$ .

(2) $(K\cross A)_{\pi}=K_{\pi}\cross V$ .

さらに、命題 71より $K\ltimes S=(K\ltimes N)\cross V$ となることから次のことが容易に分か

る。

命題 7.3 $K$- 球函数 $\phi_{\pi,\alpha,a}$ に対応する $K$- 球表現は $K\ltimes N$ の $K$- 球表現 $\tilde{U}_{\pi,\alpha}$ と $V$

の 1次表現 $(k_{x}, x)\mapsto\exp\sqrt{-1}ax$ の (tensor) 積で与えられる。 このとき、 (6.1)で与

えた $a_{\alpha}$ は明らかにすべて $0$ となる。

(注意) $a_{\alpha}$ は命題 45の V 及び命題 5.1の $\overline{W}_{\pi}$ のとり方に依存する。たとえば、

条件 (I) が満たされても、 $(K\cross A)_{\pi}=K\cross A$ のときには命題 45の V として且をと

ることもできる。 この場合、 一般に $a_{\alpha}$ は $0$ にはならない。 (次節の例 2を見よ) 。

8. 例

1. Mautner $ffi\circ$

3を次で定義する $\mathbb{R}$ と $\mathbb{C}^{2}$ の半直積とする :

$(x, z_{1}, z_{2})(x’, z_{1}’, z_{2}’)=(x+x’, z_{1}+e^{\sqrt{-1}\alpha_{1}x}z_{1}’, z_{2}+e^{\sqrt{-1}\alpha_{2}x}z_{2}’)$ ,

ただし、 $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}$ は $\mathbb{Q}$ 上 1次独立な実数の組とする。 このとき $S$ は非 I 型可解正 ie 群に
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なる。 $S$ の Lie 代数を 5とする。すると 5の根基 $\mathfrak{n}$ は $\mathbb{C}^{2}$ となる。 $\mathfrak{n}$ に対応する $S$ の解

析部分群を $N$ で表すと $N$ は $\mathbb{C}^{2}$ と同一視できる。

$K=T^{2}$ を 2次元 torus とし、 3に次のように作用するとする :

$(u_{1}, u_{2})\cdot(x, z_{1}, z_{2})=(x, u_{1}z_{1}, u_{2}z_{2})$ ,

ただし、 $u_{i}(i=1,2)$ は絶対値 1の複素数とする。明らかに $(T^{2},\mathbb{C}^{2})$ は Gelfand 対で

ある。連続準同型 $f$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{T}^{2}$ を $f(x)=(e^{\sqrt{-1}\alpha_{1}x}, e^{\sqrt{-1}\alpha_{2}x})$ とする。すると条件 (I)

$-$ をみたす。 $V=\{(e^{-\sqrt{-1}\alpha_{1}x}, e^{-\sqrt{-1}\alpha_{2}x}, x)|x\in \mathbb{R}\}$ とすると、命題 71より $T^{2}\ltimes S=$

$(T^{2}\ltimes \mathbb{C}^{2})\cross V$ となる。

$N$ の unitary 双対 $\hat{N}$ は $\mathbb{R}^{4}$ と同一視できる :

$\pi_{(a_{1},b_{1},a_{2},b_{2})}(x_{1}+\sqrt{-1}y_{1}, x_{2}+\sqrt{-1}y_{2})=\exp\sqrt{-1}\sum_{i=1}^{2}(a_{i}x_{i}+b_{i}yi)$ .

$\hat{N}$ における $T^{2_{-}}$ 軌道は次の形をしている :

$\mathcal{O}_{r_{1},r_{2}}=\{\pi_{(a_{1},b_{1},a_{2},b_{2})}|a_{i}^{2}+b_{i}^{2}=r_{i}^{2},$ $r_{i}\geq 0$ for $i=1,2\}$ .

そこで、 $T^{2}$
- 軌道空間 $\hat{N}/T^{2}$ の完全代表系として、 $\{\pi_{r_{1},r_{2}}|r_{i}\geq 0$ for $i=1,2\}$ をと

る。ただし、

$\pi_{r_{1},r_{2}}(x_{1}+\sqrt{-1}y_{1}, x_{2}+\sqrt{-1}y_{2})=\exp\sqrt{-1}(r_{1}x_{1}+r_{2}x_{2})$ .

$S$ 上の $\mathbb{T}^{2}$

- 球函数は次の形をしている :

$\phi_{r_{1},r_{2},a}(x, z_{1}, z_{2})=\exp\sqrt{-1}ax\int_{T^{2}}\pi_{r_{1},r_{2}}((u_{1}, u_{2})\cdot(z_{1}, z_{2}))du_{1}du_{2}$ ,

ただし、 $du_{i}(i=1,2)$ は $\mathbb{T}$ 上の正規化された且 aar測度とする。対応する $T^{2}$
- 球表現

は深のようにして与えられる。 まず且 ilbert 空間 $H_{r}(r>0),$ $H_{0}$ を次で定義する。 $r>$
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$0$ に対し $H_{r}$ の元 $f$ を $T\ltimes \mathbb{C}$ 上の可測函数で、次を満たすものとする :

ノ $((1, x+\sqrt{-1}y)(u, z’))=\exp\sqrt{-1}rxf(u, z’)$ ,

$\Vert f\Vert^{2}=\int_{T}|f(u, 0)|^{2}du<\infty$ .

このとき $T\ltimes \mathbb{C}$ の既約 unitary表現防を $\tilde{U}_{r}(u, z)f(u’, z’)=f((u’, z’)(u, z))$ とする。

また $H_{0}=\mathbb{C}0$ とし、 $H_{0}$ への $\mathbb{T}\ltimes \mathbb{C}$ の表現 $\tilde{U}_{0}$ lは自明とする o すると、 $T^{2}\ltimes \mathbb{C}^{2}=(T\ltimes$

$\mathbb{C})^{2}$ の $T^{2}$
- 球表現は $\overline{U}_{r_{1},r_{2}}=\tilde{U}_{r_{1}}\otimes\overline{U}_{r_{2}}$ で与えられる。 よって $\phi_{r_{1},r_{2},a}$ に対応する $T^{2}\ltimes$

$S=(T\ltimes \mathbb{C})^{2}\cross V$ の $\mathbb{T}^{2}$

- 球表現は

$\overline{U}_{r_{1},r_{2},a}(u_{1}e^{-\sqrt{-1}\alpha_{1}x}, u_{2}e^{-\sqrt{-1}\alpha_{2}x}, x, z_{1}, z_{2})=\exp\sqrt{-1}ax\overline{U}_{r_{1}}(u_{1}, z_{1})\otimes\tilde{U}_{r_{2}}(u_{2}, z_{2})$

で与えられる。

2. 条件 (I) を満たさない場合。

$\mathbb{R}$ の $\mathbb{C}^{2}$ への作用を次であたえる :

田. $(z_{1}, z_{2})=(e^{\sqrt{-1}x}z_{1}, e^{\sqrt{-1}x}z_{2})$.

5次元且 eisenberg Lie群 $H_{2}$ を次の演算で $\mathbb{C}^{2}\cross \mathbb{R}$ と同一視する :

$((z_{1}, z_{2}),t)((z_{1}’, z_{2}’),t’)=((z_{1}+z_{1}’, z_{2}+z_{2}’),t+t^{l}- \frac{1}{2}{\rm Im} z\overline{z}’)$ ,

ただし、 $z\overline{z}’=z_{1}\overline{z}_{1}’+z_{2^{\overline{Z}_{2}’}}$ とする。 これにより $\mathbb{R}$ が $H_{2}$ に自己同型として作用してい

ることが容易に分かる。そこで $S$ をこの作用によって定義された可解De 群とする。

$K=$ SU(2) は $S$ に次のように作用するものとする :

$k\cdot(x, (z_{1}, z_{2}),t)=(x,$ た $. (z_{1}, z_{2}),t)$ ,
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ただし、 た. $(z_{1}, z_{2})={}^{t}(k^{t}(z_{1}, z_{2}))$ とする。 $(K;S)$ が Gelfand対であることを示そ

$\vee^{\vee})$

。 まず (SU(2); $H_{2}$ ) は Gelfand 対である。 (例えば [BJR] を見よ) $oz=(z_{1}, z_{2})\in$

$\mathbb{C}^{2},$ $x\in \mathbb{R}$ に対し、 $k_{z},$ $k_{x}\in$ SU(2) を次で定義する :

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=(\frac\frac{\sqrt{|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}}z_{1}z_{2}}{\sqrt{|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}}}$ $\frac\frac{-\overline{z}_{2}}{\sqrt{|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}},\sqrt{|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}}-\overline{Z}_{1}}$ , た x $=(e_{0}^{\sqrt{-1}x}$ $e^{-\sqrt{-1}x}0$ .

するとた z た x $\text{た_{}z}^{-1}\cdot(z_{1}, z_{2})=x\cdot(z_{1}, z_{2})$ となることが分かり、定理 23より $(K;S)$ が

Gelfand 対となる。

この対 $(K;S)$ は条件 (I) を満たさない。これは SU(2) の中心が $\{\pm 1\}$ となることよ

り分かる。

$K\ltimes S$ の $K$- 球表現を求めてみよう。対応する巾零 Lie群 $N$ は $H_{2}$ であり、 vector

部分群且は $\mathbb{R}$ である。興味深いのは無限次元既約 unitary表現から構成する場合であ

る。 $\pi=\pi_{l}\in\hat{N}$ を $l((z_{1}, z_{2}), t)=t$ なる $l\in \mathfrak{n}^{*}$ に対応する表現として一般性を失わな

い。 $\pi$ を次のようにして実現する。 $H$ を $\mathbb{C}^{2}$ 上の正則函数 $f$ で、

$\Vert f\Vert^{2}=\int_{\mathbb{C}^{2}}|$ノ ( $wl$ , $w_{2}$ ) $|^{2}e^{-(|w_{1}|^{2}+|w_{2}|^{2})/2}dw_{1}dw_{2}<\infty$

を満たすもの全体のなす且 ilbert 空間とする。 このとき $\pi$ を次のように定義する :

$\pi((z_{1}, z_{2}),t)f(w_{1}, w_{2})=e^{\sqrt{-1}t-(w_{1}\overline{z}_{1}+w_{2}\overline{z}_{2})/2-(|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2})/4}f(w_{1}+z_{1}, w_{2}+z_{2})$ .

$K\cross A$ における $\pi$ の固定部分群は $(K\cross A)_{\pi}=K\cross A$ になる。 よって、命題 45の

$V$ は孟そのものである。 $K\cross A$ の intertwining表現 $\tilde{W}_{\pi}$ は次で与えられる :

$\overline{W}_{\pi}($ た $, x)f(w_{1}, w_{2})=f(k^{-1}e^{-\sqrt{-1}}1_{K}\cdot(w_{1}, w_{2}))$,
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ただし、 $1_{K}$ は 2次単位行列とする。 $H$ の $K$ についての既約分解は $H=\oplus_{m}P_{m}$ で

与えられる。ただし、 $P_{m}$ は $\mathbb{C}^{2}$ 上 $m$ 次斉次多項式全体のなす部分空間とする。 $x\in$

聡, $p\in P_{m}$ について、

$\overline{W}_{\pi}(1_{K}, x)p(w_{1}, w_{2})=p(e^{-\sqrt{-1}x}w_{1}, e^{-\sqrt{-1}x}w_{2})=e^{-\sqrt{-1}mx}(w_{1}, w_{2})$ .

よって $a_{\alpha}=-m$ となる。 これらに基づいて SU(2) $\ltimes S$ の SU(2)- 球表現を構成すると

次のようになる :

$\overline{U}_{\pi,m,a}(k, x, (z_{1}, z_{2}), t)=\exp\sqrt{-1}(a+m)xT_{m}(k)\otimes\pi((z_{1}, z_{2}), t)\overline{W}_{\pi}($ た $, x)$ ,

ただし、 $T_{m}$ は SU(2) の $(m+1)$- 次元既約表現である。
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