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\S 1. 準備

$G=SU(2)$ . とし、

$G=\{$ $(-\overline{v}u$ $\frac{v}{u})$ ; $|u|^{2}+|v|^{2}=1$ $u,v\in \mathbb{C}$

その $Lie$ 環 $\mathfrak{g}=su(2)$ を

$;a,$ $b,$ $c\in \mathbb{R}$$g=\{(-b+\sqrt{-1}c\sqrt{-1}a$ $b+\sqrt{-1}c-\sqrt{-1}a$

とする。 これらの複素化をそれぞれ $G^{\mathbb{C}}=SL(2, \mathbb{C})$
、

$\mathfrak{g}^{\mathbb{C}}=sl(2, \mathbb{C})$ とする。

$G$ のループ群を $LG^{\mathbb{C}}$

$LG^{\mathbb{C}}=\{g;S^{1}arrow G^{\mathbb{C}}:C^{\infty}\}$

そのLie 環を、 $Lg^{C}$ とわく。

$Lg^{\mathbb{C}}=\{X;S^{1}arrow g^{\mathbb{C}}:C^{\infty}\}$

$LG^{\mathbb{C}}$の [1] による中心拡大を、 $\overline{LG^{\mathbb{C}}}$ とすると、 その $Lie$ 環 $\overline{Lg^{\mathbb{C}}}$は、

$\overline{Lg^{\mathbb{C}}}=Lg^{\mathbb{C}}+\mathbb{C}c$ ( $c:$ center)

となる。

このとき $X\in g^{\mathbb{C}},t=e^{i\theta}$に対し、 $X\otimes$ 廼を、写像

$S^{1}\ni e^{i\theta} Xe^{ik\theta}\in g^{\mathbb{C}}$

Typeset by $\mathcal{A}_{\mathcal{M}^{S\cdot I}E^{K}}$

数理解析研究所講究録
第 895巻 1995年 135-141 135



と同一視して、 $X\otimes t^{n}\in$ 勾 c と見なす。
このとき $Lg^{C}$は、 $g^{\mathbb{C}}\otimes \mathbb{C}[t,$戸 $]$ の、 $c\infty$ –topologyに関する完備化である。

$’\alpha\vee\supset$ て $Lg^{\mathbb{C}}$は、
$\{X\otimes t^{k};X\in g^{\mathbb{C}},$ $k\in \mathbb{Z}\}$

で張られ、勾 cは、交換子積を、

$[X\otimes t^{k}+\zeta c, Y\otimes t^{\iota}+\eta c]=[X, Y]\otimes t^{k+l}+ktrXYS_{k+l,0}c$

で定めると、 $\overline{Lg^{\mathbb{C}}}$は$Kac-Moody-Lie$ 環となる。

\S 2. 無限駅元 Heisenberg群の既約ユニタリー表現の構成

$\overline{Lg^{\mathbb{C}}}\supset\overline{L\mathfrak{h}^{\mathbb{C}}}$ を、

$\overline{L\mathfrak{h}^{\mathbb{C}}}=\{\sum_{k\geq 1}x_{k}A_{k}+\sum_{k\geq 1}ykA_{\text{為}}^{*}+\lambda c;\{x_{k}\}$ , {尉は.C 値急減少数列、$\lambda\in \mathbb{C}$ }
とする。

た $f’\backslash \backslash$ し $A_{k}=(t^{k}0$ $t^{k-1}0$
、 $A_{k}^{*}=(t^{-k+1}0$ $t^{-k}0$ である 9

$\overline{LH^{\mathbb{C}}}\subset\overline{LG^{\mathbb{C}}}$を $\overline{L\mathfrak{h}^{\mathbb{C}}}$に対応する部分群。また、 $\overline{L\mathfrak{h}^{C}}$のリアルフォーム $\overline{L\mathfrak{h}}$を、

斑 $=$

$\{$

$k>1$

$\sum_{-}(\sqrt{-1}a_{k}+b_{k})A_{k}+\sum_{k\geq 1}(\sqrt{-1}a_{k}-b_{k})A_{k}^{*}+$
短

; $\{a_{k}\},$ $\{b_{k}\}$ : $\mathbb{R}$ 値急減少数列, $\lambda\in\sqrt{-1}\mathbb{R}$

ととり、 $\overline{LH}\subset\overline{LG^{\mathbb{C}}}$を $L$りに対応する部分群とする。

今、無限次元 Heisenberg–Lie 環を

$\mathfrak{h}=\{(\begin{array}{lllll} \end{array})$ ; $\{a_{k}\}$ , {ろ舜は $\mathbb{R}$ 値急減少数列 $r\in \mathbb{R}$ }
交換子積 $[X, Y]=$ XY $-$ YX

で定義する。
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一方 $\tilde{L\mathfrak{h}}$の交換子積は、

$[ \sum_{k\geq 1}(\sqrt{-1}ak+\text{ろ_{}k})A_{k}+\sum_{k\geq 1}(\sqrt{-1}a_{k}-$
ろ$k)A_{k}^{*}+\lambda c$ ,

$\sum_{k\geq 1}a^{\iota_{k}}$

$=2 \sum_{k\geq 1}(2k-1)((\sqrt{-1}a_{k}+b_{k})(\sqrt{-1}a^{\iota_{k}}-b_{k}’)-(\sqrt{-1}a^{\iota_{k}}+\text{ろ_{}k}’)(\sqrt{-1}a_{k}-b_{k}))$

であるので、 $\overline{L\mathfrak{h}}\cong \mathfrak{h}$

ただし向型対応は、

$\sum_{k\geq 1}(\sqrt{-1}a_{k}+\text{ろ_{}k})A_{k}+\sum_{k\geq 1}(\sqrt{-1}a_{k}-b_{k})A_{k}^{*}+\lambda c$

$(0$

. -〉⊂丁〉π$-1a_{k}$

$..\cdot.\cdot$

$\sqrt{2k-1}b_{k}\frac{\sqrt{-1}}{2}\lambda 0:$

:

である。

また、

$\mathfrak{n}^{\mathbb{C}}=\{\sum_{k\geq 1}xkA_{k;}\{x_{k}\}\mathbb{C}$ {$i\Xi,\not\in\grave$減少数列}, $\xi=\sqrt{-1}$翫

とおくと、 $\mathfrak{n}^{\mathbb{C}}\cong\overline{L\mathfrak{h}}/\xi$

ただし、同型対応は、

$\sum x_{k}A_{k}\sum x_{k}A_{k}+\sum-x$為 $A_{k}^{*}+\xi$

$k\geq 1$ 為 $\geq 1$ $k\geq 1$

である。

いま、 $\mathfrak{n}^{\mathbb{C}}\ni X=\sum_{k\geq 1^{X}}k$砺に対し Xのノルム $\Vert X\Vert$ を、

$\Vert X\Vert^{2}=\sum_{\text{為}\geq 1}|x_{k}|^{2}$

で定義する。 $E_{c}=\mathfrak{n}^{\mathbb{C}}$とおき、 このノルムによる完備化を $\mathbb{H}$。とかく。 そして、

$E_{\text{。}}^{*}=$ { $\rho;E_{c}arrow \mathbb{C}$ : 連続、$\mathbb{C}$ 値線形写像}
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とすると、Gel’ fand triple

$E_{c}\subset \mathbb{H}_{c}\subset E_{c}^{*}$

が得られ、 [2] より、次を満たす E:上のホワイトノイズメジャー $\nu\sigma$が得られる。

$\int_{E_{\dot{c}}}e^{\frac{\sqrt{-\iota}}{2}\{z(\zeta_{1})+\overline{z(\zeta_{2})}\}}d\nu_{\sigma}(z)=e^{-}$
号 (6詞

この時 [3] により、 $\overline{LH^{\mathbb{C}}}$の $L^{2}(E_{c}^{*}, \nu_{\sigma})$ 上の表現が次のように得られる。

$L^{2}(E_{c}^{*},\nu_{\sigma})\ni F$ と、

$\overline{LH}\ni g=\exp(0$

.. $\cdot$ $\cdot$

$\sqrt{2k.-1}a_{k}$

$..\cdot\cdot$

$\sqrt{2k-1}b_{k}r0$

に対し、

$(U_{\sigma}(g)F)(z)=e^{\sigma(-\sqrt{-1}r-\frac{1}{4}||\gamma||^{2}+\frac{1}{2}\Sigma_{k\geq 1}(2\text{為}-1)(b_{k}-\sqrt{-1}a_{k})z*)}F(z-\gamma)$

ただし、

$z=(z_{1}, z_{2}, \cdots),a=(a_{1}, a_{2}, \cdots),b=(b_{1}, b_{2}, \cdots)$ ,

$\gamma=(\gamma_{1},\gamma_{2}, \cdots)$ , $\gamma$為 $=\sqrt{-1}a_{k}+b$為

次に経路積分による表現のオペレーターの構成をする。 $\overline{L\mathfrak{h}}\supset\overline{L\mathfrak{h}}_{n}$を次で定
める。 昌

$\overline{L\mathfrak{h}}_{n}=\{kk\sqrt{-1}\mathbb{R}\}$

すると、 $\overline{L\mathfrak{h}}\ni Y Y_{n}\in\overline{L\mathfrak{h}}_{n}$となる自然な射影が考えられ、 $\overline{L\mathfrak{h}}_{n}$は、有限
次元 Heisenberg Lie環と同型になる。

以後、 $Y\in\overline{L\mathfrak{h}}$ は、 りの元 $g=\exp(0$

$\cdot\cdot$ 〉僖万 $-1a_{k}$

$.\cdot.\cdot$

$\sqrt{2k-1}b_{k}r0^{:}$

:

$\text{数^{}-}l^{\backslash }h\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow XJ$

「
$\grave$

’ $\llcorner\grave\grave$するものとする $\circ$ 3-ると経路積分 [2] により ‘ $Y_{n}\in\overline{L\mathfrak{h}}_{n}$に対して $\grave$ 核関

$K_{n_{t}Y_{n}}(w’,w, T)=e^{\sigma(-\frac{1}{2}||w||^{2}+w’(\frac{t_{\overline{w}}}{2}+\frac{t_{\overline{\gamma}T}}{2})\gamma T(\frac{t_{\overline{w}}}{2}+\frac{t_{\overline{\gamma}T}}{4})-\sqrt{-1}cT)}+$
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となる。

そこで、
$\tilde{K}_{n,Y_{n}}$ $(w^{\iota}$ , で, T$)$ $=K_{n,Y_{n}}(w’,$ $w,$

$T)e^{\sigma\frac{1}{2}||w||^{2}}$

$=e^{\sigma(w(\frac{t_{\overline{w}}}{2}+^{t})+\gamma T(\frac{t_{\overline{w}}}{2}+)-\sqrt{-1}cT)}-\overline{1}-{}^{t}\overline{z}$

と $\tilde{K}$を置く。

$F \in L^{2}(\mathbb{C}^{n}, \frac{\sigma^{n}}{(2\pi)^{n}}e^{-}$ 号 $|$回 $|2)$ l\v{c}対して・ $F\in L_{n}^{2}(E_{c}^{*}, \nu_{\sigma})$ を、 $F$によって自然に
定義される Ec$*$上の関数とする。ただし $L_{n}^{2}(E:, \nu_{\sigma})\in L^{2}(E_{\text{。}}^{*}, \nu_{\sigma})$ は、 $n$番目まで
の変数にのみ依存する関数の集合とする。

$(F(w_{1},w_{2}, \cdots,w_{n})=F(w_{1},w_{2}, \cdots,w_{n}, \cdots))$

また、
$K_{Y}(\zeta^{l}, z, T)=e^{\sigma(\zeta’(\frac{\ell_{\overline{w}}}{2}+^{t})\gamma T(\frac{t_{\overline{w}}}{2}+)-\sqrt{-1}cT)}-\overline{2I}+-\overline{4}{}^{t}z$

と定義する。ただし、 $z\in E_{c}^{*},$ $\zeta’$ $\in$ Ec,n $\subset$ E。である。

また、 $E_{c_{l}n}$は、 $E_{c}$の部分空間で・ $n+1$ 番目以降の成分が $0$ のものとする。

すると、

$\int_{\mathbb{C}^{n}}\frac{\sigma^{n}dwd\overline{w}}{(2\pi)^{n}}e^{-\sigma\frac{1}{2}||w||^{2}}\tilde{K}_{n_{t}Y_{n}}(w^{l},w, T)F(w)$

$=e^{\sigma(-\sqrt{-1}rT-\frac{1}{4}\Sigma_{k=1}^{n}(2k-1)|\gamma|^{2}T^{2}+\frac{1}{2}\Sigma_{k=1}^{n}(2k-1)(b_{k}-\sqrt{-1}a_{k})w_{k}T)}kF(w-T\gamma)$

であるので、

$\int_{E_{c}^{*}}d\nu_{\sigma}(z)K_{Y}(\zeta^{t}, z, T)F(z)$

$=e^{\sigma(-\sqrt{-1}rT-\frac{1}{4}\Sigma_{k\geq 1}^{n}(2\text{為}-1)|\gamma|^{2}T^{2}+\frac{1}{2}\Sigma_{k\geq 1}(2k-1)(b_{k}-\sqrt{-1}a_{k})z_{k}T)}kF(z-T\gamma)$

$arrow(U_{\sigma}(\exp TY)F)(z)$ $(narrow\infty)$ $F\in L^{2}(E_{c}^{*}, \nu_{\sigma})$

定理 1

以上により、無限次元 Heisenberg群の表現に対応する核関数が、経
路積分で得られる。
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\S 3. Kac-Moody–Lie環の表現の構成

命題 2
$(dU_{\sigma}(X)F)(z)= \frac{d}{dt}|_{t=0}(U_{\sigma}(\exp tX)F)(z)$

と $dU_{\sigma}$を定義することにより、 $\overline{L\mathfrak{h}}$の表現を得る。

この表現をコンプレックスリニアーに拡張することにより $\overline{L\mathfrak{h}^{C}}$の表現を得る。

$dU_{\sigma}(A) \sum_{k\geq 1}\frac{\partial}{\partial x_{\text{為}}}$ ,

$dU_{\sigma}(A^{*}) \sigma\sum_{k\geq 1}(2k-1)x_{k}$
,

$dU_{\sigma}(c) \frac{\sqrt{-1}\sigma}{2}I$ .
系 2

$dU_{\sigma}$より、 $\pi_{\sigma}$を以下のように導く。

$(E_{\text{。}}^{*}, \nu_{\sigma})arrow(E_{\text{。}}^{*}, \nu_{\sigma})$

$dU_{\sigma}\downarrow$ $\downarrow\pi_{\sigma}$

$(E_{\text{。}}^{*}, \nu_{\sigma})arrow(E_{\text{。}}^{*}, \nu_{\sigma})$

$\sigma=2$ のとき、 $\pi_{\sigma}$ は、 [4] の表現に等しい。

以上で、 [4] の、 $A_{1,0}$タイプの表現のオペレーターが計算できた。

$A_{k,1}$タイプについては、表現は以下のようになっている。

$\sum_{k\in Z}A_{k,1}U^{k}\frac{1}{2}(e^{\Sigma_{k\geq 1}2u^{k}z_{k}}e^{-\Sigma_{k\geq 1}\frac{2}{k}u^{-k}\frac{\partial}{\delta zk}}-1)$

これを変形して、次の式を得る。

2
$\sum_{\text{為}\in \mathbb{Z}}A$為,1

$U^{k}+c e^{\Sigma_{k\geq 1}2u}$
轟

$z$轟 $e^{-\Sigma_{k\geq 1}\frac{2}{k}u^{-k}\frac{\partial}{\delta zk}}$

この表現に対応するオペレーターが、 \S 2の経路積分 $(\sigma=2)$ を使って、以下の
ように導かれる。 $($ただし、 $Y,$ $Y_{n}$は\S 2のとうり。 $)$

$\lim_{narrow\infty}e^{\Sigma_{k=1}^{n}1\gamma|^{2}T^{2}}k\int_{E_{c}}$. $d\nu_{\sigma}(z)\tilde{K}_{Y_{n}}(\zeta’,$
$z,$ $T)F(z)$

’

$=e^{2(-\sqrt{-1}rT-\frac{1}{4}\Sigma_{k\geq 1}^{n}(2\text{為}-1)+\frac{1}{2}\Sigma_{k\geq 1}^{\mathfrak{n}}(2\text{為}-l)(b_{k}-\sqrt{-l}a_{k})z_{k}T)}F(z-T\gamma)$

定理 3

\S 2で求めた経路積分を上記のように変形すると、 $[$4$]$ の $A$煽タイプの表現に対
応するオペレーターが得られる。
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