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1. Pasynkov の問題

積空間 $X\cross Y$ は, その任意の有限正規開被覆が cozero-rectangles からなる
$\sigma$-局所有限細分を持つとき, rectangular product と呼ばれる 1. ここで, cozero-
rectangle とは、$X$ の cozero-集合 $U$ と $Y$ の cozero-集合 $V$ を用いて $U\cross V$ の形に

表される集合である. 本稿の目的は rectangular products に関する次の Pasynkov
の問題について考えることである。

問題 (Pasynkov [17]) 空間 $X$ から空間 $X_{0}$ の上への完全写像 $f$ と空間 $Y$ か

ら距離空間 $M$ の上への完全写像 $g$ が与えられ, $x_{\mathit{0}}\mathrm{x}\mathbb{J}ff$ が正規であると仮定す
る. このとき, $X\cross Y$ は rectangular product か ?

保科森田 [5] によって注意されたように, この問題で, もし $X$ が正規空間な

らば $X\cross M$ は正規である. このとき $X\cross Y$ は rectangular product であること
が [5] と [18] で証明された. したがって, $X$ が正規空間の場合にはこの問題は肯
定解を持つ.
本稿では, まず「標準的な rectangular 細分」ついて考える. 次に $\dim(X\cross Y)=$

$0$ の場合にも上の問題は肯定解を持つことを証明し, その結果を連続関数の拡張
問題に応用する. また, $Y=M\cross C$ ( $C$ はコンパクト空間でこの場合 $g$ は射影)

の場合も肯定解を持つことを示す. 上述の $X$ が正規空間の場合の [5] と [18] の

証明は, Starbird [20] の定理を使っている. Starbird の定理の証明はかなり複雑
であるが, その本質的な部分の見通しのよい証明が Filippov [3] によって与えら

れた. 最後に, この Filippov の証明を紹介し, それを用いて $X$ が正規空間の場

合に Pasynkov の問題が肯定解を持つことを直接に証明する. 以下, 空間には分

離公理を仮定しない. また $N$ は正整数の集合をあらわす.

1この定義は Pasynkov [161による. 正規である積空間に対しては, rectangular product よ

Nagata [131による $\mathrm{F}$-product と –致する.

数理解析研究所講究録
901巻 1995年 62-71 62



2. 標準的な rectangular 細分

積空間が rectangular product であることは, 積空間の正規開被覆 ( $=$連続関
数) の情報が座標空間に伝わることを意味するが, cozero-rectangles からなる $\sigma-$

局所有限細分は扱い易いとは言えない. 実際, $X\cross Y$ の cozero-rectangles の族
$\{U_{\alpha}\cross V_{\alpha}\}$ が局所有限であっても, $X$ の集合族 $\{U_{\alpha}\}$ と $Y$ の集合族 $\{V_{\alpha}\}$ につ

いては殆ど何も言えない. しかし座標空間の 1つが強い空間の場合には, もっと

「よい形の rectangular 細分」をとることが出来る. 例えば, $X$ とコンパクト空

間 $C$ の積は常に rectangular product であるが, $X\cross C$ の正規開被覆は

$\{U_{\lambda}\cross V : V\in v_{\lambda}, \lambda\in\Lambda\}$

の形の細分を持つ. ここで, $\{U_{\lambda} : \lambda\in\Lambda\}$ は $X$ の cozero-集合からなる局所有限
被覆, 込は $C$ の cozero-集合からなる有限被覆である ([1], [10], [22]). また, $X$

と距離空間 $M$ の積が rectangular product のとき, $X\cross M$ の正規開被覆は常に

$\{U_{B}\cross B : B\in e\}$

の形の細分を持つ. ここで, $U_{B}$ は $X$ の cozero-集合, $B$ は $M$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}-局面有限基

底である ([15], [21]). それでは $X$ とパラコンパクト M-空間 $Y$ の積の場合に
は, 望ましい細分としてどのような形が期待出来るだろうか.

定義・空間 $X$ , 空間 $Y$ から距離空間 $M$ の上への完全写像 $g$ と $M$ の $\sigma-$局

所有限基底 $B$ が与えられたとせよ. このとき, 積空間 $X\cross Y$ の正規開被覆の
標準的な rectangular 細分とは $\{U_{B,\lambda}\cross V : V\in \mathcal{V}_{B,\lambda}, \lambda\in\Lambda_{B}, B\in B\}$ の形の細
分のことを言う. ここで, $\mathcal{V}_{B,\lambda}$ は $Y$ の cozero-集合からなる $Y$ で $\sigma-$局所有限な
$g^{-1}[B]$ の被覆, $\{U_{B,\lambda} : \lambda\in\Lambda_{B}\}$ は $X$ の cozero-集合の \mbox{\boldmath $\sigma$}-局所有限族である.

定義の中の空間 $X,$ $Y$ の積が rectangular product であるとき, $X\mathrm{x}Y$ の任

意の有限正規開被覆が常に標準的な rectangular 細分を持つかどうか筆者は知ら
ない.

3. $\dim(X\cross \mathrm{Y})=0$ の場合

本節を通して, $\acute{\lambda}’-$ は任意の空間, $\dot{Y}\text{は^{パ_{ラコ}ンパ_{ク}}ト}.\mathrm{M}-- \text{空間を表す}$ . した

がって, $\iota\nearrow$

. から距離空間 $\Lambda l$

. の上への完全写像 $g$ が存在する. $\mathbb{J}I$ が離散空間
の場合は, $Y$ はパラコンパクト局所コンパクトだから, $X\cross Y$ は rectangular
product である. したがって, II が離散空間でない場合だけを考える. さらに,

63



$B= \bigcup_{n\in N}g_{n}$ を $\wedge lI$ の基底で各 $’\iota\in-\backslash ^{r}$ について次の条件 $(\mathrm{a})-(\mathrm{d})$ をみたすものと

する.

(a) $\mathit{1}\mathit{3}_{n}$ は -tI の局所有限開被覆.
(b) mesh $B_{n}<1/\underline{\cdot,}n$ .
(c) $B_{n+1}$ は $B_{n}$ の細分である.

(d) 任意の $B\in B_{n}$ 対し, $\cup\{B’\in C_{n}, : B’\neq B\}\neq\wedge\prime \mathfrak{i}f$ .
このような基底の存在は [ $,$

定理 5.3.1] によって保証される. また, [8] にした

がって任意の可算単調増大開被覆が正規被覆である空間を cb-空間と呼ぶ.

定理 1 $X\cross l’$ が cb-空間であるとする. このとき, $X\cross Y$ の互いに交わら

ない開集合からなる開被覆 $\mathcal{G}$ は標準的な rectangular 細分を持つ 2.

証明 点 $p\in X\cross]’$ に対し, $p\in G\in \mathcal{G}$ のとき $\varphi(p)=G$ と書く. 各

$B\in B$ に対し, $X$ 上の同値関係 $R_{B}$ を “$xR_{B}x’\Leftrightarrow$ 任意の $y\in g^{-1}[B]$ に対し,

$\vee^{\wedge}(X., y)=\varphi(x’, y)$
’ によって定義し, $\{D_{B,\lambda} : \lambda\in\Lambda_{B}\}$ を $R_{B}$ による $X$ の分割と

する. $F_{B}=X\backslash \cup\{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}_{X}D_{B},\lambda : \lambda\in\Lambda_{B}\}$ とおくと,

$B\subseteq B’\Rightarrow F_{B}\subseteq F_{B’}$

が成り立つ. 各 $n\in N$ について, $F_{n}=\cup\{F_{B}\cross \mathrm{c}1_{1}\cdot\cdot g^{-}1[B] : B\in B_{n}\}$ とおく.

このとき, 基底の条件 (a) から凡は $X\cross Y$ の閉集合であり, 基底の条件 (c)
から $F_{n}\supseteq F_{n+1}$ である. また, $g$ が完全写像であることと基底の条件 (b) を

使って $\bigcap_{n\in N}F_{n}=\emptyset$ であることが証明出来る. いま $X\cross Y$ は cb-空間だから,
$\{(X\cross \mathrm{Y})\backslash F_{n}\}_{n\in N}$ はその正規開被覆である. したがって, $X\cross Y$ の cozero-
集合からなる単調増大被覆 $\{J_{n}\}_{n\in N}$ で, 各 $n\in N$ に対し, $cl_{X}$ xYみ口 $F_{n}=\emptyset$

であるものが存在する. 各 $n\in N$ と $B\in B_{n}$ に対し, 基底の条件 (d) から
$g(y_{B})\in M\backslash \cup$ { $B’\in$ B嫁 $B’\neq B$ } である点 $y_{B}\in g^{-1}[B]$ を選び, $I\mathrm{f}_{B}=\{x\in$

$X:(x, y_{B})\in J_{n}\}$ とおく. また, 各 $\lambda\in\Lambda_{B}$ に対し, $U_{B,\lambda}=Ic_{B}\cap$ Int $x^{D_{B,\lambda}}$ とお

く. このとき, $I\acute{\mathrm{t}}_{B}$ は $X$ の cozero-集合だから $U_{B,\backslash }$, も $X$ の cozero-集合である.
また, $c1XI\iota’B\subseteq \mathrm{U}\{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}XDB,\lambda : \lambda\in\Lambda_{B}\}$ だから $\{U_{B,\lambda} : \lambda\in\Lambda_{B}\}$ は $X$ で疎であ

る 3. 各 $\lambda\in\Lambda_{B}$ に対し, $\mathcal{V}_{B,\lambda}=\{\pi_{Y[(D_{B},\mathrm{X}g}\lambda-1[B])\cap G]:G\in \mathcal{G}\}$ とおく. ここ

で, $\pi_{Y}$ : $X\cross Yarrow \mathrm{Y}$ は射影である. このとき, $\mathcal{V}_{B,\lambda}$ は $Y$ の cozero-集合からな
る $Y$ で疎な $g^{-1}[B]$ の被覆である. いま $\{U_{B,\lambda}\cross V:V\in \mathcal{V}_{B,\lambda}, \lambda\in\Lambda_{B}, B\in B\}$ は

$\mathcal{G}$ の標準的な rectangular 細分である. これが実際 $X\cross Y$ の被覆であることを確

かめよう. 任意の点 $(x_{0}, y_{0})\in X\cross \mathrm{Y}$ に対し $t_{\mathit{0}=}g(yo)$ とする. $g^{-1}$ (to) はコンパ

2筆者はこの定理を論文 ‘Disjoint open covers of a product with aparacompact $\mathrm{M}$ factor
(unpublished, 1983)’ の中に書いたが服部泰直氏によって証明の誤りが指摘された. ここに与え
る証明はその誤りを修正したものである. この場を借りて服部氏の指摘に感謝する.

3疎な族とは discrete collection のことである (cf. [2]).
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クトだから, ある $n\in N$ と $to\in B’\in B_{n}$ である $B’$ について $\{x_{0}\}\mathrm{x}g^{-}[1B\prime 1\subseteq$ み
が成り立つ. このとき, $x\mathit{0}\in I\acute{\mathrm{e}}_{B’}\backslash F_{B’}$ だから, $x_{0}\in U_{B’,\lambda}\mathrm{x}V$ である $\lambda\in\Lambda_{B’}$

と $V\in \mathcal{V}_{B’,\lambda}$ が存在する. $\square$

もし $\dim(X_{\mathrm{X}}Y)=0$ ならば, $X\cross Y$ の任意の正規開被覆は互いに交わらな
い開集合からなる細分をもつ. したがって, 定理 1から次の系を得る.

系 1 $X\cross Y$ が cb-空間で $\dim(X\mathrm{x}Y)=0$ ならば $X\cross Y$ は rectangular
product である.

Pasynkov の問題は $\dim(X\mathrm{x}Y)=0$ のとき肯定解をもつことが系 1と次の
補題からわかる.

補題 1 $X$ から $X_{0}$ の上への完全写像 $f$ が存在し $X_{0}\cross M$ が正規空間ならば
$X\cross Y$ は cb-空間である.

証明 $\mathcal{G}=\{G_{n}\}_{n\in N}$ を $X\cross Y$ の単調増大開被覆とする. $h=f\mathrm{x}g$ は完全写
像だから, $H_{n}=(X_{0}\cross \mathbb{J}ff)\backslash h[(x_{\mathrm{X}}Y)\backslash G_{n}]$ とおくと, $\mathcal{H}=\{H_{n}\}_{n\in N}$ は $X_{0}\cross M$

の開被覆である. いま $Il$ は離散空間でないから, Rudin-Starbird [19] の定理に
よって $X_{0}\cross M$ は正規可算パラコンパクトである. したがって, $\mathcal{H}$ は正規開被
覆である. $h^{-1}[H_{n}]\subseteq G_{n}$ だから $\mathcal{G}$ も正規開被覆である. 口

注意 $Y=M\cross C$ ( $C$ はコンパクト空間でこの場合 $g$ は射影 $M\cross Carrow M$ ) の
場合も Pasynkov の問題は肯定解を持つ. 実際, $X\cross M\cross C$ が cb-空間ならば, その
任意の正規開被覆 $\mathcal{G}$ は標準的な rectangular 細分を持つことを示そう. 2節で述べ
たように, $\mathcal{G}$ は $\{U_{\lambda}\cross V:V\in \mathcal{V}_{\lambda}, \lambda\in\Lambda\}$ の形の細分を持つ. ここで, $\{U_{\lambda} : \lambda\in\Lambda\}$

は $X\cross M$ の cozero-集合からなる局所有限被覆, 込は $C$ の cozero-集合からな
る有限被覆である. いま $X\cross M$ は cb-空間だから [14] より rectangular product
である. したがって, 2節で述べたように $\{U_{\lambda} : \lambda\in\Lambda\}$ は $\{U_{B}\cross B : B\in B\}$

の形の細分をもつ. ここで, $U_{B}$ は $X$ の cozero-集合である. 各 $B\in B$ に対し,
$U_{B}\mathrm{x}B\subseteq U_{\lambda(B)}$ となる $\lambda(B)\in$ A を選ぶ. このとき, $\{B\cross V : V\in \mathcal{V}_{\lambda(B)}\}$ は

$g^{-1}[B]$ の有限被覆だから, $\{U_{B}\cross B\cross V:V\in \mathcal{V}_{\lambda(B)}, B\in B\}$ は $X\cross M\cross C$ の

標準的な rectangular 細分である.

定理 1の応用として, 次の 2つの定理を証明する. いま $Y$ はパラコンパクト

だから, $Y$ の任意の閉集合は $Y$ で $P$-embedded であることに留意する.

定理 2 $X\cross Y$ は cb-空間, $A$ は $Y$ の閉集合, $\dim(X\cross A)=0$ とする. こ

のとき, $X\cross A$ は $X\cross Y$ で $\mathrm{P}$-embedded である.
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定理 3 $X\cross Y$ は cb-空間, $A$ は $X$ の $P$ -embedded 閉集合, $\dim(A\cross Y)=0$

とする. このとき, $A\cross Y$ は $X\mathrm{x}Y$ で P-embedded である.

これらの定理の背景については保科 [6] を参照せよ. 証明のために 3つの補題
を用意する.

補題 2 (Mack [9]) cb-空間 $S$ の閉集合 $F$ と $F$ と交わらない $S$ の zero-集

合 $Z$ が与えられたとせよ. このとき, $\varphi[F]=\{0\},$ $\varphi[Z]=\{1\}$ である連続関数

$\varphi$ : $Sarrow[0,1]$ が存在する.

補題 3 空間 $S$ の $\mathrm{P}$-embedded 集合 $A$ の cozero-集合からなる \mbox{\boldmath $\sigma$}-局所有丸

葉 $\mathcal{V}$ が与えられたとせよ. このとき, $S$ の cozero-集合からなる \mbox{\boldmath $\sigma$}-局所有限族 $\mathcal{W}$

で $\{W\cap A:W\in \mathcal{W}\}$ が $\mathcal{V}$ の細分であり $\cup\{W\cap A:W\in \mathcal{W}\}=\cup\{V:V\in \mathcal{V}\}$

をみたすものが存在する.

証明 $V_{0}=\cup\{V:V\in \mathcal{V}\}$ は $A$ の cozero葉合だから, 連続関数 $\varphi$ : $Aarrow[0,1]$

を使って $V_{\mathit{0}=\varphi^{-1}}(0,1]$ と表される. 各 $n\in N$ に対し $\mathcal{V}_{n}=\mathcal{V}\cup\{\varphi^{-1}[0,1/n)\}$ は

$A$ の正規開被覆である. $A$ は $S$ で $P$-embedded だから, $S$ の cozero-集合から

なる $\sigma$-局所有限被覆 $\mathcal{U}_{n}$ で $\{U\cap A:U\in \mathcal{U}_{n}\}$ が $\mathcal{V}_{n}$ の細分であるものが存在す

る. このとき, $\mathcal{W}=\bigcup_{n\in N}\{U\in \mathcal{U}_{n} : (\exists V\in \mathcal{V})(U\subseteq V)\}$ が求めるものである. $\square$

2点からなる離散空間を $D=\{0,1\}$ で表す.

補題 4 $X\cross Y$ は cb-空間, $A$ は $Y$ の閉集合とする. このとき, 連続関数

$\varphi$ : $X\cross Aarrow D$ は連続関数 $\Phi$ : $X\cross Yarrow[0,1]$ に拡張される.

証明 $G_{i}=\varphi^{-1}(i)(i=0,1)$ とおく. 定理 1から $X\cross A$ の開被覆 {Go, $G_{1}$ }
は標準的な rectangular 細分 $\{U_{B,\lambda}\cross V : V\in \mathcal{V}_{B,\lambda}, \lambda\in\Lambda_{B}, B\in B\}$ を持つ.

ここで, $\mathcal{V}_{B,\lambda}$ は $A$ の cozero-集合からなる $g^{-1}[B]\cap A$ の $\sigma-$局所有限被覆であ

る. $A$ は $Y$ で $\mathrm{P}$-embedded だから, 補題 3より $Y$ の cozero-集合からなる $\sigma-$

局所有限族 $\mathcal{W}_{B,\lambda}$ で $\{W\cap A : W\in \mathcal{W}_{B,\lambda}\}$ は $\mathcal{V}_{B,\lambda}$ を細分し $g^{-1}[B]\cap A=$

$\cup\{W\cap A:W\in \mathcal{W}_{B,\lambda}\}\subseteq\cup\{W:W\in \mathcal{W}_{B,\lambda}\}\subseteq g^{-1}[B]$ をみたすものが存在する.
$H_{i}=\cup\{U_{B},\lambda \mathrm{X}W : UB,\lambda \mathrm{X}(W\mathrm{n}A)\subseteq G_{i}, W\in \mathcal{W}_{B,\lambda}, \lambda\in\Lambda_{B}, B\in B\}(i=0,1)$

と定義せよ. このとき, $H_{i}$ は $X\cross Y$ の cozero-集合で $H_{i}$ ロ (X $\mathrm{x}A$ ) $=G_{i}$ で

ある. $Z=(X\cross Y)\backslash (H_{0}\cup H_{1})$ は $X\cross Y$ の zero-集合だから, 補題 2より

$X\cross A\subseteq Z’\subseteq$ (X $\cross Y$) $\backslash Z$ をみたす $X\cross Y$ の zero-集合 $Z’$ が存在する.
$Z_{i}=Z’\backslash H_{1-;}(i=0,1)$ とおく. このとき, $z_{\mathit{0}}$ と $Z_{1}$ は互いに交わらない $X\cross Y$

の zero-集合で $Z_{i}\cap(X\cross A)=G_{i}$ . したがって, $\Phi[Z_{i}]=\{i\}$ である連続関数
$\Phi$ : $X\cross Yarrow[0,1]$ が存在する. $\Phi$ が求める $\varphi$ の拡張である. 口
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さて定理 2を証明しよう. 森田-保科 [11, 定理 13] によって, 任意の基数 $\kappa$ に対

し $X\cross A\cross D^{\hslash}$ が $x_{\mathrm{X}}Y\mathrm{X}D^{\hslash}$ で C-embedded であることを示せばよい. $Z_{i}(i=0,1)$

を $X\cross A\cross D^{\kappa}$ の互いに交わらない zero-集合とする. $\dim(X\cross A\cross D^{\kappa})=0$

だから, 連続関数 $\varphi$ : $X\cross A\cross D^{\kappa}arrow D$ で $Z_{i}\subseteq\varphi^{-1}(i)(i=0,1)$ をみたす

ものが存在する. いま射影 $\pi_{Y}$ : $Y\cross D^{\kappa}arrow,Y$ と $g$ : $Yarrow M$ の合成は完全写

像で $X\cross Y\cross D^{\kappa}$ は cb空間である. したがって, 補題 4から, $\varphi$ は連続関数
$\Phi$ : $X\mathrm{x}Y\cross D^{\hslash}arrow[0,1]$ に拡張される. $Z_{i}\subseteq\Phi^{-1}(i)(i=0,1)$ だから, [4, 定理
1.17] より $X\cross A\cross D^{\kappa}$ は $X\mathrm{x}Y\cross D^{\kappa}$ で $C^{*}$-embedded である. さらに補題 2
と [4, 定理 1.18] より, それは C-embedded である. $\square$

定理 3は, 補題 4の代わりに次の補題 5を使えば, 定理 2と同様に証明出来る.

補題 5 $X\mathrm{x}Y$ は cb-空間, $A$ は $X$ の $P$-embedded 閉集合とする. このと

き, 連続関数 $\varphi$ : $A\cross Yarrow D$ は連続関数 $\Phi$ : $X\cross Yarrow[0,1]$ に拡張される.

証明 $G_{i}=\varphi^{-1}(i)(i=0,1)$ が $X\cross Y$ の cozero-集合瓦に拡張されるこ
とを示せば, 補題 4と同様に証明出来る. 定理 1から $A\cross Y$ の開被覆 {Go, $G_{1}$ }
は標準的な rectangular 細分 $\{U_{B,\lambda}\cross V : V\in \mathcal{V}_{B,\lambda}, \lambda\in\Lambda_{B}, B\in B\}$ を持

つ. ここで, $\{U_{B,\lambda} : \lambda\in\Lambda_{B}\}$ は $A$ の cozero-集合からなる \mbox{\boldmath $\sigma$}-局所有限族であ

る. 補題 3より, $X$ の cozero-集合からなる $\sigma-$局所有限族 $\{W_{B,\mathit{5}} : \delta\in\triangle_{B}\}$ と写

像 $r$ : $\triangle_{B}arrow\Lambda_{B}$ が存在して $\cup\{U_{B,\lambda} : \lambda\in\Lambda_{B}\}=\cup\{W_{B,\delta}\mathrm{n}A : \delta\in\triangle_{B}\}$ かつ

$W_{B,\delta}\cap A\subseteq U_{B,r(\mathit{5})}(\delta\in\triangle_{B})$ が成り立つ. $H_{i}=\cup\{W_{B,\delta}\cross V:(W_{B,\delta}\cap A)\cross V\subseteq$

$G_{i},$ $V\in \mathcal{V}_{B,r(\mathit{5})},$ $\delta\in\triangle_{B},$ $B\in B\}(i=0,1)$ と定義せよ. このとき, $H_{i}$ は $X\cross \mathrm{Y}$

の cozero-集合で $H_{i}\cap(A\cross Y)=c_{i}$ である. $\square$

定理 2, 3が $\dim=0$ の仮定なしに証明出来るかどうか筆者は知らない. –

方, $X\cross Y$ が cb-空間でなければ, これらの定理の主張は必ずしも正しくないこ
とが知られている ([12], [23] を見よ).

4. $X$ が正規空間の場合

定理 1と比較するために次の定理を証明する.

定理 4(保科-森田 [5], Pasynkov [16], [18]) 正規空間 $X$ と空間 $1^{=}$ から距離

空間 $\mathbb{J}I$ の上への完全写像 $g$ が与えられ $X\cross\Lambda l$ が正規であるとする. このとき,
$X\cross Y$ の任意の正規開被覆は標準的な rectangular 細分を持つ.

証明の鍵は Filippov によって本質的に証明された次の補題である.
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補題 6(Filippov [3]) 空間 $X$ , 全射完全写像 $g$ : $Yarrow T,$ $T$ の基底 $B$ と $X\cross Y$

上の連続な擬距離 $d$ が与えられたとする. 各 $B\in B$ に対し, $X$ 上の擬距離 $d_{B}$ を

$d_{B}(x, X’)= \sup\{d((X, y), (x’, y)):y\in g^{-1}[B]\}(X, X^{J}\in X)$ で定義する. このとき,

任意の $\epsilon>0$ に対し, 次の (1)$-(3)$ をみたす $X$ の開集合族 $D_{B,m}(B\in B, m\in N)$

が存在する.
(1) $D_{B,m}$ の嘉元は互いに交わらない.
(2) $D_{B,m}$ の各元の $d_{B}$ に関する直径は $\epsilon$ 以下である.

(3) $\cup\{D\cross g-1[B] : D\in D_{B,m\backslash \prime}B\in B, m\in N\}=X\cross Y$ .

証明 任意の $B\in B$ と $m\in N$ に対し, $d_{B}$ に関する直径が $2^{-m}$ 以下の $X$

の開集合全体の族を $\mathcal{H}_{B,m}$ で表す. また, 任意の $x\Gamma c\in X,$ $B\in B,$ $m\in N$ に対

し, $F_{x,B,m}=\{_{X’}\in X : dB(x, X’)\leq 2^{-}1\epsilon-2^{-m+1}\},$ $Gx,B,m=st(FB,m’ \mathcal{H}_{B,m})x,$ と

おく 4. $X$ 上に整列順序 $\leq$ を与え, $D_{x,B,m}=St(F_{x,B},m \backslash \bigcup_{x’}<xGx’,B,m’ \mathcal{H}_{B,1}m+)$

とおく. このとき, $D_{B,m}=\{D_{x,B,m} : x\in X\}$ が求める開集合族である. (1)

を示す. もし $D_{x,B,B,m}m\cap D_{x}’,\neq\emptyset(x’<x)$ ならば, $H,$ $H’\in \mathcal{H}_{B,m+1}$ が存在

して, $H\cap H’\neq\emptyset,$ $H\cap(F_{x,B,m}\backslash G_{x’,B,m})\neq\emptyset,$ $H’\cap F\prime x,B,m\neq\emptyset$ が成り立

つ. このとき, $H\cup H’\in \mathcal{H}_{B,m}$ だから $H\subseteq H\cup H’\subseteq st(Fx’,B,m’ \mathcal{H}_{B,m})=$

$G_{x’,B,m}$ となり矛盾が生じる. 次に (2) を示す. 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in D_{x,B,m}$ に対し,

$x_{i}\in H_{i}$ かつ $H_{i}\cap Fx,B,m\neq\emptyset$ をみたす $H_{i}\in \mathcal{H}_{B,m+1}(i=1,2)$ が存在する.
$x_{i}’\in H_{i}\cap F_{x,B},m(i=1,2)$ をとれ. このとき, $d_{B}(x_{1,2}x)\leq d_{B}(X_{1}, x’1)+d_{B}(X’x)1’+$

$d_{B}(_{X}, X’)2+dB(Xx_{2})\prime 2’\leq 2^{-\langle)}m+1+2(2^{-}1_{\mathcal{E}2)2}--m+1+-(m+1)=6-3\cdot 2^{-m}$ . ゆ
えに, $D_{x,B,m}$ の $d_{B}$ に関する直径は $\epsilon$ 以下である. 最後に (3) 示すために, 任

意の $(x_{0}, yo)\in X\mathrm{x}Y$ をとり $t=g(yo)$ とおく. $X$ 上の擬距離 $d_{t}$ を $d_{t}(x, x)’=$

$\sup\{d((x, y), (x’, y)) : y\in g^{-1}(t)\}$ で定義して, $x_{1}= \min\{x\in X$ : $d_{t}(x_{0}, x)<$

$2^{-1}\epsilon\}$ とおく. $d_{t}(X_{0}, X_{1})\leq 2^{-1}\epsilon-2^{-n+2}$ をみたす $n\in N$ をとれ. $d$ は連続で

$g^{-1}(t)$ はコンパクトだから, $d_{B’}(x0, X_{1})\leq d_{t}(x_{0,1}x)+2^{-n+1}$ をみたす $t\in B’\in B$

と $x_{0}\in H_{0}\in \mathcal{H}_{B’,n+1}$ である $H_{0}$ が存在する. このとき, $x\mathit{0}\in D_{x_{1},B’,n}$ であること

を示す. $d_{B’}(x_{\mathit{0},1}x)\leq d_{t}(x_{\mathit{0},1}x)+2^{-n+1}\leq 2^{-1_{6-}}2^{-n}+2+2^{-n+1}=2^{-1_{6}}-2-n+1$ だ

から $x_{\mathit{0}}\in F_{x_{1},B’,n}$ である. 他方, もし $x<x_{1}$ かつ $x\mathit{0}\in G_{x,B’,n}$ ならば, $x\mathit{0}\in H$ か

つ $F_{x,B’,n}\mathrm{n}H\neq\emptyset$ である $H\in \mathcal{H}_{B’,n}$ が存在する. $x’\in F_{x,B’,n}\cap H$ をとれ. このと

き, $d_{t}(x_{0}, X)\leq dB’(X_{0}, X)\leq d_{B}’(x_{0}, X’)+d_{B}’(xX’,)\leq 2-n+(2^{-1}\epsilon-2-n+2)<2^{-1_{6}}$ .
これは $x_{1}\mathit{0}$)最小性に矛盾する. したがって, $x_{0} \in F_{x_{1},B’,n}\backslash \bigcup_{x<x_{1}x,Bn}G’$, である.

$x_{0}\in H_{0}\in \mathcal{H}_{B’,n+1}$ だから $x_{0}\in D_{x_{1},B^{J},m}$ . ゆえに, $(x_{0}, yo)\in D_{x_{1},B’,n}\cross g-1[B’]$ . $\square$

補題 6を使って定理 4を証明しよう. 3節と同様に $M$ は離散空間でないと仮

4空間 $X$ の部分集合 $F$ と部分集合族 $\mathcal{H}$ に対して, $St(F, \mathcal{H})=\cup\{H\in \mathcal{H} : H\cap F\neq\phi\}$ と定
める.
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定してよい. $B= \bigcup_{n\in}Ne_{n}$ を $M$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}疎な開基底とする. さて, $X\cross Y$ の正規開被
覆 $\mathcal{G}$ をとる. このとき, $X\cross Y$ 上の連続な擬距離 $d$ で, $d$ に関する直径が 1以下
の $X\cross Y$ の部分集合は $\mathcal{G}$ のある元に含まれるものが存在する. この $d$ と $\epsilon=1/3$

と $\mathcal{G}$ に対して補題 6の条件 (1)$-(3)$ をみたす $X$ の開集合族 $D_{B,m}(B\in B, m\in N)$

が存在する. (3) より $\cup\{D\cross B : D\in D_{B,m}, B\in B, m\in N\}=X\cross M$ . し

たがって, $m,n\in N$ に対し $G_{m,n}=\cup\{D\cross B : D\in D_{B,m}, B\in B_{n}\}$ とおくと
$\{G_{m,n} : m, n\in N\}$ は $X\cross M$ の開被覆. いま $X\cross M$ は正規可算パラコンパ
クトだから $X\cross M$ の cozero-集合からなる局所有限被覆 $\{J_{m,n} : m,n\in N\}$ で

$\mathrm{c}1x\mathrm{X}MJ_{m},n\subseteq G_{m,n}(m, n\in N)$ をみたすものが存在する. 各 $B\in B$ と $m,$ $n\in$

$N$ に対して, 点 $t_{B}\in B$ を任意に選び, $IC_{B,m,n}=\{x\in X : (x,t_{B})\in J_{m,n}\}$ ,
$\mathcal{U}_{B,m,n}=\{D\cap I\zeta B,m,n : D\in D_{B’,m}\}$ とおく. このとき, (1) と $\mathrm{c}1_{X}I\zeta_{B,m,n}\subseteq$

$\cup\{D : D\in D_{B’,m}\}$ であることから $\mathcal{U}_{B,m,n}$ は $X$ の cozero-集合からなる疎な
族である. したがって, 各 $B\in B$ に対し, $\mathcal{U}_{B}=\cup\{\mathcal{U}_{B,m,n} : m, n\in N\}$ と

おくと, $\mathcal{U}_{B}$ は $X$ で \mbox{\boldmath $\sigma$}疎である. また, (2) より $\mathcal{U}_{B}$ の各元の $d_{B}$ に関する直
径は $\epsilon$ 以下である. さらに, $\cup\{U\cross B : U\in \mathcal{U}_{B}, B\in B\}=X\cross M$ だから
$\cup\{U\cross g-1[B]:U\in u_{B}, B\in \mathcal{B}\}=x_{\mathrm{x}}Y$ である. 各 $U\in \mathcal{U}$ に対し, もし $U=\emptyset$

ならば $v_{u=}\{g^{-1}[B]\}$ とする. もし $U\neq\emptyset$ ならば, まず任意に点 $xu\in U$ をと
る. 次に $d$ の連続性から, $Y$ の cozero-集合からなる $Y$ で $\sigma$-局所有限な $g^{-1}[B]$

の被覆 $\mathcal{V}u$ で, 各 $V\in \mathcal{V}_{U}$ について $\{xu\}\cross V$ の $d$ に関する直径が $\epsilon$ 以下のも
のをとる. このとき, $U\cross V$ の $d$ に関する直径は $3\epsilon=1$ 以下である. ゆえに,
$\cup\{U\cross V:V\in \mathcal{V}u, U\in uB, B\in e\}$ は $\mathcal{G}$ の標準的な rectangular 細分である. $\square$

次の系は $X$ が正規空間の場合に Pasynkov の問題は肯定解を持つことを示す.

系 2(保科森田 [5]) 正規空間 $X$ から空間 $X_{0}$ の上への完全写像 $f$ と空間
$Y$ から距離空間 $M$ の上への完全写像 $g$ が与えられ, $X_{0}\cross M$ が正規空間であ
るとする. このとき, $X\cross Y$ は rectangular product である.

証明 定理 4と同様に $M$ が離散空間でないと仮定してよい. したがって,
Rudin-Starbird [19] の定理から $X_{0}\cross M$ は可算パラコンパクトである. $f\cross g$ は

完全写像だから, $X\cross M$ も可算パラコンパクト. $X$ は正規だから, 森田の定理
(cf. [7]) から $X\cross M$ は正規である. ゆえに, 主張は定理 4から導かれる. 口
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