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1. 序. ヒルベルト空間上の作用素の累乗について、応用上

有用な結果が知られている. 特に、ユニタリ作用素の累乗が作

る列の平均極限について述べたフォンノイマンの平均エルゴー

ド定理 [2] は重要で、数多くの応用、拡張が知られている. F.

Riesz [3] はフォンノイマンの平均エルゴード定理を累有界作用

素にまで–般化した.

定理 A. $A$ をヒルベルト空間上の累有界作用素とする.

このとき算術平均列 $\frac{1}{n+1}\sum_{0k=}^{n}A^{k}$ は $PA=AP=P=P^{2}$ とな

る作用素 $P$に強収束する.

本稿では、定理 A の拡張および、その応用について述べる.

補題. $A$ と $B$ をヒルベルト空間 H上の罵有界作用素
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とする. この時、

$\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}kA^{ki}-Bi(I-B)$

はノルム位相で $0$ に収束する.

証明. 作用素の列 $\{R_{k}\}$ を以下のように定義する

$R_{k}= \frac{1}{k+1}\sum_{i=}k0Ak-iBi(k=1,2, \ldots)$ .

このとき、

$\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}kA^{ki}-Bi(I-B)$

$= \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}Rk(I-B)$

$= \frac{1}{n+1}.\sum_{k=0}^{n}(R_{k}-R_{k}+1)-\frac{1}{n+1}k\wedge\sum\frac{1}{k+1}=n0Rk+1$

$+ \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k+1}Ak+1$

$= \frac{1}{n+1}(R_{0^{-}}R_{n+}1)-\frac{1}{n+1}\sum^{n}\frac{1}{k+1}k=0Rk+1$

$+ \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k+1}Ak+1$ .
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$\{R_{k}\}$ と $\{A^{k}\}$ は有界列だから列 $\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k+1}Rk+1$ と、

列蒲 $\sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k+1}Ak+1$ はノルム位相で $0$ に収束する.

(証明終)

2. . 定理 Aの拡張. 下記定理 1は定理 A の 2変数拡張に

相当する. 証明の前半は F. Riesz [3] に拠る.

定理 1. $A$ と $B$をヒルベルト空間上の累有界作用素と

する. 射影作用素 $P_{A} \text{と}P_{B}\text{沖ダリ}\frac{1}{n+1}k\sum^{n}=0A^{k}\text{と}\frac{1}{n+1}\sum^{n}k=0B^{k}\sigma$ )

強収束極限とする. このとき、任意の $x\in \mathcal{H}$ に対して,

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n+1}\sum_{0k=}^{n}\frac{1}{k+1}\sum_{=i0}^{k}Ak-iBix=PAP_{B}x$ .

証明. 補題で用いた記号 $R_{n}$ をここでも使用する. 任意

の $x\in \mathcal{H}$ に対して, 列 $x_{n}$ を次のように定義する. $x_{n}=B^{n}x$

ここで、空間 $\{x_{n}-x_{n+1}|n=0,1,2, \ldots\}$ と直交するベクト

$j\mathrm{s}y$ に対して $\langle x_{n}|y\rangle=\langle x_{n+1}|y\rangle=\langle x|y\rangle$ . 定理 A より

$\langle x|y\rangle=\langle\frac{1}{n+1}\sum x_{k}|y\rangle n=\lim_{narrow\infty}\langle\frac{1}{n+1}\sum X_{k}|ny\rangle=\langle P_{A}x|y\rangle$ .
$k=0$ $k=0$
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故に ‘ $\langle P_{A}x-x|y\rangle=0$ , 即ち、ベクトル $P_{A}x-x$ は $\{x_{n}-$

$x_{n+1}|n=0,1,2,$ $\ldots\}$ で生成された閉部分空間に含まれる. 今、

任意の $\epsilon>0$ , に対し、適当に正の整数 $r$を選べば、

$|| \frac{1}{n+1}.\sum_{0k=}^{n}R_{k}(P_{B}x-X)||$

$\underline{<}||\frac{1}{n+1}\sum_{k^{\tau}=0}^{n}R_{k}\sum_{0i=}Ci(_{X}i-xi+1)||+M\epsilon\Gamma$

$=|| \frac{1}{n+1}\sum^{n}R_{k}\sum$ ci$(I-B)x_{i}||k=0i=0r+M\epsilon$

$\leq||\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}R_{k}(I-B)||\sum_{=i0}^{r}|ci|||xi||+M\epsilon$ .

ここで、補題より、配 $\frac{1}{n+1}\sum_{1k=}^{n}Rk(P_{B}X-Bx)$ は、 ノルム位相

で $0$ に収束する. さらに

$\frac{1}{n+1}\sum_{k=1}^{n}RkPBX=\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}A^{ki}-P_{B^{X}}arrow P_{A}P_{B^{X}}$ .

となるため、 $\frac{1}{n+1}\sum_{k=1}^{n}R_{k}arrow P_{A}P_{B}$ .
(証明終)

3. 応用. $\frac{1}{k+1}\sum A^{k-i}B^{i}k$ が強収束するならば、任意の
$i=0$
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$x\in \mathcal{H}$に対して

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}Ak-iB^{i}x=PAPBx$ ,

となることは、定理 1より明らかである. 従って、定理 1の直

接の結果として以下の定理が得られる.

定理 2. $A$ と $B$ はユニタリ作用素とする. もし、列

$\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}A^{k}-iBi$ が強収束すれば、以下の条件 $(*)$ が成立する.

$(*)FP_{A}E=FP_{B}E=FE$ or $FAE\neq FBE$ ,

ここで、$F,$ $E$ はそれぞれ $A,$ $B$ と可換な射影作用素とする.

証明. $FAE=FBE$と仮定する. 1変数の平均エル

ゴード定理より

$FP_{A}E= \lim_{narrow\infty}F\frac{1}{n+1}\sum k=n1A^{k}E$

$= \lim_{narrow\infty}F\frac{1}{n+1}\sum_{=k1}^{n}B^{k}E$

$=FP_{B}E$ .
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また、定理 1より、

$||FP_{B^{\perp_{E||}}}=||A^{k}FPBE\perp||$

$=|| \frac{1}{k+1}\sum A^{k\perp}FP_{B}kE||$

$l=0$

$=||F \frac{1}{k+1}\sum kA^{k-i}BiPB^{\perp}E||$

$i=0$

$=||FP_{A}P_{B}PBE|\perp|=0$ .

(証明終)

$AB=BA$ の時、 もしく tよ $dim(\mathcal{H})<+\infty$ , の時は、上の

条件 $(*) \text{は_{、}列}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}$ Ak咳浮が強収束する為の必要十分条件

になる.

定理 3. $A$ と $B$ を可換なユニタリ作用素とする. こ

$\text{の時}\frac{1}{k+1}\sum A^{k-i}B^{i}k$ が強収束する事と、以下の条件は必要十分
$i=0$

である.

$P_{A}P_{B}=P_{A^{-1}B}$ .

証明. $(arrow)F=I,$ $E=P_{A^{-1}B}$ とする. ここで、定理 2
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より、 $FP_{A}E=FPBE=FE$ となる. 即ち、 $P_{A}P_{B}=PA-1B$

が成立する. $(arrow)$ 以下の式は容易に得られる.

$\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}A^{k-i}B^{i}PA^{-}1B=\mathrm{J}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}A^{kii}-BP_{A}P_{B}$

$=P_{A}P_{B}$ .
また、平均エルゴード定理から

$\lim_{karrow\infty}||\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}A^{k-ii}BPA-1kB^{\perp}||$

$= \lim_{karrow\infty}||\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}(A^{-1}B)^{i}PA-1B^{\perp}||$

$=||P_{A}-1{}_{BAB^{\perp}}P-1||=0$ ,

となる. 上の 2つの結果から市 $\sum A^{k-i}B^{i}k$ は強収束すること
$i=0$

$e$

が分かる.

(証明終)

定理 4. $A$ と $B$を有限次元ヒルベルト空間 H上のユ

ニタリ作用素とする. $A$ の固有値\mbox{\boldmath $\lambda$} と $B$の固有値\muに対し、 $F_{\lambda}$

と $E_{\mu}$ をそれぞれの固有空間への射影作用素とする. この時、

$\frac{1}{k+1}\sum A^{k-i}B^{i}k^{\wedge}$ が強収束することと以下の条件は必要十分で
$i=0$

ある.

$\delta_{\lambda,1}\delta_{1,\mu\lambda}FE_{\mu,}=\delta\lambda,\mu F\lambda.E\mu$

’
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ここで、 $\delta$ は Kronecker のデルタとする.

証明. $(arrow)\lambda=\mu$とする. 定理 2より

$\delta_{\lambda,1}F_{\lambda}E_{\mu}=\delta_{1.\mu}F_{\lambda\prime}E_{\mu}=F_{\lambda}E_{\mu}=\delta_{\lambda,\mu}F_{\lambda}E_{\mu}$ .

故に、

$\delta_{\lambda,11}\delta,F_{\lambda}E_{\mu}\mu=\delta_{1,\mu}2F_{\lambda\mu}E=\delta_{1,\mu\lambda}FE_{\mu}=\delta_{\lambda,\mu}F_{\lambda}E_{\mu}$ .

$( arrow)\text{作用素}\frac{1}{k+1}$ $. \sum_{=0}^{k}A^{k}-iB\dot{?\prime}$ は以下のように書くことができる.

$\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}Ak-iBi=\sum_{\lambda,\mu}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}^{k}\lambda k-i\mu F_{\lambda}iE_{\mu}$ .

定理 3より、詣 $\sum_{i=0}^{k}\lambda k-iiF_{\lambda}\mu E_{\mu}$ は各\mbox{\boldmath $\lambda$}, $\mu$に対して収束する.

$\text{故に}\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}A^{k}-iBki$ も強収束する.

(証明終)

定理 1の他の応用として以下の定理が考えられる.

定理 5. ヒルベルト空間上の累有界作用素 $A$ と $B$が次

の条件を満たすとする

$d= \sup_{k}||I-\frac{1}{k+1}\sum^{k}i=0Ak-iBi||<1$ .
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この時 $A=B=I$となる.

証明. 定理 1で定義した記号 $P_{A},$ $P_{B},$ $R_{k}$をここでも使

用する. 仮定から以下の不等式を得る.

$||I- \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}R_{k}||=||\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}n\frac{1}{k+1}\sum_{i=0}(I-Ak-iB^{i}k)||$

$\underline{<}\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}||\frac{1}{k+1}\sum^{k}(I-Ak-iB^{i}i=0)||$

$= \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}||I-\frac{1}{k+1}\sum^{k}i=0Ak-iBi||$

$\underline{<}d<1$ .

ここで定理 1から

$||I-P_{A}P_{B}||\leq d<1$ .

従って $P_{A}P_{B}$ は可逆であることが分かる. さらに定理 Aから

$(I-A)P_{A}=0$ , $P_{B}(I-B)=(I-B)P_{B}=0$ ,

となる. 故に

$(I-A)PAPB=0$ , $P_{A}P_{B}(I-B)=0$ .
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$P_{A}P_{B}$ は可逆だから、 $A=B=I$ が分かる.

(証明終)

系. ヒルベルト空間上の作用素 $A$ が以下の条件を満た

すとする.

$d= \sup_{n}||I-A^{n}||<1$ ,

このとき $A=I$ .

上記系は $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{x}$ の定理として知られている [1].
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