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1 はじめに

1次元セル オートマトンの–斉射撃問題 [1] は,
任意の有限の長さ $n$ の 1次元 3近傍セル. オートマ
トンの左端のセルからの信号により, すべてのセルを
同時刻に特別の状態 ( 射撃状態) にする問題である.
Minsky と $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\Gamma \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{y}$ は, $3n$ ステツプで射撃状態に
なる同期解を示し, その後, 後藤や Waksman [2] ら
によって $2n-2$ ステップで同期する最小時間解が得
られた. 現在は $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{e}\Gamma[4]$ による 6状態の最小時間
解が知られている.
われわれは, この–斉射撃問題を可逆セル. オー
トマトン上で実現することを試みた. ところが, 1
次元可逆セル オートマトンにおいては従来の単
の状態になるという意味での–斉射撃解は存在せず,
複数の射撃状態を許すという拡張した–斉射撃解条
件を満たす解が $3n$ 時間解を元に構成可能であること
を示した [6].
本稿では, 可逆セル オートマトン上でのさらに高

速な同期解を構成したことについて報告する. $3n$ 時
間解では–度に 2分割する事によって全体の同期を
図るが, さらに, 分割数を大きくすることにより, 収
束時間を短縮することを試みた. その結果, $2^{k}(k$は

有限の自然数) 分割解の構成が可能であることがわか
り, 実際に $k=2,3$ の場合, すなわち 4, 8分割解を
構成した. 解の構成にあたっては, 可逆セル. オート
マトンの設計を容易にするために分割セル. オートマ
トン $(\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{A})[5]$ を用いた.

2 可逆セルオートマトンに対する
斉射撃解条件

2.1 1次元セル・ オートマトンの定義

決定性 1次元セル オートマトン $(\mathrm{C}\mathrm{A})$ は

. $A=(\mathrm{z}, Q, N, \varphi A, \#)$

で定義される. ただし,. $\mathrm{Z}$ は全整数め集合,

. $Q$ は各セルの状態の空でない有限集合,

$\bullet$ $N=(x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{k})$ は近傍ベクトルで, $x:\in \mathrm{Z}$ ,
$k$は自然数,. $\varphi_{A}$ : $Q^{k}arrow Q$ は局所写像,. $\#\in Q$ は静止状態で, $\varphi_{A}(\#, \#, \cdots, \#)=\#$ ,

である. $A$ の状相 $c$ は $c:\mathrm{Z}arrow Q$ なる写像で, $Q$ 上
のすべての状相の集合 Conf(Q) は,

Conf(Q) $=\{\mathrm{c}|\mathrm{c} : \mathrm{Z}arrow \mathrm{Q}\}$

で表される. 大域写像 $\Phi_{A}$ : C$\circ$nf$(\mathrm{Q})arrow \mathrm{C}_{\circ}\mathrm{n}\mathrm{f}(\mathrm{Q})$ は

$\forall x\in \mathrm{Z},$ $\Phi_{A}(c)(X)=\varphi_{A}(_{C(X}X+1),$
$\ldots,$

$C(x+x_{k}))$

で定義される. すなわち, ある状相 $c$ に対して, $\Phi_{A}$

を適用した次の時刻の状相は $\Phi_{A}(c)$ となる. また, $k$

ステップ後の状相は $\Phi_{A}^{k}(c)$ と表すことにする. 可逆
CA とは大域写像 $\Phi_{A}$ が単射であるような $\mathrm{C}\mathrm{A}$ であ
る. なお, $N=(-1,0,1)$ であるような CA を 1次
元 3近傍 CA と呼ぶことにする.

22 可逆 CA に対する–斉射撃解条件

可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ では単–の射撃状態の–斉射撃解を構成
できないため, 可逆 CA に対する–斉射撃解の条件
を次のように定義した [6].

可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ に対する–斉射撃解条件 1次元 3近傍 CA
$A=(\mathrm{Z}, Q, (-1,0,1), \varphi A, \#)$ において, 相異なる 2 $’\supset$

の状態 $g,$ $s\in Q-\{\#\}$ と状態集合 $F\subset Q-\{\#,g, s\}$

が存在し, つぎの 1,2を満たす.

1. $\varphi_{A}(\#, s, s)=S,$ $\varphi_{A}(S, S, S)=S$ ,
$\varphi_{A}(S, S, \#)=s$ .

2. $c_{S}(n)$ を次のような状相とする.

$c_{s}(n)(X)=\{$

$g$ $x=0$

$s$ $x=1,$ $\ldots,$ $n-1$
$\#$ $x<0,$ $x\geq n$
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このとき, ある関数 $t_{f}$ : $\mathrm{z}_{+}arrow \mathrm{z}_{+}$ が存在し,

$\forall n\in \mathrm{Z}_{+}\forall X\in \mathrm{Z}$

$((1\leq x\leq n\Rightarrow\Phi_{A}^{t_{f}()}n(c_{\theta}(n))(X)\in F)$

$\wedge((X<1\vee x>n)\Rightarrow\Phi_{A}^{t_{f}(n}()c_{S}(n))(x)\not\in F))$,

$\forall i\in \mathrm{Z}_{+}(0\leq i<t_{J}(n)$

$\Rightarrow\forall x\in \mathrm{Z},$ $(\Phi_{A}((n))c^{(n)}s(xt_{J})\not\in F))$ .

が成り立つ.
すなわち, 複数の状態からなる射撃状態集合 $F(\subset$

$Q)$ を考え, $t=t_{f(}n$ ) において, 各セルの状態が $F$

の要素になっていれば同期したと考えるものであり,
同期させる $n$ 個のセルだけでなく, その外側のセル
の状態の変更も許すものである.

2.3 分割セル・ オートマト ンの定義

可逆セル. オートマトンの 斉射撃解の定義に基づ
いて解を構成するにあたっては, 分割セル オートマ

トン (PCA) を用いた. まず, PCA の定義を示す.
1次元 3近傍 PCA $P$ は 1次元 CA のサブクラス

とみなすことができ,

$P=(\mathrm{Z}, L, c, R, \varphi_{P}, (\#, \#, \#))$

であらわされ,. $\mathrm{Z}$ は全整数の集合,

$\bullet$ $L,$ $C,$ $R$ はそれぞれ 3分割した各セルの左, 中央,
右パーティションの状態の空でない有限集合,

$\bullet$

$\varphi_{P}$ : $R\mathrm{x}o\mathrm{x}Larrow L\mathrm{x}C\mathrm{X}$ Rは局所関数.. $(\#, \#, \#)$ $\in$ $L\mathrm{x}C\mathrm{x}R$ は静止状態で
$\varphi_{P}(\#, \#, \#)=(\#, \#, \#)$ .

である. $P$ の状相 $c$ は $c:\mathrm{Z}arrow L\mathrm{x}C\mathrm{x}R$ なる写像で,
$L\mathrm{x}C\mathrm{x}R$ 上のすべての状相の集合 Conf$(\mathrm{L}\mathrm{X}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{R})$

は,

$\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{f}(\mathrm{L}\mathrm{x}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{R})=\{\mathrm{c}|\mathrm{c} : \mathrm{Z}arrow \mathrm{L}\mathrm{x}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{R}\}$

で表される. 大域関数

$\Phi_{P}$ : $\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{f}(\mathrm{L}\mathrm{x}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{R})arrow \mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{f}(\mathrm{L}\mathrm{x}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{R})$

は, $L\mathrm{x}C\mathrm{x}R$ から $L,$ $C,$ $R$ をとりだす射影関数を
それぞれ, LEFT, CENTER, RIGHT とすると,

$\forall x\in \mathrm{Z},$ $\Phi_{P(C)(X})=\varphi_{P}(RIcHT(c(x-1))$ ,

$cENTER(c(x))$ ,

$L^{-}EFT(c(X+1)))$

で定義される. $P$ が可逆であるための必要十分条件
は, $\varphi_{P}$ が 1対 1写像であることが示されているの
で [5] 容易に可逆な $\mathrm{C}\mathrm{A}$ を設計することができる.

3 可逆 PCA による $2^{k}$ 分割解の
構成

3.1 $2^{k}$ 分割解

Minsky の $3n$ 時間解は速さが 1と 1/3の二つの
信号を用いて–度に問題を 2分割するものであり, 可
逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ における $3n$ 時間解はこの考え方を元に構成し
た [6]. これに対して Waksman [2] の最小時間解は,

1/7, 1/15, 1/31, $\cdots$ のさらに遅い信号を無限に用いる
ことにより $2n-2$ 時間解を実現したものである.
可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ では信号の生成, 消滅には制約が伴うた

め, 無限個の信号を扱うことは困難であるが, 出力す
る信号を有限個で打ち切った $2^{k}$ 分割解 ( $k$ は有限
の自然数) すなわち, $(2+\epsilon)n$ , 時間解 $(\epsilon>0)$ が構
成可能であることを $k=2,3$ の場合を元に示す.

32 4分割解の例

図 3に 4分割興の概念図を示す. 新たに 1/7の信
号を用いて, 全体の長さの 1/4を計算し, 約 $7n/4$ ス

テップ後に全体を 4分割する. 一般に $2^{k}$ 分割解は最
初の分割に $(2-1/2^{k})n$ ステップ必要なので, 射撃状
態になるために必要なステップ数は

$t_{f}(n)= \frac{2^{k+1}-1}{2^{k}-1}n$

である. よって 4分割高は $7n/3$ 時間で射撃状態に
なる.

アドホックに構成した 4分割解の例を次に示す.

4分三巴. $P_{4}=(\mathrm{Z}, L_{4}, C4, R4, \varphi_{P}4’(\#, \#, \#))$ ,
$C_{4}=$ { GIR, $\mathrm{G}\mathrm{l}\mathrm{L},$ $\mathrm{G}2\mathrm{R},$ $\mathrm{G}2\mathrm{L},$ $\mathrm{G}3\mathrm{R},$ $\mathrm{G}3\mathrm{L}$ ,
GAIR, GAIL, $\mathrm{G}\mathrm{A}2\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{A}2\mathrm{L},$ $\mathrm{G}\mathrm{A}3\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{A}3\mathrm{L}$ ,
GBIR, GBIL, $\mathrm{G}\mathrm{B}2\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{B}2\mathrm{L},$ $\mathrm{G}\mathrm{B}3\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{B}3\mathrm{L}$ ,
GCIR, GCIL, $\mathrm{G}\mathrm{C}2\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{C}2\mathrm{L},$ $\mathrm{G}\mathrm{C}3\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{C}3\mathrm{L}$ ,
GDIR, GDIL, $\mathrm{G}\mathrm{D}2\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{D}2\mathrm{L},$ $\mathrm{G}\mathrm{D}3\mathrm{R},$ $\mathrm{G}\mathrm{D}3\mathrm{L}$ ,
$\#$ , UIR, $\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{L},$ $\mathrm{U}2\mathrm{R},$ $\mathrm{U}2\mathrm{L}$ , VIR, VIL, $\mathrm{V}2\mathrm{R}$,
$\mathrm{V}2\mathrm{L},$ $\mathrm{V}3\mathrm{R},$ $\mathrm{V}3\mathrm{L},$ $\mathrm{V}4\mathrm{R},$ $\mathrm{V}4\mathrm{L},$ $\mathrm{V}5\mathrm{R},$ $\mathrm{V}5\mathrm{L},$ $\mathrm{V}6\mathrm{R}$ ,
$\mathrm{V}6\mathrm{L},$ $\mathrm{S},$ $\mathrm{A}\mathrm{R},$

$\mathrm{A}\mathrm{L}$ , GAOL, GAOR, $\mathrm{B}\mathrm{R},$
$\mathrm{B}\mathrm{L}$ ,

GBOR, GBOL, $\mathrm{W}\mathrm{R},$ $\mathrm{W}\mathrm{L},$ $\mathrm{X}\mathrm{R},$ $\mathrm{X}\mathrm{L},$ $\mathrm{Y}\mathrm{R},$
$\mathrm{Y}\mathrm{L}$ ,
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GCOR, GCOL, GOR, GOL, $\mathrm{P}\mathrm{R},$ $\mathrm{P}\mathrm{L},$ $\mathrm{Q}\mathrm{R},$ $\mathrm{Q}\mathrm{L}$ ,
GDOR, GDOL, $\mathrm{H}\mathrm{R},$ $\mathrm{H}\mathrm{L}$ , HAR, HAL, HBR,
HBL, HCR, HCL, HDR, HDL, EUR, EUL,
ESR, ESL, EHR, EHL, EHAR, EHAL, EHBR,
EHBL, EHCR, EHCL, EHDR, EHDL, FUR,
FUL, FSR, FSL, FEHR, FEHL, FEHAR, FE-
HAL, FEHBR, FEHBL, FEHCR, FEHCL, FE-
HDR, FEHDL, FHR, FHL, FHAR, FHAL,
FHBR, FHBL, FHCR, FHCL, FHDR, FHDL,
FGIR, FGIL, FGAIR, FGAIL, FGBIR,
FGBIL, FGCIR, FGCIL, FGDIR, FGDIL,
FGR, FGL, FGAR, FGAL, FGBR, FGBL,
FGCR, FGCL, FGDR, FGDL},
$L_{4}=R_{4}=\{--, //,++, /, *, -, **, \#, +\}$ ,

$\bullet$ General を ( $*$ , GOR, $*$), soldier を $(\#,\mathrm{S}, \#)$ , 静
止状態を $(\#, \#, \#)$ とする. 初期状相は,

$c_{s}(n)(x)=\{$

( $*$ , GOR, $*$ ) $x=0$
$(\#, \mathrm{S}, \#)$ $x=1,$ $\ldots,$ $n-1$
$(\#, \#, \#)$ $x\leq 0,$ $x\geq n$ .

$\bullet$ 射撃状態集合 $F_{4}$ は要素数 146の集合

$\bullet$ 局所関数は 376の遷移規則からなる

状態数は $\mathrm{L},$ $\mathrm{C},$ $\mathrm{R}$ がそれぞれ, 9,140,9で 11340
状態の解であり, このセル オートマトンが可逆で
あることは, 局所関数の単射性からわかる. 図 2に
$\mathrm{n}=11$ におけるコンフィグレーションを示す.

3.3 $2^{k}$ 分割解構成時の問題点

8分割払の構成を組織的に検討することにより, 2
以上の任意の有限の自然数 $k$ について $2^{k}$ 分割解, す
なわち $(2+\epsilon)n$ 解が構成可能であることを示す.
問題となる点は,

対の符号を持つ 1/3, 1/7, 1/15, $\cdots$ の信号との衝突に
よって構成されるが, PCA を用いているために信号
が常に衝突するとは限らない.
図 4は速度 1/3と $-1$ の信号との衝突の位相を示
しているが, (2) のように衝突を起こさず交差して
しまう場合があり得る. しかし, $2^{k}$ 分割解において
は必ず衝突が起きるように初期位相を決定できる.
最初に general から出力された速度 1の信号の $t$

ステップ目における位置を $s_{1}(t)$ とすると, 壁で反射
した後は $t+s_{1}(t)$ が常に偶数となるセルの $\mathrm{L}$ パー

ティションに存在する. また, 衝突に関わる遅い信号
はすべて速さが奇数分の 1であり, 初期位相 ( 次のセ
ルに移るまでの時間遅れ) が偶数であれば, 奇数分の
1の信号が次のセルに移るタイミングは, ステップ数
と位置の和が偶数のときに限られる. これは反射後
の速さが 1の信号と同様であり, 両者の衝突時には
図 4の (2) のような信号の交差は起きず, 必ず衝突
することになる. なお, 同様の議論が奇数の場合にも
成り立つので次のように表せる.

信号のキャリアの状態に関する条件 :
任意の時刻 $t$ , 任意の位置 $x$ のセルについて, 分

割に関わる速度の絶対値 1, 1/3, 1/7, $\cdots$ の信号のキャ
リアとなる状態が $\mathrm{L},$ $\mathrm{R}$ パーティションに存在する場
合口む $+x$ がすべて偶数であるか\searrow すべて奇数であ
るかのどちらかでなければならない.

以上のことから, 各信号の初期位相を表 1のよう
にすべて偶数値にとった. $\mathrm{L}$ または $\mathrm{R}$ パーティショ

ンにセルの分割に関わる信号のキャリアとなっている
状態が存在する場合には $\mathrm{L},$

$\mathrm{R}$ パーティションに存在
する場合には $t+x$ がすべて偶数である.

表 1: 信号の初期位相

$\bullet$ 信号の衝突でノードが構成可能か. 生成されたノードが全体を等分割しているか
$\bullet$ 次の 4つの general $a$ が同時刻に生成されるか

である. 以上の 3点について順に述べる.

331 信号の衝突が必ず起きること

8分割解の場合には図 3のように, $b,$ $c,$ $d$ のノー

ドを構成した後, 新たな general としての 4つの $a$

ノードができる.
このとき, $b$ 以外のすべてのノードは, 同–ノード

から生成され, かつ, 速度の絶対値が 1の信号と反

この場合には図 4の速度 1/3の信号との衝突では
(1), (3) だけが現れることになる.

332 分割が等分割であること

各ノード $c,$ $d$ ならびに新たな general $a$ は, 割り
当てられている領域のセル数を常に等分割するよう
に生成されねばならない. セル数が奇数ならば生成
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図 2: 4分割解 $(\mathrm{n}=11)$

されるノードは単–のセルとして割り当て, 偶数な
らば 2つのセルに割り当てることにより, 分割後の
セル数を等しくすることができる.
図 5はノード $c$ が生成される部分である. (1) は

$n=8$ のとき, すなわち分割すべきセル領域の数が
7(奇数) の場合であり, ノード $c$ を単–のセルに

割り当てている. それに対して, 分割すべきセル領域
が偶数の場合には (2a) または (2b) のように 2つの
セルをノードに割り当てる. この場合には $\mathrm{c}\mathrm{L},$

$\mathrm{c}\mathrm{R}$ で

ある.
ここで, (2a) のように $t=14$ で, $c$ ノードが,

分割されたセル領域の双方に向かって信号 “$c3$” を出

力すれば正しく同期を取ることができるが, 右側に
出力された信号がキャリアとなる状態に関する条件
に反する. そこで, (2b) のように双方の信号に時間
のずれを許し, 先行して出力された信号であること
を “$c3+$” のように別の状態を割り当てることで保持
する.

333 4つの general $a$ が同時刻に生成されるか

前節のことから, 信号のキャリアとなる状態に関
する条件によって, 信号自身が実際の位置からそれだ
けずれているかを保持することになるが, 8分割解
については表 2のように $n$ によって 8通りに場合分
けられる.

表中の $0$ から 3までの数字は, 各ノードにおいて
信号の衝突点の位置がどれだけ真のノードの位置よ
り早い時点にあるかを表している. R,L はそのノー
ドが 2つのセルに割り当てられることを示し, 信号
の衝突点が 2つのノードのうちの右側の場合には $\mathrm{R}$

左の場合には $\mathrm{L}$ である.

表 2: 各ノードの構成

4つの新たな general $a$ すべてについて同期を取
るためには, この表に基づいて待ち状態を挿入すれ
ばよい. 挿入する待ち状態のステップ数は, 新たな
general $a$ が生成されるごとに高々 た $($= $3)$ であり,

射撃状態までの時間 $t_{f}(n)$ の $n$ のオーダーは変化し
ない.
また, 表 2に加えて general $a$ から負の方向へ信

号を出力する場合が存在するが, それらは完全に対称
になるので新たな時間遅れの組み合わせば現れない.

3.3.4 可逆性をみたすこと

可逆であるためには PCA の局所写像が単射でな
ければならない. そのためには, 衝突によるノードの
生成時にどういう信号がどのような位相で衝突した
かをノード生成後も保持し続ける必要がある. ここ

では, general であるノード $a$ についての状態の場
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合分けの表を示す ( 表 3). 参考文献

ここで $n=4,$ $\cdots,$ $8(mod8)$ では, 表 2に示したよ
うに生成される $a$ ノードがつねに $aL,$ $aR$ のふたつ

となるので, 6の状態 “$42+$” のように $aL,$ $aR$ 間で
反射しつづけることにより衝突時の信号の位相など
を保持する状態である.

3.4 8分野解の例

以上のようにして構成された 8分訓解の $n=18$ の

ときのコンフィグレーションを図 7に示した. 実際
に 8分割解を構成するにあたっては, 上述の注意点
をもとに, すべての場合を尽くすためには, 新たな
general $a$ から次の general が生成されるまでの状態
を考慮する必要があり, 64通りの場合を尽くさねば
ならない.

4 おわりに

可逆セル空間における –斉射撃解の条件に基づき
2k(たは有限の自然数) 分割解, すなわち $(2+\epsilon)n$ 時
間解が構成が可能であることを示し, 実際にた $=2,3$

の場合を可逆 PCA を用いて構成した.
しかし現状では非常に多くの状態を用いるので, 状

態数をいかに削減するかは今後の課題である. 特に,
信号のキャリア自体が多くの内部状態を持って遅い速
度を実現している現在の方法ではなく, 従来の–斉射
撃問題の $2n-2$ 時間解で用いられているような, 特
定の信号を受信することでセルを移動し受動的に速
度を決める方法を用いて状態数が削減できると思わ
れる.

$2n-2$ 最小時間解の構成は実現困難であると思わ
れるが, いまだ今後の課題として残されている.
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図 6: general $a$ の生成時の位相の保持
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– $n$ –

図 1: 4分割解の概念図

図 4: 信号の衝突時の位相

図 3: 8分割解の概念図 図 5: 奇偶による衝突時の違い
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図 7: 8分割解 $(\mathrm{n}=18)$
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