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1. Picard 次元と Picard 原理

$\mathrm{m}$ 次元 $\mathrm{n}-$ クリッド空間を $R^{m}$とし, $0<s\leq 1$ なる各 $s$ に対して $U_{s}=\{0<|x‘|<s\}$

と置く. $U_{s}$ は $R^{m}\backslash \{0\}$ における理想境界成分 $x=0$ の理想境界近傍とみなせる。 このと

き $\Gamma_{s}$ : $|x|=s$ は $U_{s}$の相対境界であり, $U_{s}$ の $R^{m}\backslash \{0\}\text{における相対閉包}\overline{U}_{s}$ は $U_{s}\cup\Gamma_{s}$であ

る。 特に $U_{1}=U,$ $\Gamma_{1}=\Gamma$ と置くことにする。 $\overline{U}_{s}$ で定義された局所 H\"older 連続函数 $P(x)$

を $U_{s}$における密度という。 $U_{s}$における密度 $P(x)$ をポテンシャルにもつ定常 Schr\"odinger

方程式

(1) $L_{P}u(x)\equiv(-\Delta+P(x))u(x)=0$

を考える. $U_{s}$ における (1) の解 $u$ を $U_{s}$ における $P-$調和函数といい、 $U_{s}$ における $P-$調和

函数の族を $P(U_{S})$ とする。 $U_{s}$の任意の点 $y$を固定して, $G_{\mathrm{s}}(x, y)$ は $L_{P}G_{s}(x, y)=\delta_{y}(x)$ を

みたす $U_{s}$ における正値 $P-$優調和函数で、その最大 $P-$調和劣函数は $0$ のとき、 $G_{s}(x, y)$

を $U_{s}$における ( $y$に極をもつ) $P$-Green 函数という。 ここに $\delta_{y}(\cdot)$ は点 $y$における Dirac

測度とする。

$U_{\mathrm{s}}$ における非負値 $P-$調和函数の族を $PP(U_{s})$ とする. $PP(U_{s})=\{0\}$ のとき、密度

Pは $U_{s}$において楕円型であるという。 $PP(U_{s})\neq\{0\}$ かっ $U_{s}$ における $P$ -Green 函数が

存在しないとき、密度 $P$ は $U_{s}$において放物型であるという。 $PP(U_{s})\neq\{0\}$ かっ $U_{s}$ に

おける $P$-Green 函数が存在するとき、密度 $P$は $U_{s}$において、双曲型であるという (M.

$\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[13]$ , E. $\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}_{0}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}[25])$

。

$\Gamma_{s}$ において境界値 $0$ をとる $PP(U_{s})$ の部分族を $PP(U_{s} : \Gamma_{s})$ とする。 $\Gamma_{s}$の面積要素を

$dS_{x},$ $\Gamma_{s}$の面積を $s(\Gamma)s’\Gamma_{s}$における外法線方向微分を $\partial/\partial n$ として,
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$t(u) \equiv-\frac{1}{s(\mathrm{r}_{s})}\int_{\mathrm{r}_{\iota}}\frac{\partial}{\partial n}u(x)dsx$

とおく。 $PP_{1}(U_{s} : \Gamma_{s})\equiv\{u\in PP(U_{s} : \Gamma_{s});^{\iota}(u)=1\}$ はコンパク トな凸集合であるから

$PP_{1}$ $(U_{s} : \Gamma_{s})$ の端点の集合を ex. $PP_{1}(U_{s} : \Gamma_{s})$ とする。 $U_{s}$ における密度 $P$の原点 $x=0$ に

おける Picard 次元を集合 ex. $PP_{1}$ $(U_{s} : \Gamma_{s})$ の濃度幸 (ex $PP_{1}$ ( $U_{s}$ : $\Gamma_{s}$ )) として, $\dim(Us’ P)$

と記す (M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[18]$) 。即ち

$\dim(Us’ P)=\#(eX.PP_{1}(U :s \mathrm{r}_{S}))$ .

特に

$\dim(U_{s}, P)=1$

のとき、 $U_{s}$上の密度 $P$に対して原点 $x=0$ において Picard 原理が成立するという (M.

$\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[18])$

。

Schr\"odinger 方程式における Picard 原理の名称は M. Brelot が 1931年 [3] において M.

Bouligand の 1926年の論文を引用したことに始まる。そこにおいて E. Picard が 1923年

$P=0$ のとき、 $\dim(U, 0)=1$ を示した事実を Picard 原理と呼んでいる。 しかし 1903年

M. B\^ocher により示されていた (L. $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{S}[5]$ 参照) 。

2. Picard 次元と P-Martin 理想境界

$(U_{\mathrm{s}}, P)$ が双曲型と仮定し、 $G_{s}(x, y)$ を $y$に極をもつ $U_{s}$ における $P$ -Green 函数とする。

$\Gamma_{s}$で境界値 1 、理想境界 $x=0$ で” 境界値 $0$
” をとる $U_{s}$ における $P-$調和函数 $(D_{S}1)(x)$ を

(1) の $U_{s}$ における $P-$単位といい、 $e_{P}^{s}(x)$ と記す。即ち $(D_{s}1)(x)$ は、 $0<t<S$ なる任意

の $t$ に対して、 $\Gamma_{s}$で 1, \Gamma tで $0$ を境界値にもつ $U_{s}\backslash \overline{U}_{t}$ における $P-$調和函数を $(D_{t,s}1)(X)$

とするとき、 $(D_{s}1)(x)= \lim_{t}\iota \mathrm{o}(Dt_{S},1)(x)$ で与えられる。

$I4_{S}^{r}(_{X}, y)= \frac{G_{s}(x,y)}{e_{P}^{s}(y)}$
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を $P$-Martin 核という。 $\overline{U}_{s}$上の函数 $I\mathrm{f}_{s}(x, \cdot)\text{が連続に拡張_{さ}れる}\overline{U}_{s}$の最小のコンパク ト

$\text{化を}\overline{U}_{S}$ の $P$-Martin コンパク ト化といい、 $(\overline{U}_{s})_{P}^{*}$ と記す。 $(\overline{U}_{s})_{P}^{*}\backslash \overline{U}s$ を $P$-Martin 境界と

いい、 $\beta$で記す。 このとき $\{I\mathrm{f}_{s}(\cdot, \xi^{*}) : \xi^{*}\in\beta\}\subset PP_{1}(U_{s} : \Gamma_{s})$ である。

$\beta_{1}=\{\xi^{*}\in\beta : I\mathrm{f}_{s}(\cdot, \epsilon^{*})\in ex.PP_{1}(U_{s} : \Gamma_{s})\}$

を極小 $P$-Martin 境界という。 $\neq\beta_{1}$ で集合\beta 1の濃度を表す。

定理 $\mathrm{A}([18])$ . $(U_{s}, P)$ が双曲弾のとき、 ex. $PP_{1}(U_{s} : \Gamma_{s})=\{I4_{S}^{\mathit{7}}(\cdot, ?) :\xi^{*}\in\beta_{1}\}$ 。特に

$\dim(U_{s}, P)=\#\beta 1$ である。

従って $(U_{s}, P)$ が双紅型のとき、密度 $P$に対して原点 $x=0$ において Picard 原理が成立

するとは原点 $x=0$ における $P$ -Martin 極小境界力垣点よりなることを意味し、 $\text{また}\overline{U}_{s}$

の $P$ -Martin コンパク ト化 $(\overline{U}_{s})_{P}^{*}$ は $U_{s}$ の n 一クリッ $\text{ドの位相による閉包}\overline{U}_{s}\cup\{0\}$ と同相

であることを意味する。 $P=0$ のとき $(\overline{U}_{s})_{0}^{*}$ と $\overline{U}_{s}\cup\{0\}$ は同相である (例えば [5] 参照) 。

密度 $P$の変化と共に $P$-Martin コンパク ト化とユーク リッドの位相の関係がどのように

変化するかその関係を知りたい。最も単純な場合として 1点の近傍で定義された密度 $P$

の特異な挙動と共に $P$-Martin 境界がどの様に変わるか詳細に調べることが原点におけ

る Picard 原理の研究の動機になっていた。

なお $U_{s}$ の $P$-Martin コンパク ト化 $(U_{s})_{P}^{*}$を考えるとき、 $\Gamma_{s}$ は十分滑らかであり $P(x)$ は

相対境界 $\Gamma_{s}$上まで定義されている。 このとき $\Gamma_{s}$ の Martin 境界は極小境界ばかりよりなり
$\Gamma_{s}$ と同相である (S. $\mathrm{I}\mathrm{t}\mathrm{o}[10]$ , M. $\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[14]$) 。

Picard 原理が成立する為の十分条件は幾つか得られているがその $-$つとして次の結果

をあげておく。

定理 1 $([1\iota],[6])[26])$ . $P(x)$ は $U_{s}$ において双曲型であるとする。更に $P(x)=O(|x|-2)(xarrow$

$0)$ のとき、 $\dim(U_{s}, P)=1$ である。

この定理は U,上 $P(x)\geq 0$ のとき M. $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}[11]$ において、 $Lu(x)=\{-\Delta+$

$\Sigma_{i=1}^{m}bi(x)(\partial/\partial x_{i})+P(x)\}u(x)=0$ が $U_{s}$で双曲的かっ $|x|(\Sigma|b_{i}(X)|)+|x|^{2}(\Sigma|(\partial/\partial x_{i})b_{i}(x)|$
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$+|P(x)|)$ が有界なとき [6] において、更に $Lu(x)$ の $\Delta$の部分を $-$様楕円型かっ条件

$|x|^{2}( \sum|(\partial/\partial x:)b_{i(X)}|)$ の有界性は不要として E. $\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}[26]$ において示された。

詳しくは $0<a_{n+1}<b_{n}<a_{n}<1,$ $\inf(b_{n}/a_{n})>0$ かっ $\lim_{narrow\infty^{a_{n}}}=0$ をみたす任意の

数列 $\{a_{n}\}_{\text{、}}\{b_{n}\}$ に対して、

$A_{n}\equiv\{b_{n}\leq|_{X|}\leq a\}n\text{、}A\equiv\cup^{\infty}A_{n}n=1$

とする $\circ A$ 上 $P(x)=o(|x|-2)(Xarrow 0)$ をみたすならば、定理 1は成立する。

3. 回転不変密度の Picard 次元

$Q(x)$ が $|x|$ のみで定まる函数のとき $Q(x)$ を回転不変であるという。 $\overline{U}$における回転不

変な函数 $Q(x)$ をポテンシャルにもつ Schr\"o市 nger 方程式を

(2) $L_{Q}u(X)\equiv(-\Delta+Q(_{X))u}(_{X})=0$

とする。 (2) の $U$における $Q-$単位を $e_{Q}(x)\text{、}(-\Delta+Q(x)+(m-1)/|X|2)u(X)=0$ の $U$

における $(Q+(m-1)/|x|^{2})-$単位を $e_{Q,1}(x)$ とするとき、

$\alpha(Q)\equiv\lim_{x\downarrow 0}\frac{e_{Q,1}(x)}{e_{Q}(x)}$

が存在して、 $\alpha(Q)=0$ または $0<\alpha(Q)<1$ のいずれかである (M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[15]$) 。 $\alpha(Q)$ を

$Q$ の特異指数という。

定理 $\mathrm{B}([15],[13],[23])$ . $Q(x)$ が回転不変密度のとき、

$(U)_{Q}^{*}=\{\alpha(Q)\leq|x|\leq 1\}$

かっ $(U)_{Q}^{*}\backslash U$の各点は極小境界点である。

定理 $\mathrm{B}$ より $(U, Q)$ が双曲型のとき、Picard 次元 $\dim(U, Q)$ は 1または連続体の濃度 $\epsilon$

のいずれかである。 $(U, Q)$ が楕円型のとき、 $\dim(U, Q)=0$ であり、 $(U, Q)$ が放物型のと
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きは市m(U, $Q$ ) $=1([13],[25])$ であるから、次の回転不変密度の値域定理を得る。

定理 C. $Q(x)$ が回転不変密度のとき、Picard 次元 $\dim(U, Q)$ は $0,1$ または連続体の濃

度 $c$ のいずれかに限る。

$Q(x)\text{が}\overline{U}$において ( $m$ 次元ルベーク測度 $d\lambda$について) 絶対連続かっ非負値局所ヘルダー

連続のとき、従って (2) の解が $C^{2}$級のとき、上記定理 $\mathrm{B}$ は M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[15]$ において示され

た。また $Q(x)$ が万において絶対連続かっ $Q(x)\in L_{\iota_{\circ}}p(C\overline{U})(p>m/2)$ で (2) の解が連続な弱

解のとき、M. $\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[13]$ において、更に $Q(x)d_{X}$ がびにおけるラ ドン測度で、即ち $Q(x)$

に関する正則性の条件が $-$切仮定しないで、 (2) の解が連続な弱解のとき、M. Nakai-T.
$\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[23]$ において示された。

定理 $\mathrm{C}$ は定理 $\mathrm{B}$ を径噛せずに、 $Q-$調和函数が $L_{2}(\Gamma)$ において球面調和函数により絶

対かっ一様収束する Fourier tこ展開できることを示しこの事実と $m$ 次直交変換群の性質

を用いて直接導いている (M. Nakai-T. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[22],$ $[24]$ ) 。

$\overline{U}$における函数 $P$がすべての $x\in U$に対して

$\lim_{\epsilon\downarrow 0}(\sup_{y\in B(x\epsilon)},\int_{B(x,\epsilon)}N(y, Z)|P(Z)|d_{Z})=0$

をみたすとき、$P$を $U$ における Kato族の函数であるという。ここに $B(x, \epsilon)$ は点 $x$ 中心半径

$\epsilon$の球であり、$N(y, z)$ はニュ一トン核即ち $|y-Z|2-m(m\geq 3)$ 叉は対数核 $\log|y-Z|^{-}1(m=2)$

である。 $U$ における Kato 族の可測函数 $P(x)$ をポテンシャルにもつ Schr\"odinger 方程式

(1) に対して、局所ヘルダー連続な密度 $\tilde{P}(x)$ をポテンシャルにもつ Schr\"odinger 方程式
$(-\triangle+\tilde{P})u(x)=0$ で $(U)_{P}^{*}\approx(U)_{\tilde{P}}^{*}$(同相) となる $\tilde{P}$が Pより構成できる (M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[19]$) 。

上記回転不変な函数 $Q(x)$ はいずれも $U$における Kato 族の函数である。反例を作ったり

する場合、 $(U)_{p}^{*}$が前もって与えられた性質をもつポテンシャル $P$を作りたい。ポテンシャ

ルを折り曲げたり、つないだりする上で不連続なポテンシャルが扱い易く、そのような

ポテンシャル $P$ で与えられた性質を持つ $(U)_{P}^{*}$を作っても、局所ヘルダー連続な密度 $\tilde{P}$で

$(U)_{P}^{*}\approx(U)_{\tilde{P}}^{*}$ となる $\tilde{P}$ が得られる。従ってここでは局所ヘルダー連続な密度をポテンシャ

ルにもつ Schr\"odinger 方程式を考えれば十分である。なお $-$般に $P(x)$ が Kato 族のラ ド
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ン測度のとき、 (2) の解は必ずしも連続とはかぎらぬ (M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[20]$ ) 。また Kato 族のラ

ドン測度 $P(x)$. をポテンシャルにもつ (1) の連続な弱解よりなる層は Brelot 調和空間をな

す $([1],[2])$ から Brelot 調和空間の $-$般論が利用できる。

4. Picard 次元の単調性と斉次性.

$U$における非負値回転不変密度に関して、M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}i\mathrm{i}[17]$ 及び M. Kawamura-M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[12]$

においてそれぞれ次の Picard 原理及び Picard 次元の単調性、斉次性が示されている。

定理 $.\mathrm{D}$ (単調性 [17]). $U$における非負値回転不変密度 $P,$ $Q$ が $U$において $P\leq Q$ のとき、

$\dim(U, P)\leq\dim(U, Q)$ .

定理 E(斉次性 [12]). Pを $U$における任意の非負値回転不変密度とするとき、任意の定

数 $c>0$ に対して

$\dim(U, CP)=\mathrm{d}.\mathrm{i}\mathrm{m}(U, P)$ .

さらに M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[16]$ において $U$における任意の非負値密度について $\backslash$ Picard 次元及び

Picard 原理の単調性、斉次性が成立するかどうか問われている。

非負値密度に関する単調性: M. Nakai-T. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[21]$ , T. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[27](\text{定理} \mathrm{H})$ 等により否定

的に解決された。

非負値密度に関する斉次性: 未解決。

以下非負値とはかぎらぬ回転不変密度について考える。

先ず負値回転不変密度に関して Picard 原理の斉次性が成立するかどうか考える.

(3) $R(x) \equiv-\frac{1}{4|x|^{2}}\{(m-2)2\frac{1}{(\log\frac{1}{|x|})^{2}}+\}$
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とする.

定理 $2([8])$ . (3) で与えられた密度 $R$は, $0<s<1$ なる任意の $s$ 及び $1<C$ なる任意の $c$

に対して,

$\dim(U_{s}, R)=1$ , $\dim(U_{s}, CR)=0$

をみたす.

従って出面回転不変密度に関しては Picard 原理の斉次性は成立しない.

5. Picard 次元の斉次不等式.

$U$ における任意の $-$般符号密度 $P$に対して、区間 $(0, t)$ の任意の $s$ に対して $\dim(U_{S}, P)=$

$\dim(Ut, P)$ となる $t$ が $(0,1]$ に存在する (M. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[18]$ , M. Nakai-T. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[22]$). このとき

原点 $x=0$ における密度 $P(x)$ の Picard 次元を $\dim P$ と記し

$\dim P=,\lim_{\downarrow 0}\dim(Us’ P)$

と定義する ([22]). 特に

$\dim P=1$

のとき、密度 $P$に対して原点 $x=0$ において Picard 原理が成立するという。

一般符号回転不変密度について M. Nakai-T. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[22]$ は次の事実を得ている。

定理 $\mathrm{F}$ (単調性). $U$における任意の $-$般符号回転不変密度 $P,$ $Q$ が $U$において $P\leq Q$ の

とき、 $\dim P\leq\dim Q$ である.

定理 $\mathrm{G}$ (斉次不等式). Pを $U$における任意の $-$般符号回転不変密度とするとき、$0<c\leq 1$
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なる任意の定数 $c$ に対して

$\dim P\leq\dim cP$,

また同値な表現として、 $1\leq c$ なる任意の $c$ に対して

$\dim cP\leq\dim P$

が成立する。

定理 $\mathrm{F}$ と定理 $\mathrm{G}$ より非負値回転不変密度 $P$に関する斉次等式が得られるから定理 $\mathrm{G}$ は

非負値回転不変密度に関する斉次性定理 (定理 E) の $-$般化であるが、下記の様に等号の

成立しない例が作れるから最良の $-$般化とみなせる。

また定理 $\mathrm{G}$ により $-$般符号回転不変密度の部分族 $\mathrm{S}$ に対して斉次性が成立するとは

(4) $\dim P=\dim cP$ ( $0<c\leq 1$ なる任意の $c$ に対して)

が $\mathrm{S}$ の各密度 $P$に対して成立することでよいことになる。

(3) で与えられた密度 Rは $c>1$ なる任意の $c$ について

$0=\dim cR<\dim R=1$

をみたしている。 この例は $1>c>0$ なる任意の $c$ を固定することに $0=\dim P<$

$\dim CP=1$ となる $U$における負値回転不変密度 $P$の存在を示している。

さらに $1>c>0$ なる任意の $c$ に対して $0=\dim P<\dim cP=1$ となる $U$ におけ

る回転不変密度 $P$が存在するかどうか問うている。また $1>c>0$ なる任意の $c$ に対

して $1=\dim P<\dim cP$ なる回転不変密度 $P_{\text{、}}$ および $c>1$ なる任意の $c$ に対して

$1=\dim cP<\dim$ Pなる回転不変密度 $P$が存在するかどうかも問うている ([22]) 。

$\eta>e^{\mathrm{e}}$ なる任意の定数\eta をとり,

(5) $S(x) \equiv-\frac{1}{4|x|^{2}}\{(m-2)^{2}+\frac{1}{(\log_{1}^{\Delta}x\overline{|})^{2}}+\frac{2}{(\log_{1^{x}}^{\Delta}\overline{\mathrm{I}}\mathrm{g}1\mathrm{o}\log_{1x\overline{\mathrm{I}}})^{2}\Delta}\}$
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とする.

定理 3([9]). (5) で与えられる負値回転不変密度 Sは $1.>C>0$ なる任意の $c$ について

$0=\dim S<\dim cs=1$

をみたす.

$Q(x)\text{が}\overline{U}$における回転不変 Radon 測度のとき、 $Q=Q^{+}-Q^{-}$ を $Q$ の Jordan 分解と
する。 $(U, -Q^{-})$ が双曲型のとき、密度 $Q$ は強正型であるということにする。 $U$における

強正型回転不変 Radon 測度に対しては斉次等式 (4) の成立することが最近 M. Nakai-T.
$\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[24]$ により示された。

なお固有値問題の見地からも原点の近傍における正値解の存在、非存在が Y. $\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{o}[4]$

等で調べられている。 しかしこの観点からの研究においては正値解の次元、即ち原点にお

ける極小 Martin 境界の濃度までは問題とされていないようである。

以上 (3) または (5) の密度をみると、 また他の諸例からの感触として密度 $P$ が原点の

近傍で特異な挙動をすればするほど Picard 次元 $\dim P$は変化しやすいような印象をもっ

が、必ずしもそうともいいきれない例として次の定理を述べておく。

$m=2$ として

$V(z)= \frac{5}{4|z|^{2}}(\log\frac{1}{|z|})^{2}+\frac{3}{2|z|^{2}}$ , $W(z)= \frac{1}{|z|^{2}}(\log\frac{1}{|z|})^{2}(\frac{1}{4}+\cos 2\theta)+\frac{1}{|z|^{2}}(\frac{1}{2}+\sin^{2}\theta)$

とする。 このとき

定理 $\mathrm{H}([27])$ . $\dim V=1$ であるが $\dim W\geq 2$ 。

従って非負値密度に関して Picard 原理 (又は Picard 次元) の単調性は成立しない。
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6. 補足.

定理 2,3の証明において必要な定義及び事実を述べておく.

$0<t_{1}\leq t_{2}<s$ をみたす任意の $t_{1},$ $t_{2}$をとる。 $PP(U_{s})\backslash \{0\}$ の元 $h$ に対して、 $\Gamma_{t_{1}}$ で境界

値 $h\text{、}$ 理想境界 $x=0\text{で}$”境界値 $0$”をとる $U_{t_{1}}$ における $P-$調和函数を $D_{t_{1}}h$ とする。 $\Gamma_{t_{2}}$

で境界値 $h\text{、}\Gamma_{s}$で境界値 $0$ をとる $U_{s}\backslash \overline{U}_{t_{2}}$ における $P-$調和函数を $D_{t_{2^{S}}},h$ とする。

定理 $4([25],[7])$ . Pが $U_{s}$ において放物型である為の必要十分条件は $0<t_{1}\leq t_{2}<s$ をみ

たす任意の $t_{1}$ ,ち及び $PP(U_{s})\backslash \{0\}$ の任意の元 $h$ に対して

$D_{t_{1}}h=h$ , $D_{t_{2^{S}}},h=h$

が $U_{t_{1}}$ 及び $U_{s}\backslash \overline{U}_{t_{2}}$ においてそれぞれ成立することである。

$\tilde{p}(x)=|_{X}|^{-}\frac{(m-2)}{2}(\log\frac{1}{|x|})\frac{1}{2}$

とするとき、任意の $s\in(0,1)$ に対して $\tilde{P}$は $U_{s}$ における正値 $R-$調和函数で「s上 $\tilde{P}$ $>0$ で

ある。従って $0<t<s$ なる任意の $t$ に対して $U_{s}\backslash \overline{U}_{t}$上 $\tilde{P}\neq D_{t,s}\tilde{p}$である。定理 1, 4より、

補題 1. $\dim R=1$ .

$\log_{2}|X1=\log\log|x|,$ $\log 31^{x}1=\log\log 21X|$ とおき、

$p(x)=|x|^{-\frac{(m-2)}{2}}( \log\frac{\eta}{|x|}\log 2^{\frac{\eta}{|x|})}\frac{1}{2}, q(x)=\log_{3}\frac{\eta}{|x|}$

とする。 (5) の密度で $|x|=r$ とおき,

(6) $-( \frac{d^{2}}{dr^{2}}u(r)+\frac{m-1}{r}\frac{d}{dr}u(r))+S(r)u(r)=0$

とする. このとき

$p(r) \sin(\frac{1}{2}q(r))$ , $p(r) \cos(\frac{1}{2}q(r))$
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は (6) の $(0,1]$ における 1次独立な解である。従って

補題 2. 任意の $s\in(0,1]$ に対して

$(-\Delta+S(X))u(x)=0$

の $U_{s}$ における正値解は存在しない.

$T(x) \equiv-\frac{1}{4|x|^{2}}\{(m-2)^{2}+\frac{1}{(\log_{1}^{\Delta}x\overline{|})^{2}}+\frac{\mathrm{l}}{(\log_{1x}^{\Delta}\overline{\mathrm{I}}\log 2\mathrm{I}x\overline{|})^{2}\Delta}\}$ ,

とする. $p(x)$ は $U$における正値 $T-$調和函数であるから、

補題 3. $0<c<1$ なる任意の $c$ に対し適当な $U_{s}$ において $p(x)$ は $cS-$調和ではない $cS-$

優調和函数である。従って $U_{s}$ における $cs_{-}\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n}$ 函数は存在する。
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