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1. [よじめに

R2の有界凸領域\Omega 上の非線形 (準線形) 楕円型方程式

$\{$

$-\triangle u$ $=$ $f(u)$ in $\Omega$ ,

$u$ $=$ $0$ on $\partial\Omega$ ,
(1)

の解の数値的検証は, 右辺が既知の $L^{2}$関数 $g$に対する Poisson 方程式

$\{$

$-\triangle v$ $=$ $g$ in $\Omega$ ,

$v$ $=$ $0$ on $\partial\Omega$ ,
(2)

の有限要素近似解 $v_{h}\in S_{h}$

$(\nabla v_{h}, \nabla\phi)=(g, \emptyset)$ , $\forall_{\phi\in S_{h}}$

に対する構成的 (数値的) apriori または aposteriori 誤差評価を基礎としている。 ここに
Shは $H_{0}^{1}(\Omega)$ の適当な有限要素部分空間とする。
これまで $H^{1}$および L2周差評価に基づく検証が主体であったが, 実際には L\infty 誤差 (最大

値ノルムの意味での誤差) を知りたい場合がある。 これに対しては, 既に apriori 型の $L^{\infty}$

誤差評価を用いた解の包み込み法があるが [1], それは

$||v-v_{h}||L\infty(\Omega)\leq Ch||g||_{L^{2}}$ (3)

の形の $O(h)$ 誤差評価を用いており、たとえ高次の有限要素を用いた場合にも検証精度上の
改善を期待できないものであった。そこで今回 aposteriori 型の $L^{\infty}$ 誤差評価を提案し、 こ

れに基づいた数値的検証を試みる。

2. 検証法の概要

まず非線形楕円型方程式 (1) の解の検証法をおおまかに述べておこう。

1. 有限要素法を用いて (1) の近似解 $\prime u_{h}\wedge\in H_{0}^{1}(\Omega)$ を計算する。用いる有限要素空間を $S_{h}$

( $h$ はメッシ $=$の大きさを表わすパラメータ)
、

$S_{h}^{\perp}$ をその直交補空間、 $P_{h}$ を $H_{0}^{1}(\Omega)$

から $S_{h}$ への $H_{0}^{1}$ -projection としておく。

2. 次を満たす $\overline{u}\in H_{0}^{1}(\Omega)$ を考え、 この $\overline{u}$ の周りに真の解 $u$ を探すことにする。

$\{$

$-\triangle\overline{u}$ $=$ $f(u_{h})\wedge$ in $\Omega$ ,

$\overline{u}$ $=$ $0$ on $\partial\Omega$ ,
(4)

このとき、 $\overline{u}=u_{h}\wedge+v_{0}$ と書け、 $u_{h}\wedge\in S_{h},$ $v_{0}\in S_{h}^{\perp}$ となることに注意。

数理解析研究所講究録
915巻 1995年 130-135 130



3. $u=\overline{u}+w$ とおいて、 $w$ についての問題を考える。

$\{$

$-\triangle w$ $=$ $f(\overline{u}+w)-f(u_{h}\wedge)$ in $\Omega$ ,

$w$ $=$ $0$ on $\partial\Omega$ ,
(5)

さらに $F(w)=(-\triangle)^{-1}(f(\overline{u}+w)-f(uh)\wedge)$ として、 $w$ についての不動点方程式の形

に書く :

$w$ $=$ $F(w)$ .

これは次のようにも書ける :

$\{$

$P_{h}w$ $=$ $P_{h}F(w)$

$(I-P_{h})w$ $=$ $(I-P_{h})^{p()}w$

4. 上式のうちの $P_{h}w=P_{h}p(w)$ のみに $S_{h}$ 上の擬 Newton 法を用いる : すなわち、

$P_{h}N(w)$ $=$ $P_{h}w-[Ph-P_{h}A’(u_{h})\wedge]^{-}1(P_{h}w-P_{h}F(w))$

$A’(\hat{u}_{h})$ $=$ $(-\triangle)^{-1\prime}f(^{\wedge}uh)$

によって (ただし ’ は Freche’ 微分で、 $[Ph-PhA’(\hat{u}h)]-1$ は $S_{h}$ 上の逆作用素) 、

$T(w)$ $:=$ $P_{h}N(w)+(I-Ph)F(w)$

を定義し、 $T(w)$ に対する不動点問題を考える。もちろん $w=T(w)$ ならば $w=F(w)$

である。 ..
5. $T(W)=\{T(w)|w\in W\}\subset W$ となる $H_{0}^{1}(\Omega)$ の有界凸閉集合 $W$ が見つかれば、

Schauder の不動点定理によって $\exists_{w}\in T.(W)_{\mathrm{S}}.\mathrm{t}$ . $w=T(w)$ となる。 $W=W_{h}\oplus W_{h}^{\perp}$ ,
$W_{h}\subset S_{h},$ $W_{h}^{\perp}\subset S_{h}^{\perp}$ とおけば、検証条件は

$\{$

$P_{h}N(W)$ $\subset$ $W_{h}$

$(I-P_{h})^{p}(W)$ $\subset$ $W_{h}^{\perp}$

と書くことが出来る。

なお、通常は $S_{h}$ の近似性から、

$||(I-P_{h})p(w)||_{H_{0^{1}}(}\Omega)$ $\leq$ $c_{0}h||f(\overline{u}+w)-\mathrm{f}(^{\wedge}u_{h})||L\mathit{2}(\Omega)$

が成り立つので、検証条件の $\neq$エックに利用する。

3. $L^{\infty}$ 誤差評価の方法

上述の検証法によって $w$ を含む集合 $W$ が得られたとしよう。 $L^{\infty}$ 誤差は、

$||u-u_{h}|\wedge|_{L}\infty$ $\leq$ $||v\mathrm{o}||_{L}\infty+||P_{h}w||_{L}\infty+||(I-P_{h})w||L\infty$
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によって評価する。左辺の第 2項は
$\sup_{w\in W}||P_{h}w||_{L^{\infty}}$ で抑え、第 3項は (3) を用いて

$||(I -P_{h})w||_{L}\infty$ $\leq$ Cん
$\sup_{w\in W}||f(\overline{u}+w)-f(^{\wedge}u_{h})||L^{2}$

と評価する。上式の左辺は、高次要素を用いた場合、 砺の近似性が高まることによって評
価が改善されると期待できる。
本稿では、第 1項の評価について新しい方法を提案する。 $v_{0}$ の $L^{\infty}$ 誤差評価を得るた

めには各\tau \in h 上での次のような埋め込み: $H^{2}(\tau)-L^{\infty}(\tau)$ の構成的評価を用いる。

$||v0||L^{\infty}(\tau)\leq C_{1}h^{-1}||v0||_{L}2(\tau)+^{c_{2}|}|\nabla v0||L^{2}(_{\mathcal{T})}+C3h|v_{0}|H2(\mathcal{T})$
’ (6)

ここに $C_{1}-C_{3}$ はんに無関係な正定数で、具体的に決定することが出来る ( $\mathrm{P}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}[3]$ による)。
上式中の $||v_{0}||_{L(\tau}2$ )および $||\nabla_{V}0||_{L^{2}}(\mathcal{T})$ はそれぞれ $||v0||_{L()}\mathit{2}\Omega$および $||\nabla v_{0}||L^{2}(\Omega)$ で抑える ;

すなわち、

$||v_{0}||_{L^{2}(\mathcal{T})}$ $\leq$ $||v0||_{L()}\mathit{2}\Omega$ $\leq$ $c_{0\text{ん}1}|v0||_{H^{1}(\Omega)}0$

$||\nabla v\mathrm{o}||L^{2}(\tau)$ $\leq$ $||\nabla v\mathrm{o}||L^{2}(\Omega)$ $=$ $||v_{0}||_{H_{0}^{1}(}\Omega)$

とし、 $||v_{0}||_{H^{1}(\Omega)}0$ の評価にすでに提案した aposteriori 技法を用いる ([2])。この技法によって
高次要素を用いた場合の評価の大きな改善が期待できる。そこで残された問題は、高次要素
を用いたときに (6) の $|v0|_{H^{2}}\langle\tau$ )の評価が改善されるような aposteriori型の誤差評価法を得
ることである o- $$ こでは $|v_{0}|_{H^{2}(\mathcal{T})}^{2}$ を

$\sum_{\tau\in\tau_{h}}|v_{0}|_{H^{2}(T)}^{2}$
\tau で抑えることにして

$\text{、}$ 以下
$\sum_{\tau\in\tau_{h}}|v_{0}|_{H^{2}(}^{2}\tau$)

の評価について述べよう。
いま万を $\Omega$ の三角形または四角形分割としよう。そして $\tau\in \mathcal{T}_{h}$ 内では $S_{h}$ の元は

$H^{2}(\tau)$ に属するものとする。 さて, $p,$ $q\in H^{2}(\tau)$ に対し,

$<p|q>_{\mathcal{T}^{=}} \int_{\partial\tau}(\frac{\partial^{2}p}{\partial y_{1}^{2}}\frac{\partial q}{\partial y_{2}}-\frac{\partial^{2}p}{\partial y_{2}\partial y_{1}}\frac{\partial q}{\partial y_{1}})dy_{1}$

とおく。ただし $y_{1},$ $y_{2}$は、 \partial \tau の接線方向と外向き法線方向とをそれぞれ表わす。一般に、 (2)
の解 $v$ とその有限要素近似 $v_{h}$ について次が成り立つ。

$|v-v_{h}|_{H(}^{2}2)=\tau||g+\triangle v_{h}||_{L^{2}(}2)\tau-<v-v_{h}|v-v_{h}>_{\tau}$

ここで (4) を満たす $\overline{u}$ を $v$ に取ると、前述のように $v_{h}=u_{h},$$v-\wedge vh=v_{0}$ となるから、

$|v_{0}|_{H(}^{2}2)=\tau||f(^{\wedge}u_{h})+\triangle uh|\wedge|2L2(\mathcal{T})-<v_{0}|v_{0}>_{\mathcal{T}}$

が得られる。 この式を手がかりにして
$\sum_{\tau\in \mathcal{T}h}|v0|^{2}H^{2}(\tau)$

の評価を行なおう。

$||f(^{\wedge}u_{h})+\triangle_{u_{h}}^{\wedge}||2L^{2}(_{\mathcal{T}})$ は各 $\tau$ 上で直接計算できる。 $\sum<v_{0}|v_{0}>_{\tau}$の評価は次のように
$\tau\in \mathcal{T}_{h}$

すればよい。 $v_{0},$
$u_{h}\wedge$ の連続性を考慮して計算すると

$\sum_{\tau\in\tau_{h}}<v_{0}|v_{0}>_{T}$
$=$

$\sum_{\tau\in\tau_{h}}\int_{\partial}\mathcal{T}(\frac{\partial^{2}u_{h}\wedge}{\partial y_{1}^{2}}\frac{\partial u_{h}\wedge}{\partial y_{2}}+\frac{\partial^{2}u_{h}\wedge}{\partial y_{2}\partial y_{1}}\frac{\partial u_{h}\wedge}{\partial y_{1}})dy1+\sum_{\tau\in \mathcal{T}_{h}}2\int_{\partial}\tau\frac{\partial^{2}u_{h}\wedge}{\partial y_{2}\partial y_{1}}\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}dy_{1}$
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となるが、この第 1項を $J_{1}$ , 第 2項をみとおく。 $J_{1}$ は直接積分して評価可能な量である。
第 2項は次節で述べる Lemma によって、 $\tau$ ごとに計算可能な量 $A_{\tau},$ $B_{\tau}$ を用いて次のよう

に評価される。

$J_{2}$ $\leq$

$\sum_{\tau}A_{\mathcal{T}}||\nabla v\mathrm{o}||L2(\mathcal{T})+\sum B_{\tau}|v\mathrm{o}|\tau H^{2}(\tau)$

$\leq$
$\sqrt{\sum_{\tau}A_{\tau}^{2}}$ $||\nabla v0||L^{2}(\Omega)+\sqrt{\sum_{\tau}B_{\tau}^{2}}\sqrt{\sum_{\tau}|v_{0}|^{2}H^{2}(\tau)}$ (7)

以上から
$\sum_{\tau}|v0|_{H}^{2}2(\tau)$

に関する二次不等式が得られ、これを解いて求める評価

$\sum|v_{0}|^{2}H^{2}(\tau)$ $\leq$

$\tau$

を得る。

4. $J_{2}$ の評価

ここでは $J_{2}= \sum_{\tau\in \mathcal{T}_{h}}2\int_{\partial}\mathcal{T}\frac{\partial^{2}u_{h}\wedge}{\partial y_{2}\partial y_{1}}\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}dy1$ の評価 (7) について詳説する。簡単のため–辺

の長さが $h$ の正方形要素に限って述べることにするが、一般の四角形要素や三角形要素に
ついても同様の議論が可能である。
さて $\Gamma_{h}$ を $T_{h}$ の辺のうち $\Omega$ の境界上にあるものを除いたものの集合とすると、 $J_{2}$ は以

下のように書ける。

$J_{2}$ $=$
$2 \sum_{\gamma\in\Gamma h}\int\gamma yc\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}d1\gamma$

ただし、 $G_{\gamma}$ は $\frac{\partial^{2}u_{h}\wedge}{\partial y_{2}\partial y_{1}}$ の $\gamma$ 上でのギャップを表す。

ここで、彫上の積分を要素上の積分で表すための Lemma を述べよう。

Lemma -辺の長さがんの矩形要素の各辺をそれぞれ $\gamma_{1},$ $\gamma_{2},$ $\gamma_{3,\gamma_{4}}$ , 各 $\gamma_{i}$ の単位法
線ベクトルを恥とし、 $\tau$ 上の関数岳を $\gamma_{i}$ 上で常に 1, $\gamma_{i}$ の対辺で常に $0$ となる–次関数
とする。 このとき任意の $\phi\in H^{1}(\tau)$ について、

$\int_{\gamma:}\phi dy_{1}$ $=$ $\frac{}1}{\text{ん}\int_{\tau}\phi d\tau+\int_{\tau}\Psi_{i}(\mathrm{n}_{i}\cdot\nabla\emptyset)d_{\mathcal{T}}$

が成立する。

証明は、右辺の第二項に Green の定理を用いればよい。
いま、 $\gamma_{i}$ 上の関数 $G_{\gamma:}=G_{\gamma:}(y_{1})$ を要素上の関数に拡張したものを $G_{\gamma:}(y1, y_{2})=G_{\gamma:}(y_{1})$

によって定め、上述の Lemma 中の\mbox{\boldmath $\phi$} として $\phi=^{c_{\gamma:}(}y1,$ $y_{2}$ ) $\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}$ を取れば

$\int_{\gamma i}G_{\gamma:}\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}dy1$ $=$ $\frac{}1}{\text{ん}\int_{\tau}G_{\gamma:}\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}d\mathcal{T}+\int_{\tau}\Psi_{i}G_{\gamma_{i^{\frac{\partial^{2}v_{0}}{\partial y_{1}\partial y_{2}}d\tau}}}$
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となることが分かる。 これの各 $i$ についての和を取って評価すると、

$| \sum_{i}\int_{\gamma:}G_{\gamma:}\frac{\partial v_{0}}{\partial y_{1}}dy1|$ $\leq$ $A_{\mathcal{T}}||\nabla v0||L^{2}(\mathcal{T})+B\mathcal{T}|v_{0}|H2(\tau)$
’ (8)

$A_{\tau}$ $=$ $\frac{1}{h}\sqrt{\int_{\tau}(G_{\gamma_{1}\gamma_{3}}-G)2+(G-\gamma 2G_{\gamma}4)2d\mathcal{T}}$

$B_{\tau}$ $=$ $\sqrt{\int_{\tau}\{(\Psi_{1}G_{\gamma 1}+\Psi_{3}G_{\gamma})3-(\Psi_{2}G\Psi_{4}G)\}^{2}\gamma 2^{+}\gamma 4d_{\mathcal{T}}}$

が得られる。 ここで、 (8) の $\tau$ についての和を取れば、 $\Omega$ の内部の辺に関しては 2度ずつ加
算されるので、結局 (7) を得ることになる。

5. 数値例
例題として、Emden 型の方程式を取り上げる。すなわち、 $\Omega=(0,1)\cross(0,1)$ として、 問題

$\{$

$\triangle u$ $=$ $-u^{2}$ in $\Omega$ ,
$u$ $=$ $0$ on $\partial\Omega$ ,

を考える。有限要素空間 $S_{h}$ は矩形メッシ $\mathrm{n}$上の双二次要素からなるものにとる。この場合
前節に現れた定数の値は、

$C$ $=$ 4.5
$C_{0}$ $=$ $\frac{1}{2\pi}$

$C_{1}$ $=$ 1

$C_{2}$ $=$ $1.1548\sqrt{\frac{2}{3}}$

$C_{3}$ $=$ $0.22361\sqrt{\frac{28}{45}}$

と取ることができる ([1], [2], [3])。
まず 3. で述べた方法に\ddagger よ $\text{っ}$

$\text{て}1$

解の
$\text{存}1$
在する集合を確定した後、誤差の $L^{\infty}$ 評価を見積

もった。 その結果を $h= \frac{1}{14’}$

$\overline{20}$ ’ $\overline{30}$

の場合について以下の表に示凱

$h$ $||v_{0}||_{L}\infty$
$\sup_{w\in W}||Phw||_{L^{\infty}}$ $\sup_{w\in W}||(I-Ph)w||L\infty$

$||u-u_{h}\wedge||_{L^{\infty}}$ $\max u_{h}\wedge$

$\frac{1}{14}$ $0.568996$ $0.676267$ $5.136791$ $6382054$ $29848293$

$20$
$0.275962$ $0.241143$ $1269033$ $1786138$ $29552427$

$30$
$0.121014$ $0.090538$ $0.314894$ $0.526446$ $29389727$

このように高次要素を使うことで、 んについて高い order の $L^{\infty}$ 誤差評価を得ることがで
きた。
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