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1 はじめに

この講演では, -変数特殊関数について初心者向けの解説を行うこと
を目的とする. 具体的には, ガウスの超幾何関数とその合流型関数, すな
わちクンマーの合流超幾何関数ベッセル関数, エルミート関数そしてエ
アリ関数についてである. これらの関数については, 犬井鉄郎先生の名著
「特殊関数」 岩波全書に詳しく解説されているし,公式集でも知ることが
できるから, さまざまな公式を列挙しても仕方がないであろう. むしろ,
初心者の–人として, 特殊関数という対象をどのように理解したらいいの
かを素朴に考えてみようと思う.
特殊関数, とくにガウスの超幾何関数とその–族については, オイラ

一以来多くの研究があり, 膨大な知識の集積があるようである. これらの
関数の出所はいろいろあるが, ラプラス方程式, 波動方程式等の偏微分方
程式のさまざまな座標系に関する変数分離による解の構成はその–つで
ある. そして, 関数がどのような問題と関係するかに応じて数多くの公式
が得られてきた. このような歴史的背景に縁遠い初心者にとっては, 公式
集にでてくるさまざまな公式などは, 訳の分からない煩雑な知識の集積と
写るのではないだろうか. それは, 大方の数学者にとっても状況は変わら
ないように思える. ましてや前世紀から行われてきた, これら–変数特殊
関数の多変数関数への拡張の試みは, その多くは人工的なもので, 多くの
数学者の興味を引くものではなかったと思われる.

1975年に, 青本はガウスの超幾何関数のオイラ=積分表示に注目し,
超幾何関数を–次式のべき積の積分として–般化した. その後の発展は,
最近刊行された [AK] によって知ることができる. 1986年に Gel’fan旧ま

べき積の群論的意味を明確にすることによって, より –般の超幾何関数の
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定式化に到達している. ここでは, この Gel’fand の定式化をまねて, ガウ
スの超幾何関数だけでなく, 合流型と呼ばれている特殊関数もとらえ直し
てみる.

2 ガウスの超幾何関数

ガウスの超幾何関数は, べき級数

$F(a, b, c;x):= \sum_{=n\iota 0}^{\infty}\frac{(a)_{m}(b)_{m}}{(C)_{m}m!}X^{m}$ (1)

によって定義される. ここで, $c$ は負の整数ではなく

$(a)_{m}$ : $=$ $\{$

a$(a+1)\cdots(a+n-1)$ $m\geq 1$

1 $m=0$

$=$ $\Gamma(a+m)/\Gamma(a)$ ,

$\Gamma(a)$ は, オイラーのガンマ関数である. この級数は国 $<1$ で収束し, そ
こで正則関数を表す. よく知られているように $y(x)=F(a, b, C;x)$ は $\mathrm{P}^{1}$

上のフックス型微分方程式

$X(1-X)y^{N}+\{c-(a+b+1)x\}y-/ah/=0$ (2)

を満たす. 方程式の特異点は

$\{0,1, \infty\}$

である. 逆に $y(\mathrm{O})=1$ を満たす (2) の正則解は $F(a, b, c;x)$ であること

が容易に検証できる.

命題 1 ガウスの超幾何関数は, 仮定 $\Re(a)>0,$ $\Re(c-a)>0$ の下で, 次

の積分表示を持つ :

$F(a, b, c;x)= \frac{\Gamma(c)}{\Gamma(c-a)\Gamma(a)}\int_{0}^{1}u^{a-1}(1-u)c-a-1(1-Xu)^{-b}du$ . (3)

(3) において, 被積分関数は $\mathrm{C}$ における多価関数であるから, 積分が意
味を持っためには多価関数の分枝を指定しなければならない. ここでは,
$|x|<1$ のとき

. $\arg u=0$ , $\arg(1-u)=0$ , $|\arg(1-xu)|<\pi/2$
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となるように指定する. (3) を, 超幾何関数のオイラー積分表示という. ち
なみに $(1-xu)-b$ はオイラー核と呼ばれている. 命題 1の仮定は, 積分が
収束することを保証する. これがないときは, 発散積分の有限部分をとっ
て意味を付ける.

3 超幾何関数の退化

特殊関数の本をみると, ガウスの超幾何関数の他に代表的なものとし
て合流型関数というものが扱われている. それらは,通常クンマーの合流
超幾何関数,ベッセル関数エルミート関数そしてエアリ関数である. も

ちろん, そのほかにもさまざまな variation はある. いずれも 2階微分方
程式の解であり、次のような積分表示を持っている:

$F(a, b, c;x)=$ $C_{1} \int_{0^{u(u}}^{1a-}11-)c-a-1(1-Xu)^{-b}du$ ガウス

$1F_{1}(a, C_{)}X)=$ $C_{1} \int_{0}^{\infty_{e^{x\mathrm{u}}u}}a-1(1-u)c-a-1du$ クンマー

$J_{a}(x)=$ $C_{2^{\int_{\gamma_{1}}e^{\frac{=}{2}}}}(u-u^{-1})a-u^{-}1du$ ベツセル

$H_{a}(x)=$ $c,. \mathit{3}\int_{-\infty^{e}}\infty 2xu-\cdot ua-1duu2$ エルミート

$Ai(x)=$ $c_{/4^{\int_{\gamma_{2}}}}e-xu+u/33du$ エアリ.

上の積分にあらわれる積分路 $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ は, 関数の微分可能性や, 部分積分を
しても積分の項以外はでてこない事を保証するようにとる. このように
とっておくと, 上記の関数たちは, それぞれ次の微分方程式を満たすこと
が分かる.

$x(1-X)y’+’\{c-(a+b+1)X\}y-Jaby=0$ ガウス

$xy”+(c-X)y’-ay=0$ クンマー

$x^{2}y^{\prime/}+xy+’(X-2a^{2})y=0$ ベッセル

$y”-2xy-\prime 2ay=0$ エルミート

$y^{J/}-Xv=0$ エアリ

さて, ガウスを除いた合流型の関数や方程式は, ガウスのそれが退化した
ものといわれることが多い. その意味は, –つは方程式の特異点の合流と
いうことで説明される. 例を挙げる. ガウスの方程式 (2) において独立変

数とパラメータの変換
$x=\epsilon\xi,$ $b=1/\epsilon$ (4)
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を考える. すると (2) は

$\xi(1-\epsilon\xi)\frac{d^{2}\uparrow/}{d\xi^{2}}+\{c-(a+\cdot 1/\epsilon+1)\epsilon\xi\}\frac{d\tau/}{d\xi}-ay=0$ (5)

と書き直される. 極限 $\epsilonarrow 0$ をとると, クンマーの方程式を得る. この極
限操作において, 方程式の特異点に関してどういうことが起こっているか
を考える. 方程式 (2) では特異点は $\{0,1, \infty\}$ で, それらはすべて確定特
異点である. 変換 (4) によって (2) の特異点は $\{0,1/\epsilon, \infty\}$ となり, $\epsilon$ を $0$

に近づけるとき, $1/\epsilon$ は $\infty$ に近づいていく. 極限では $\infty$ に “合流” して
しまう. この結果, 二つの確定特異点 $\{1, \infty\}$ から–つの不確定特異点 $\infty$

が生じる. このような極限操作は “特異点の合流” と呼ばれている. それ
では関数のレベルでどのようなことが起きているだろうか. 級数 (1) に変
換 (4) を行うと

$\sum_{m}\frac{(a)_{n\iota}(1/\epsilon)_{m}}{(c)_{1?\iota}(1)\eta}(\epsilon\xi)^{m}$

を得るが,
$\epsilonrightarrow 01\mathrm{i}\iota \mathrm{n}(1/\epsilon)m\epsilon^{m}=1$

を用いて, クンマーの合流超幾何関数の級数表示を得る:

$1F_{1}(a, c; \xi)=.\sum_{1t1}\frac{(a)_{m}}{(c)_{m}(1)\eta}.\xi^{m}$.

また, 積分表示のレベルではオイラー核 $(1-xu)-b$ が $e^{\xi\cdot u}$ とラプラス核
に極限移行することに対応している:

$F(a, b, c;x)$ $=$ $C_{1} \int_{0}^{1}u^{a-1}(1-u)c-a-1(1-xu)^{-b}du$

$=$ $C_{1} \int_{0}^{1}u^{a-1}(1-u)^{c}-a-1(1-\epsilon\xi u)^{-1/\epsilon_{du}}$

$arrow$ $C_{1} \int_{0}^{1}u^{a-1}(1-u)^{c-}a-1ed\xi uu$

特異点の合流という考え方からすると, クンマーの方程式から得られ
るのはエルミートの微分方程式で, そのほかのベッセル、 エアリの方程式
は得られない. 通常は, これらはクンマーの方程式の特殊な場合として論
じられることに注意しておこう. ところで, この節のはじめに list uP し

た方程式や積分表示は, いったいどのような原理でできているのであろう
か. そして合流の操作やこれらの特殊関数について成り立つ公式は, どの
ように理解できるのだろうか?
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4 ガウスの超幾何の–つの理解の仕方

ガウスの超幾何関数の積分表示を, 青本と Gel’fandの考え方に従って
見直してみよう. 定数 $C_{1}$ を省略して

$F= \int_{0}^{1}u^{a-1}(\iota-u)^{c}-a-1(1-xu)^{-b}du$

を考える. 被積分関数は次のように構成されていることが分かる.

[I]3変数関数

$f(y_{1}, y2,?/3)$ $=y_{1}^{\alpha_{1,}}l_{2}/^{\alpha_{2}}\uparrow/3\alpha_{3}$

$(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \alpha_{3})$ $=$ $(a-1, c-a-1, -b)$

を考える.

[II] $f$ に $u$ の–次式を代入:

$(y1, \prime \mathrm{t}J2, \not\in J3)$ $=$ $(u, 1-u, 1-Xu)$ (6)

$=$ $(0, \cdot 1,1)+u(1, -1, -X)$

$=$ $(1, u)$

そして ,-次式の零点 $u=0$ と $u=1$ を結ぶ線分上で $u$ に関して
積分する.

Process [II] は, 次のように考えることができる: $\mathrm{R}^{3}$ において

$f=(y_{1})_{+}\alpha_{1}(?J2)^{\alpha}-\vdash^{2}(\tau/3)_{+^{3}}^{\alpha}$

を考え, y-空間において (6) でパラメータ表示される直線 L 上に制限し
て積分する. つまり, 定数倍の an止 iguity は残るものの, いわゆる Radon
変換を考えていることになる. これを複素変数に拡張するには, $f$ を $\mathrm{C}^{3}$

上の多価解析関数とみて, 積分変数も $\mathrm{C}$ の中の線分 $(0,1)$ を動くと考え
る. 次に, 積分 $F$ の別な表示を考えてみよう. $F$ において, 積分変数の変
換 $v=1/u$ を行うと,

$F= \int_{1}^{\infty}v^{b-a}(v-1)^{c-}a-1(v-x)^{-b}dv$
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積分の範囲を考えるときに, 被積分関数に現れる–次式の零点をつなぐ
path をとるという単純な原則は成り立たない. ここでは\sim $=1$ と, (こ
の表示からは見えない) $\infty$ を結んでいる. つまり, 上のような積分表示を
みても, $\infty$ を頭の中で意識しなければならないのである. それならば, $\infty$

が見えるように表示の仕方を変えてしまった方が自然であろう.
そこで, 積分変数の空間 $\mathrm{C}$ のコンパクト化 $\mathrm{P}^{1}$ を考えて, $F$ を $\mathrm{P}^{1}$

の homogeneous coordinate で書き換えることを考える. $(t_{0}, t_{1})$ を $\mathrm{P}^{1}$ の

homogeneous coordinate とする. $u\in \mathrm{C}\subset \mathrm{P}^{1}$ は $u=t_{1}/t_{0}$ によって決
まっているとする. すると

$F= \int_{\gamma}t^{-}0\alpha_{1}-\alpha_{2}-\alpha_{3}-2t^{\alpha}1(1t_{\mathit{0}}-t_{1})^{\alpha_{2}}$$(to -t_{1}x)^{\alpha_{3}}$ . $\tau$ , $\mathcal{T}:=t_{0dt}1^{-}t_{1}dt_{0}$ .

ここで

$\alpha_{0}+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha_{3}+2=0$ (7)

という関係で $\alpha_{0}$ を定めることにすれば表示はパラメータに関して対称な
形になる. さて, 新しく $t_{0}^{\alpha_{0}}$ という項が現れたが, これが見えなかった点
$u=\infty$ における情報を担っている部分である.
この積分をもう –度次のように解釈し直そう.

$\bullet$ $H$ を対角行列からなる $GL(4)$ の可換部分群とする. すなわち, 4
個の複素トーラスの直積群 $(\mathrm{C}^{\mathrm{x}})^{4}$ に同型な群である. $\mathcal{F}\tilde{I}$ をその普
遍被覆群とする. $\chi$ : $\tilde{H}arrow \mathrm{C}^{\cross}$ を解析的準同型 (指標) とする. これ

は, 適当な $\alpha=(\alpha_{0}, \ldots, \alpha_{3})\in \mathrm{C}^{4}$ をとって

$\chi(y;\alpha)=\prod_{40\leq\cdot j<}.\uparrow Ji\alpha_{i}$

で与えられる. $\alpha$ は (7) を満たすという仮定をおく.

$\bullet$

$\chi$ に $(t_{0}, t_{1})$ の斉次–次式

$(y\mathit{0}, y1,\iota/\prime\prime \mathrm{t}2, J3)=(t_{0}, t1)Z’$

を代入する. ここで

$z’=$ .
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. $\mathrm{C}^{2}$上の多価な–次微分形式 $\lambda’(t_{\sim}^{\gamma}’;c\mathrm{Y})\tau$ は, 仮定 (7) の下で $\mathrm{P}^{1}$ 上の

次微分形式と見なすことができて, それを $0$ を 1に結ぶ path 上
で積分する.

さて, それではなぜ, 行列 $z’$ で指定される特別な line $L$ 上で積分する
のであろうか? そこで, もっと–般の lirle 上で積分したらどうなるかを考
察する.

5 Aomoto-Gelfand 超幾何関数 (on $Z_{2,4}$ )

$2\cross 4$ 複素行列の空間

$Z:=$ { $z=(^{\gamma}\sim 0,$ $Z1,$ $\sim 27,$ $\sim 3\gamma)\in M(2,4)$ ; すべての 2-minor は non-zero}

を考える. これは–次式を決めるデータの空間である. $\chi$ : $\tilde{H}arrow \mathrm{C}^{\mathrm{x}}$ を指
標とすることは,前節のとおりとする. 積分

$F(z; \alpha):=\int_{\gamma}\chi(tz;\alpha)\tau$

を考える. ここで, $\gamma$ (は $\sim 07,$ $Z1,$ $\sim 27,$ $\sim 3\gamma$ が定める $\mathrm{P}^{1}$ 上の 4点の dual の点
をか space の点と考え,そのうちの 2点をつなぐ path である. 実際には,
path $\gamma$ 上で被積分関数の分枝を定めなければいけないのだが, ここでは

rough な言い方をしておく. すると次が成り立つ:

命題 2 $F$ は次を満たす:

$F(gz;\alpha)$ $=\det(j\mathrm{C})^{-}1F(Z;\alpha),CJ\in GL(2)$

$F(zh;\alpha)$ $=$ $\chi(/\mathrm{t};\alpha)F(^{\gamma}\sim).\alpha),$
$h\in\tilde{H}$

この命題が意味することは次のとおりである. $Z$ への $GL(2)\cross\tilde{H}$ の

作用に関する $z$ の orbit $O(z)$ を考えよう. 命題によれば, $O(z)$ 上の $F$ の

値は, $z$ における $F$ の値から簡単な factor をそれにかけることによって
知ることができる. すなわち,本質的な部分は, 各 orbit 上に代表点を定め
てその点における $F$ の値を知ることである.

$X(2,4):=GL(2)\backslash Z/H$

とおく. $F$ の本質的な部分は $X(2,4)$ 上の多価関数として理解される. ち
なみに, $X(2,4)$ は, グラスマン多様体 $C_{7}’\prime_{2}’,4$ の Zariski open set $GL(2)\backslash Z$
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に複素トーラス $I^{-}I$ が作用したときの orbit の空間と考えてもよいし, $\mathrm{P}^{1}$

上の相異なる 4点の空間 $Z/H$ に射影変換群 $PGL(2)$ が作用しこの作用
によって移りあう点の組は同–視した空間ともみなせる. すなわち, $\mathrm{P}^{1}$

上の–般の位置にある 4点のなす配置空間である. 射影変換によって $\mathrm{P}^{1}$

上の任意の異なる 3点は $\{\infty, 0, -1\}$ に移せることに注意すると, 次の命
題を得る.

命題 3 任意の $z\in Z$ に対して, $jC\in GL(2),$ $/\iota\in H$ が存在して

$gzh=z’=$ , $x\in \mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$

とできる. これにより $X(2,4)$ は $\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ に双正則な複素多様体で
ある.

以上の考察を (rough に標語的に) まとめると

ガウスの超幾何関数は, Cartan subgroup $H\subset GL(4)$ の普
遍被覆群の指標のラドン変換を考え, それを $GL(2)\cross H$ の作
用によって変数分離したものである.

6 クンマー, ベッセル, エルミートそしてエアリ

第 2節に挙げた, クンマー, ベッセル, エルミート, エアリ等の合流型
超幾何関数はどのようにとらえられるであろうか?
方針は単純で, $GL(4)$ の対角行列のなす可換部分群の代わりに次のよ

うな $GL(4)$ の可換部分群を考える. それらは 4の分割によって index付
けされている. $H_{(1)}1,1,1$, は上に述べた Cartan subgroup で,

$H_{(2,1,1)}.$ : $=$ $\{\}$

$\mathcal{F}I_{(2,2)}$ : $=$ $\{\}$
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$H_{(3,1)}$ : $=$ $\{\}$

$H_{(4)}$ : $=$ $\{\}$
を考える. そして, これらの群の普遍被覆群の指標を考え, その “ラドン変
換)’ として–般超幾何関数を定義する. ただし, 指標に代入する–次式を
指定するデータの空間 $Z$ は群に応じて変えなければいけない. 詳しくは

’ [KHTI] 参照.

では, 上の 4の分割に応じて定まる $GL(4)$ の可換部分群とはいった
い何であろうか?
答えは) $GL(4)$ の regular element (正則元) の centralizerである. こ

こで正則元とは, $GL(4)$ の元で, 随伴作用によるその軌道の次元が最大
となるものである. たとえば, semi-simple な regular element はすべて
の固有値が相異なる元である. そして, 線形代数から明らかなように, そ
れらは対角行列と共役で, 対角行列で与えられる正則元の centralizer は
,すべての正則な対角行列からなる群となる. すなわち, $FI_{()}1,1,1,1$ である.

必ずしも, semi-simple でない正則元の centralizer は, 正則元の固有値の
重複度を指定すると共役を除いて定まり, その代表が上に list up した群
だちである. 群 $\mathrm{f}I_{\lambda}$ の suffix となっている 4の分割 $\lambda$ は, 正則元の固有
値の重複度を表している.
古典的な合流型超幾何関数と 4の分割との対応は次のとおり:

$\lambda$ $=$ $(1, 1, 1, 1)rightarrow$ ガウスの超幾何関数
$\lambda$ $=$ $(2, 1, 1)rightarrow$ クンマーの合流超幾何関数
$\lambda$ $=$ $(2, 2)rightarrow$ ベッセル関数
$\lambda$ $=$ $(3, 1)rightarrow$ エルミート関数
$\lambda$ $=$ (4) $rightarrow$ エアリ関数.

古典的超幾何関数の–族のこのような理解の仕方によって, 今まで知
られている事実はどのように見えてくるだろうか? たとえば, 次のことが
分かる.
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$\circ$ 合流という操作は, 実は $GL(4)$ の様々なタイプの正則元たちの問の
隣接関係を具体的に書き下したものと理解できる.

$\bullet$ ガウスの超幾何関数について知られている “クンマーの 24個の解
は, 空間 $Z$ への $GL(4)$ のWeyl群の作用の結果として得られ, クン
マーの合流超幾何関数にたいして知られている第二変換公式

$1F_{1}(a, c;X)=e^{x_{1}}\Gamma_{1}^{\tau}(C-a, c;-X)$

も同様な理解の仕方ができる, [KK] 参照.

. 上の特殊関数のうちエアリ関数を除いたものは, すべてパラメータ
を含んでいる. そしてそのパラメータを整数だけずらして得られる
関数は元の関数に適当な微分作用素を施すことによって表現できる
これは隣接関係式と呼ばれているが, 上の理解の仕方によれば,

$GL(4)$ の Lie環の, Lie $H$ に関する root space 分解によって説明で
きる等である, [KHT2] 参照,

他にも論ずべきことは多いが, ここでこの拙い解説を終わる.
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