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1 はじめに

前の講演で述べたように, ガウスの超幾何関数の退化したものの–つ
として, 次の積分で与えられる Airy 関数がある:

$A(x)= \int_{\gamma}e^{xu-u^{\mathrm{s}}/}.3du$

ここで, 積分路は

で与えられる $\gamma_{i},$ $(i=1,2,3)$ のうちのいすれかである. $A(x)$ は次の微分
方程式を満たしている:

$\frac{d^{2}A(x)}{dx^{2}}-xA(x)=0$ (1)

これを Airy の方程式という. この事実は

$\frac{d}{du}e^{x\cdot u-u/3}.=(_{X}3-u2)e^{x}.u-u^{3}/3$

の両辺を $\gamma$ 上で積分して, Laplace 変換の下で $u\cross$ が $-d/dx$ に対応して

いることから分かる. 当たり前のことであるが, (1) は

$\frac{d}{dx}=$
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と同値である. このように Airy 関数を規定する–階連立微分方程式系
を書くということを, 多重積分で定義される -般 Airy 関数 (第 2節参照

$)$ に拡張したり, $\mathrm{A}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathfrak{c}\succ \mathrm{C}_{\mathrm{r}}\mathrm{e}1’ \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}$の超幾何関数にたいして展開されてい
る Intersection Theory を構成するための one step として, 一般 Airy 関
数に付随した de Rham cohomology を調べる.

2 一般 Airy 関数

古典的な Airy 関数は–重積分で表されているが, ここでは [GRS] に
おいて導入された, 多重積分による Airy 関数を考える. その定義を復習
しておく. $Z\subset M(r+1, n+1)$ を

$Z:=\{z=(z0’\ldots. ,\gamma)\sim’\iota\in M(r+1.n+1)\rfloor$ ; $\det(Z0,..\mathcal{Z}_{r})\sim 07=t(1.0,\ldots,0\text{ノ}.,\neq.0)’\}$

で定義する. ここで $z_{0}$ を上のように normalize する事は本質的ではない
ことを注意しておく. $GL(n)$ の可換部分群

$H=\{\}$

を考える. この群は Jordan 群と呼ばれる. $H$ の普遍被覆群 $\tilde{H}$ の指標を
記述するために, $x=(x_{1,\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ldots. .X_{n})$ の多項式 $\theta_{m}(x)$ を, generating function
を用いて

$\log(1+X_{1}T+x2\tau 2+\cdots+x_{n}T^{n})=m=1\sum\theta_{m}(X\infty)\tau m$

によって定義する. $x_{i}$ の weight を $i$ とすると $\theta_{m}(x)$ は total weight が
$m$ の weighted homogeneous polynomial である. このとき

命題 1 群 $\tilde{H}$ の指標 $\chi$ は

$\chi(h;\alpha)=/_{\mathrm{t}_{0}^{\alpha 0}\mathrm{e}}\mathrm{x}\mathrm{p}(_{1\leq i\leq n}\sum\alpha i\theta i(h1//\mathrm{t}0, \ldots, h_{n}/h\mathrm{o}))$

で与えられる. ここで, $\alpha=(\alpha_{0}, \ldots, \alpha_{n})\in \mathrm{c}^{n+1}$ である.
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一般 Airy 関数は, 次の積分で与えられる.

$A(z; \alpha)=\int_{\triangle}\chi(t_{Z};\alpha)d\iota 1\wedge\cdots\wedge dt_{r}$

ここで

$t=(1, b_{1,.-}., \iota_{r})\in \mathrm{C}^{r}$

で, $\triangle$ は $r$ 次元の chain で, $|t|arrow\infty$ のとき, 被積分関数が指数関数的に
$0$ に近づくようなものをとる. $Z$ の定義より $t_{\sim 0}7=1$ であるので

$F(t, z)= \sum_{1\leq i\leq n}\alpha.i.\theta i(t.Z_{1\prime\cdot\cdot\prime}\ldots t\sim_{l}7,)\in \mathrm{c}[t, z]$

とおくと, 被積分関数は

$\chi(tz;\alpha)=\exp F(t, Z)$

とかけることに注意する.

3 有理的 de Rham cohomology

次の記号を用いる

$\bullet T:=\mathrm{C}^{r}$ ; $t- \mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{c}}}\mathrm{e}$ ,

$\bullet M=T\cross Z$,

$\bullet$ $S(Z):=\mathrm{C}[z][\det(_{\sim}7)’-1]$ ; the ring of regular functions on $Z$ ,

$\bullet$ $\Omega_{T}^{\mathrm{p}}:=$ { polynomial $p$-forms in $t$ },

$\bullet\Omega_{\Lambda\prime l/Z}^{p}$
$:=\Omega_{\tau^{\otimes_{\mathrm{C}}S()}}pz$ .

$F$ は上に定義した多項式として, $\nabla_{F}$ : \Omega pM/Z\rightarrow \Omega pM+入を

$\nabla_{F}\eta=d\eta+dF\wedge\eta$

で定義する. ここで, $d$ は $t$ に関する外微分を表す. $\nabla_{F}$ は integrable で
ある, すなわち $\nabla_{F}\cdot\nabla_{F}=0$ が成り立つ.
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定義 2 複体 $C_{\nabla_{F}}:=(\Omega_{M/Z}, \nabla_{F})$ を

$0arrow\Omega_{M/z^{arrow}}^{0}F\Omega_{M}1\Omega_{M}\nabla\nabla_{F}/z/arrow 2z^{arrow}\nabla_{F}\ldots\nablaarrow F\Omega_{N}^{r}I/zarrow 0$ .

を $\mathrm{L}^{-\text{般}}$ Airy 積分に付随した twisted de Rham comp$lex$ と呼ぶ.

この複体の cohomology $H^{*}(C_{\nabla_{F}})$ について次を主張する.

定理 3 パラメータ $\alpha$ は $\alpha_{n}\neq 0$ を満たすとする. このとき

1) $H^{p}(C_{\nabla_{F}})=0$ for $p\neq r$ .

2) $H^{r}(C_{\nabla_{F}}’)$ は, 自由 $S(Z)$ -加群で i その階数は

rank $H^{r}((_{\text{ノ}^{}\gamma}\nabla F)=\cdot$

$H^{r}(C_{\nabla_{F}})$ の基底の取り方については, 第 5節で言及する.

4 アイデア

第 3節の定理を示すために, 上記の球体の cohomology の計算を,孤
立特異点を持つweighted homogeneous polynomial で定義される Koszul
complex の cohomology の計算に帰着させる.

1) $X:=\{(1_{r+1}, x^{J/}) ; x’’\in l\mathcal{V}I(r+1_{J}.n-r)\}$ とおく. また $S(X)$ $:=$

$\mathrm{C}[X^{\prime/}],$ $N:=\tau_{\mathrm{X}}x$ とおく. $X$ は $Z$ の部分空間と思うことができる. 従っ
て $N\subset M$ と思える. $N$ 上の関数

$G(t, x):=\log\chi(ix_{J}.\alpha)\in S(X)[t]$ ,

を用いて, 複体 $C_{\nabla_{G}},$ $=(\Omega_{\dot{l}\mathrm{v}/x}, \nabla G)$ を考え, その cohomology を $H^{*}(c,\nabla \mathrm{c}’)$

で表す. これは S(X)-加群である.

2) cohomologi6 $H^{*}(C_{\nabla_{F}})$ と $H^{*}(C_{\nabla})G$ を関係づける. そのために,
写像 $\beta$ : $Zarrow X$ を $(z^{J//}, z)->(1_{r+1}, (z’)-1_{Z’}/)$ で定義する. これによ

り, $Zarrow X$ は principal fiber bundle になる. 関数環に誘導される写像
$\beta^{*}$ : $S(X)arrow S(Z)$ によって, $S(Z)$ は $S(X)$-加群である. このとき, 次が
成り立つ.

$H^{*}(C_{\nabla})FH^{*}\simeq(C\nabla_{G})\otimes s_{(\mathrm{x}})s(Z)$ .
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3) 次に $H^{*}(C_{\nabla}.)G$ の計算を Koszul complex の cohomology の計算に
帰着させる.

$g(i)=\theta_{n}(t_{1}, \ldots, t_{r}, 0, \ldots, \mathrm{O})\in \mathrm{C}[b]$

とおく. これは, 変数 $t_{i}.$. の weight を $i/n$ としたとき, 多項式 $G’(t, X)$

の weighted homogeneous part の中で–番 weight の高い部分, すなわち
weight 1の部分を選び出したものである. Koszul 複体

$(\Omega_{T}^{\cdot}, d_{J}\mathrm{r}\wedge)$ : $0arrow\Omega_{T^{arrow}}^{0}\Omega dg\wedge\iota\tau^{arrow}\cdot\tau^{arrow}\ldots\Omega^{r}Tdg\wedge 2dg\Omega\wedge d\mathit{9}arrow\wedgearrow 0$

を考える. すると次が示せる: S(X)-加群の同型

$H^{*}(C_{\nabla_{G}}.)\simeq H^{*}(\Omega^{\cdot}dg\wedge)\tau’\otimes \mathrm{c}S(X)$

が成り立つ.

4) 以上で, 問題は cohomology $H^{*}(\Omega_{\dot{T}}., dg\wedge)$ を調べることに帰着した
. さて, 多項式 $g(t)$ に関しては次のことがすぐ分かる:

$\bullet$

$g$ は孤立特異点 $t=0$ を持つ weighted homogeneous な多項式で
ある.

$\bullet$ 孤立特異点の Milnor 数は

$\mu(g)$ $:=$
である.

この事実から, 次が分かる:

. $P\neq r$ のとき $H^{p}(\Omega.d\dot{\tau},g\wedge)=0$ である.

$\bullet$ $H^{r}(\Omega_{\dot{T}}, dg\wedge)\simeq \mathrm{c}[t]/(\partial_{1g}, \ldots, \partial_{r}g)$ は次元 $\mu(g)$ の複素ベクトル空
間である. ただし, $(\partial_{1g}, \ldots, \partial_{r}g)$ は $jC$ の偏導関数たちで生成され
る $\mathrm{C}[t]$ の ideal である.

$R=\mathrm{C}[t|/(\partial_{1g}, \ldots, \partial_{r}g)$ は $g$ の Jacobi ring と呼ばれる.
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5 $R$ の基底

ここでは, $\mathrm{C}$ 上の $R$ の基底について予想を述べる. そのために, いく
つか言葉を用意する.

$p\leq r$ なる 自然数 $P$ を取り $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{p})$ を分割とする. 分割は,
通常のように Young $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}_{C}\tau\iota \mathrm{n}$ を用いて視覚化される. 囚で diagram の

箱の数を表す. $\lambda$ に対する変数 $=(x_{1}, \ldots, x_{r})$ の Schur 関数を $s_{\lambda}(x)$ と

かく :

$s_{\lambda}(x)=$

$X_{1^{1}}^{\lambda+r}-1$ .. . $\prime x_{r}^{\lambda_{1}+1}.r-$

$X_{1}^{\lambda_{2}}+r-2$ ... $x_{r}^{\lambda_{2}+\cdot 2}7-$

: .$\cdot$
....

$X_{1}^{\lambda_{\Gamma-1}}+1$ ... $x_{r}^{\lambda_{T-}}1+1$

$x_{1}^{\lambda_{r}1}$ ... $T_{J}^{\lambda,}r$

$/|x_{1}’x_{1}^{r-1}..1^{-2}..\cdot$

$.$

.

$\cdot$

.

$\cdot.\cdot$

.

$X_{\text{ノ}^{}r-}X_{r_{1}}^{r-}.r...21|$

ただし, ここで $\lambda_{p1}+=\cdots=\lambda.\Gamma=0$ という便法を用いている. $s_{\lambda}(x)$ は $x$

の囚次斉次対称多項式である.
$t_{1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime}}\ldots$. $.t.r$ を $x$ の基本対称式とする. Suffix はその次数である . $s_{\lambda}(x)$

を $t$ の関数とみたものを $S_{\lambda}(t)$ とかく. これは, $t_{i}$ の weight を i とした
とき weighted homogeneous polynomial で, その次数はやはり囚である

$\mathrm{Y}_{r,n-r-1}$ によって length が $n-r-1$ 以下で depth が $r$ 以下の Young
diagram の集合を表す.

予想: $*[S_{\lambda}(i)](\lambda\in \mathrm{Y}_{r,n-r-1})$ は Jacobi ring の $\mathrm{C}$ 上の基底を与える.
ただし, $[S_{\lambda}(t)]$ は,g\mbox{\boldmath $\lambda$}(t) の定める $R$ の元を表す.

この予想については, いくつか状況証拠がある. たとえば, Jacobi ring
$R=\mathrm{C}[t]/(\partial g)$ は monomial からなる $\mathrm{C}$-basis を持つが, その分布を表す
Poincar\’e 多項式は

$P_{g}(T)$ $:=$
$\sum_{i}\mu_{i}T^{i}$ ,

$\mu_{i}$ $:=$ $\#$ { $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}$ of weight $i$, which form a basis of $R$}

で与えられる. このとき

$P_{\mathit{9}}(T)= \prod_{=i1}^{r}\frac{T^{n-i}-1}{T^{i}-1}$ .
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が成り立つ. [AVG] 参照. -方,

$P_{Y}(T):= \sum_{i}\nu_{i}\tau^{i}$ , $\nu_{i}:=\#\{\lambda\in \mathrm{Y}_{r},n-r-1 ; |\lambda|=i\}$
.

と定義すると, これは $P_{\mathit{9}}(T)$ と –致することが知られている, [Mac] 参照.
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