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1 はじめに

球男望の流体運動は、地球物理学, 宇宙物理学そして工学における興味から、
現在精力的に研究が進められている。その中で、球殻中の熱対流運動は, 地球大気
の大規模運動、地球内部のマントルにおける対流運動、地球および天体の磁場の維
持機構である磁気ダイナモの研究等と深い関わりを持ち、近年の計算機の急速な
発達とともにその研究内容も幅広いものとなってきた.
これらの研究において、電磁流体の運動等によって誘起される大規模磁場の発

生すなわちダイナモ効果は、流体力学的基礎研究の重要なテーマの–つである 1)。
ダイナモ効果に関する研究は、異なる分野間の交流によって新しい展開が生じた
例として重要であると言える。
球殻中の熱対流運動に対する双極子磁場の効果に関する研究は、このダイナモ

効果の研究の第–歩であり重要な位置づけにある。
このような流体運動を支配する物理的過程を調べるためには、対象となる流体

運動の適切なモデル化が重要である。このような流体運動の研究では、ブシネスク
近似および電磁流体近似 (MHD 近似) が用いられる。これらの近似において、熱対
流運動に対する外部磁場の効果は、速度場の運動方程式中のローレンツ力項およ
び磁場の誘導方程式中の熱対流運動による誘導磁場の項として基礎方程式に組み
込まれる。 したがって、双極子磁場は、磁場が無いときの熱対流運動と比較して、
熱対流運動にどのような影響を及ぼすのかという点がここで調べようとする中心
テーマである。
本研究では、双極子磁場が作用する球殻中に満たされた MHD 流体を内殻から

熱したときの安定性を数値的に調べた。特に、双極子磁場の熱対流系に及ぼす効果
を、臨界レイリー数に対する双極子磁場の効果、および熱対流パターンに対する双
極子磁場の効果の 2点を中心に調べた。

2 基礎方程式および境界条件

半径がそれぞれ $r_{1}$ と $r_{1}+d$ の同心二重球殻中に満たされた MHD 流体の運動
を考える。座標系は、原点を球殻の中心とする球座標 $(r, \theta, \varphi)$ を用いる (図 1参
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図 1: 系の概念図。点線は双極子磁場。

照)。内殻と外殻はそれぞれ–定温度 $T_{0}+\Delta T_{\text{、}}T_{0}$ に保たれている。内殻内部は密
度 $\rho_{0}$ の物質で満たされており、その中心に磁気双極子が存在する。MHD 流体の
性質は–様であると仮定し、その平均密度を\rho 、熱膨張率を \alpha 、熱拡散係数を $\kappa_{\text{、}}$

動粘性係数を \nu 、電気伝導度を \mbox{\boldmath $\sigma$}、透磁率を $\mu$ とする。 この MHD 流体には、球
殻の中心向きに次式で表される重力がかかっている。

$\mathrm{g}(\mathrm{r})=-g0\frac{r_{1}^{2}}{r^{3}}\mathrm{r}$ , (1)

ここで、 $\mathrm{r}$ は半径方向のベクトル、 $r=|\mathrm{r}|_{\text{、}}$ go は内殻表面での重力加速度である。
MHD 流体には, 内部発熱が無いと仮定する。このとき, 境界条件を満たす平

衡温度場は球対称であり, 次式で与えられる.

$T(r)=T_{0}+ \triangle T\frac{r_{1}}{d}(\frac{r_{1}+d}{r}-1)$ . (2)

内殻の中心には磁気双極子モーメント $M$ の磁気双極子が存在し、MHD 流体には
この双極子によって誘起される双極子磁場が作用している。透磁率は全空間で–定
値\mu をもち、 この磁場による永久磁化は生じないと仮定する。このとき, 磁束密度
$\mathrm{B}$ は次式で与えられる。

$\mathrm{B}=(\frac{2M\cos\theta}{r^{3}},$ $\frac{M\sin\theta}{r^{3}},$ $0)$ . (3)

次に、長さ、時間、温度、圧力、磁束密度の代表的なスケールとしてそれぞれ
$d,$ $d^{2}/\kappa,$ $\triangle T$ . $\rho\kappa^{2}/d^{2}$ . $M/d^{3}$ を用いて、各物理量を無次元化する。 このとき、系
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を支配する無次元化パラメータは、アスペクト比 $R=r_{1}/d_{\text{、}}$ Rayleigh 数 $Ra=$

$\alpha g_{0}\triangle Td^{3}/\kappa\nu_{\text{、}}$ Prandtl 数 $P_{1}$ =\nu /\mbox{\boldmath $\kappa$}、磁気 Prandtl 数 $P_{2}=\sigma\mu\nu_{\text{、}}$ Chandrasekhar
数 $Q=\sigma M^{2}/\rho\nu d^{4}$ である。Bousinessq 近似の下で、速度場の撹乱 u、温度の掩乱
$\ominus$ , 磁束密度の掩乱 $\mathrm{b}$ を支配する線形化された MHD 方程式は,

$0$ $=$ $\nabla\cdot \mathrm{u}$ , (4)
$0$ $=$ $\nabla\cdot \mathrm{b}$ , (5)

$\frac{\partial \mathrm{u}}{\partial t}$ $=$ $- \nabla p-RaP_{1}\gamma(r)\ominus \mathrm{r}+P_{1}\nabla^{2}\mathrm{u}+\frac{QP_{1}^{2}}{P_{2}}[(\mathrm{B}\cdot\nabla)\mathrm{b}+(\mathrm{b}\cdot\nabla)\mathrm{B}]$ , (6)

$\frac{\partial \mathrm{b}}{\partial t}$ $=$ $( \mathrm{B}\cdot\nabla)\mathrm{u}-(\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{B}+\frac{P_{1}}{P_{2}}\nabla 2\mathrm{b}$ , (7)

$\frac{\partial\ominus}{\partial t}$ $=$ $\tau(r)\mathrm{r}\cdot \mathrm{u}+\nabla 2\ominus$ , (8)

ここで、 $\gamma(r),$ $\tau(r)$ は

$\gamma(r)=\frac{R^{2}}{r^{3}}$ , $\tau(r)=\frac{R(R+1)}{r^{3}}$ (9)

で定義され、 $P$ は圧力の掩乱である。本研究において、掩乱の境界条件は簡単のた
め次のようにとった。

$r=R,$ $R+1$ において $\mathrm{u}=\mathrm{b}=0,$ $\ominus=0$ . (10)

この研究では、掩乱の場が軸対称であると仮定する。このとき, $\mathrm{u},$

$\mathrm{b}$ は流れ関数
$\psi(r, \theta, t),$ $\omega(r, \theta, t),$ $\xi(r, \theta, t),$ $\eta(r, \theta, t)$ を用いて、

$\mathrm{u}=(\frac{1}{r^{2}\sin\theta}\frac{\partial\psi}{\partial\theta’}-\frac{\mathrm{l}}{r\sin\theta}\frac{\partial\psi}{\partial r},$ $\frac{\omega}{r\sin\theta})$ ,

$\mathrm{b}=(\frac{1}{r^{2}\sin\theta}\frac{\partial\xi}{\partial\theta}$ $- \frac{\mathrm{l}}{r\sin\theta}\frac{\partial\xi}{\partial r’}\frac{\eta}{r\sin\theta})$

(11)

と表すことができる。 (11) 式で表される $\mathrm{u},$

$\mathrm{b}$ は連続の式 $\nabla\cdot \mathrm{u}=0\text{、}\nabla\cdot \mathrm{b}=0$ を

自動的に満たす。$r=R,$ $R+1$ における変数 $\psi,$ $\omega,$ $\xi,$ $\eta,$
$\ominus$ に対する境界条件

(10) $\#\mathrm{h}_{\text{、}}$

$\psi=\frac{\partial\psi}{\partial r}=\omega=\xi=\frac{\partial\xi}{\partial r}=\eta=\ominus=0$ (12)

によって与えられる。 $\psi,$ $\ominus,$ $\xi$ の式と、 $\omega,$ $\eta$ の式は互いに独立しており、MHD
流体の線形安定性を調べるため、 $\psi,$ $\ominus,$ $\xi$ に関する方程式のみを連立して解けば
よいことが容易に示される。
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3 数値解析

変数\psi , $\xi,$ $\ominus$を次のように関数展開する。

$\psi(r, \theta)$ $=$ $\sum_{0l=}^{L}\sum_{m=0}^{M}\psi m\iota G_{7n}(r)\hat{P}_{l}+1(\cos\theta)$,

$\xi(r, \theta)$ $– \sum_{l=0}^{L}\sum_{m=0}\xi MmlG_{m}(r)\hat{P}\iota+1(\cos\theta)$ , (13)

$\ominus(r, \theta)$ $=$ $\sum_{0l=}^{L}\sum_{m=0}\ominus_{m}M$

.
$\iota F_{m}(r)P\iota(\cos\theta)$ .

ここで $L,$ $M$ はそれぞれ $r$ . $\theta$ 方向の展開打ち切り項数。展開関数 $F_{m}(r),$ $G_{m}(r)$

は、 $m$ 次の Chebyshev 多項式 $T_{m}(x)$ $(x\in[-1,1])$ を用いて、

$F_{m}(r)=(1-X^{2})T_{m}(X),$ $G_{m}(r)=(1-X^{2})^{2}\tau_{m}(x)$ , ただし $r= \frac{x+1}{2}+R(14)$

で定義され、各 $m$ 毎に境界条件 (12) を満たしている。 また $\hat{P}_{l}(\cos\theta)$ は l次の

Legendre 関数 $P\iota(\cos\theta)$ を用いて次式で定義される。

$\hat{P}_{l}(\cos\theta)=\sin\theta\frac{\partial P_{l}}{\partial\theta}(\cos\theta)$ . (15)

行列の固有値固有ベクトルの計算には二重 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$法および Newton-Raphson 法
を用いて解いた。打ち切り項数の最大値は、$(M, L)=(30,30)$ である。

静止状態のまわりでの線形安定性解析において、赤道に関して対称な掩乱と反
対称な撹乱は、それぞれ独立に取り扱うことができる。
本研究では、 \theta 方向の掩乱の振舞いを評価するために、速度場の半径方向成分

u,のパワースペクトル $E_{l}(u_{r})$ を導入する。

$E(u_{r})$ $=$ $\iiint||u_{r}(r, \theta)||^{2}r^{2}\sin\theta drd\theta d\varphi$

$=$ $\sum_{=l1}^{L+}E_{l(}1ur)$ . (16)

ここで $E_{l}(u_{r})$ は次式で定義される。

$E_{l}(u_{r})= \frac{2\pi l^{2}(\iota+1)^{2}}{2l+1}\sum_{m=0m}^{M}\sum^{M},\psi m=0l\psi_{m\iota}l\int R\prime R+1G_{m}(r)cm(r)r^{-2}dr$ . (17)

線形安定性を調べているので、 $\psi,$ $\xi,$ $\ominus$ の振幅は–意に決まらない。エネルギー
スペクトルの考察においては、 $E(u,)=1$ に規格化して考えるものとする。
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図 2: 臨界 Rayleigh 数 Ra。の外部磁場依存性。実線は対称モード、破線は反
対称モードの臨界値を表す。各曲線のアスペクト比 $R$ は上より順に $R=1$ ,

2, 3, 4, 5である。Chandrasekhar 数の定義より、MHD 流体にかかる磁束密
度は、 同じ $Q$ 値に対して $R^{-3}$ に比例する。 したがって $Q/R^{3}$

. の値を横軸に

とって臨界値を比較してある。

4 結果および考察

本研究では、熱不安定性に対する双極子磁場の影響を調べる。双極子磁場の効
果は、Lorentz力および熱対流による誘導磁場として基礎方程式中に表現されてい
る。双極子磁場の強さを表すパラメーターは Chandrasekhar 数 $Q$ である。以下に
おいて、臨界 Rayleigh 数 Ra。および線形中立解の対流パタ $-\backslash \nearrow$の $Q$ 依存性につ
いて考察する。

4.1 臨界 Rayleigh数の外部磁場依存性

臨界 Rayleigh 数 $Ra_{c}$ の外部磁場依存性を、アスペクト比 $R$ 毎に調べた (図 2)。
$\text{アス^{ペ}クト比および臨界_{}\dot{\text{モ}}}-\text{ト^{}\backslash ^{\backslash }}$ の対称性に依らず、 $Ra_{c}$ は $Q$ の増加関数となっ

ている。すなわち外部磁場が強いほど、熱対流の発生は抑制される。 また、 $Ra_{c}$

$\text{の}.Q$ 依存性は、磁場の強さによって大きく二つの領域に分割されることが分かる。
まず外部磁場が強い場合、 $Ra_{c}$ はアスペクト比および臨界モードの対称性によ
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図 3: 臨界 Rayleigh 数 Ra。の外部磁場依存性。$R=1$ の場合のデータをプ

ロットしなおしたもの。

らず、
$Ra_{c}\propto Q\overline{\overline{2}}$ (18)

に従っている。この領域での重要な特徴の–つは、反対称モードが系の臨界 Rayleigh
数を与えていることである。すなわち、外部磁場が強い領域においては、アスペク
ト比によらず反対称な流れが生じやすくなる。
次に磁場が弱い場合について調べる。図 3は、縦軸を $Ra$

。
$-Ra_{\text{。}}(0)$ にとって、

$R=1$ の場合の臨界 Rayleigh 数をプロットしなおしたものである。ここで、 $Ra_{\text{。}^{}(0)}$

は $Q=0$ の場合の臨界 Rayleigh 数である。この量を以下「臨界 Rayleigh 数の増
加量」と呼ぶ。磁場が弱い領域では、内殻半径によらず、臨界 Rayleigh 数は外部
磁場の強さ $Q$ に対して、

... .
$\cdot$

$Ra$
。

$-Ra_{c}^{(0}\propto Q$) .. . (19)

の依存性を持ち、 またこの性質は $R$に依らないことが分かった。

4.2 臨界レイリー数の内殻半径依存性

図 4に $Ra$
。

$-Ra_{\text{。}}(0)$ の $R$ 依存性を図示した。ここでは Chandrasekhar 数を
$Q=CR^{3}$ ( $C$は定数) として、臨界 Rayleigh数の増加量を比較した。臨界 Rayleigh
数の増加量 $Ra$

。
$-Ra_{\text{。}^{}Q=0}$ は、 $R$ の増加ともに減少し、

$Ra$
。

$-Ra_{\text{。}^{}Q=}\propto R0-2.5$ (20)

53



図 4: 臨界 Rayleigh 数の増加量 $Ra_{c}-Ra_{c}^{(}0$) のアスペクト比 $R$ 依存性。各
曲線の Chandrasekhar 数は上より順に $Q=R^{3}\mathrm{X}10^{3},$ $R^{3}\mathrm{x}10^{2},$ $R^{3}\cross 10$ で

ある。

に従っている。

4.3 外部磁場が熱対流パターンに及ぼす影響

次に外部磁場の影響による、臨界モードの対流パターンの変化を考察する。磁
場がない場合 (Q=0)、臨界モードの\theta -方向の関数形は特定の $l$に対する Legendre
関数 $P_{l}^{\mathrm{m}}(\cos \theta)$ で与えられることが知られている。
図 5に、 $R=1$ の場合における臨界モードの $\psi$ の等高線図を示した。$R=1$ ,

$Q=0$ のとき、臨界の $l$は、対称モードが l=4、反対称モードが $l=5$ によって与
えられる。
図 $5(\mathrm{b})$ より明らかなように、外部磁場 $\mathrm{B}$ は、 臨界モードの対流のパターンに

大きな影響を与える。まず対流ロールの振幅に関して、赤道付近のロールが相対的
に強調されている。次に、対流ロールの流線の向きが、外部磁場の向きに揃う方向
に変形されている。
図 6に、反対称臨界モードの場合の\psi の等高線図を示した。 対称流れの場合と

同じように磁場が強くなると極付近の対流は抑制される。対称モードの場合と同
様、流線が磁力線の向きに変形している。磁場が強くなるにつれて、赤道上の対流
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図 5: 対称臨界モードの $\psi$ の等高線図。

(a) $Q=0,$ $(\mathrm{b})Q=10^{4}$ .
図 6: 反対称臨界モードの $\psi$ の等高線図。

(a) $Q=0,$ $(\mathrm{b})Q=10^{4}$ .

図 7: 流体層の中心 $r=R+1/2$ における 図 8: 流体層の中心 $r=R+1/2$ における反

対称臨界モードの $\psi$ の振幅。実線: $Q=0$ , 対称臨界モードの $\psi$ の振幅。実線: $Q=0$,

破線: $Q=1$ , 点線: $Q=10^{3}$ . 破線: $Q=1$ , 点線: $Q=10^{3}$ :
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図 9: 対称臨界モードのエネルギースペク 図 10: 反対称臨界モードのエネルギースペ
トル。各スペクトルの Chandrasekhar 数は クトル。各スペクトルの Chandrasekhar 数
内側から広がる方へ向けて、 $Q=0,10^{-3}$ , は内側から広がる方へ向けて、$Q=0,10^{-}3$ ,
$10^{-2},10^{-1},10^{0},10^{1},10^{2},10^{3}$ である。 $10^{-2},10^{-1},10^{0},10^{1},10^{2},10^{3}$ である。

ロールの南北方向のサイズが大きくなる。
図 7に、流体層の深さ方向の中心の位置 $r=R+0.5$ での臨界モードの $\psi$ の振

幅をプロットした。磁場が強くなるにつれて、極付近の対流ロールの振幅は相対的
に弱くなっている。 しかし、対称モードの $\psi$ のゼロ点の $\theta$ の位置、すなわち対流
ロールの南北方向の幅はほとんど変化しない。

方、図 8に示すように、反対称モードの場合には、磁場が強くなるにつれて、
流れ関数 $\psi$ のゼロ点の位置が変化する。また、極付近において極端に振幅が減衰
している。

この結果より、外部磁場が強くなるにつれて、極付近に発生する対流の振幅は
相対的に弱くなる。

4.4 形成されるロールの数

ここでは、速度場の撹乱の半径方向成分 $u$ , の \theta -方向のエネルギースペクトル
$E_{l}(u,)$ の分布の、外部磁場依存性を調べ、仏方向に形成されるロールの個数との
関連を議論する。図 9に、アスペクト比 $R=1$ の場合の、対称臨界モードの $u_{r}$ の

エネルギースペクトル $E_{l}(u_{r})$ をプロットした。
先述したように、磁場の無い場合、臨界モードは特定の lで与えられるので、ス

ペクトルはその $l$に鋭いピークを持つ分布となる。外部磁場がかかると、その $l$の
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だけでなく、サイドバンドのモードも次第に励起されていき、磁場の強さに伴っ
てエネルギースペクトルのバンド幅が、広がっていくことが分かる。このバンド幅
の広がりは、外部磁場が流体運動を、磁力線の向きに制御したため生じたものと考
えられ、図 5および図 6における対流パターンの変化と対応している。
対称モードの場合は、外部磁場の強さによらず、 $l=4$ のモードが卓越してい

る。 したがって、対称モードの対流パターンの形成には、 $l=4$ のモードが最も大
きな影響力を持っており、図 5に示したようにロールの個数が 4個であることと対
応している。

方、 反対称モードの場合には、磁場が弱いうちは、$l=5$ のモードが卓越し
ている。 しかし, 外部磁場が大きくなるにつれて、 $l=3$ のモードの励起が著しく
なる。図 10より、Chandrasekhar 数 $Q=10^{3}$で、 スペクトルのピークは $l=5$ か

ら $l=3$ へと入れ替わる。このピークの入れ代わりは、図 6において示した、対
流パターンの変化と対応付けられる。$Q=0$ の場合、 $l=5$ のモードの影響でパ
ターンが形成されているので、対流 $\text{ロ}-j\triangleright \text{が}$ 5個はっきりと現れている。 しかし、
$Q=10^{3}$の場合には、 $l=3$ の $\text{モ}-\text{ト^{}\backslash ^{\backslash }}$ の卓越によって、対流パターンが形成されて
いるものと考えられ、大きなロールの個数は 3個に減少している。
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