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\S 1. INTRODUCTION

1.1取り扱う特異点.

Gorenstein 商特異点 (X, $x$ ) とは局所的に $(\mathbb{C}^{n}/G, 0)$ と同型な特異点である. ただし、

ここで群 $G$ は $SL(n, \mathbb{C})$ の有限部分群である.

(例) A7’型特異点

An型特異点は C2を巡回群 $G$ で割ったときにできる特異点である. つまり 群 $G$ は

diag$(\dot{\hat{\circ}},-\vee^{-1}-)$ (\v{c}は 1の原始 $(n+1)$ 乗根) で生成される. したがって $(x..y)$ を $\mathbb{C}^{2}$の座標

とするとき、群 $G$ の作用は次のようになっている.

$(x_{l}.y)-(^{\sim}.\wedge\vee X_{:^{\dot{\hat{\mathrm{C}}}y)}}.-1$ .

このとき $G$-不変式として $x,$$yn+1n+1$ , xyがとれる. よって群 $G$ による不変式環 Rは

$R=\mathbb{C}[_{X}, y]^{c}=\mathbb{C}[_{X^{n+1}}\mathit{1}^{\cdot}y\prime xy]n+1.$.

$=\mathbb{C}[x_{\text{ノ}}.Y_{J}.z]/(XY-z^{n+}1)$
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となる. つまり X:=C2/G=SpecRは

$f.(x.y.\mathcal{Z})=x2+y^{2}+\approx n+1=0$

なる方程式で特徴づけられる超曲面特異点である.

さらに特異点は原点 $(0,0)$ のみの孤立特異点であることも方程式

$\frac{\partial f}{\partial x}$

.
$= \frac{\partial f}{\partial y}$

.
$= \frac{\partial f}{\partial\approx}$

.
$=f$

.
$=0$

を解くことによりわかる.

Gorenstein 商特異点には 2次元、 3次元の場合次のようなものがある.

(1) 2次元の場合

$A_{n},$ $D_{n’ 6}E,$ $E_{\overline{l}},$ $E_{8}$型特異点のいずれかであり、すべて孤立超曲面特異点である.

(2) 3次元の場合

$SL(.3, \mathbb{C})$ の有限部分群は全部で 12種類ある. 特異点の様子は超曲面でないも

の、孤立特異点でないものも多くある.

1.2特異点の解消.

特異点は周りに比べて尖っていたりするところであるが、 それを滑らかな点にする操

作が特異点解消である.

$f$ : $X’$ \rightarrow Xが特異点解消であるとき $X$の特異点 $P$ 以外のところは同型のままで

$X-\{p\}\cong x’-\{f^{-1}(p)\}$ となっている. また特異点解消によって新たに現れるところ

$f^{-1}(p)$ を例外集合という.

1次元の場合を考えてみると次図のようにもともと接線が 2本引けるようなところが

特異点である. そこで各点での接ベクトルが滑らかになるようにパラメトライズする操

作が特異点解消にあたる. このとき新たに出てくるパラメータスペースにあたるところ

が例外集合である.
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これはジェットコースタ一の影が –点に交わっていても実際にはぶつかっていない

ことに似ている $|$

1.3分類理論に現れる特異点.

高次元代数多様体の分類理論には canonical $\sin_{\mathrm{o}}o\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\text{、}$ terminal singularity という

特異点が出てくる. ここではその定義と 2次元、 3次元で知られている結果をまとめて

おく.

定義. Xが canoni $cal$ singularity (または terminal singularity) であるとき以下の性質

が成り立つ.

(1) canonical bundle Kxが $\mathbb{Q}_{- \mathrm{c}_{\mathrm{a}\mathrm{r}}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$ である. つまり整数数 $(q)$ 倍して Cartier

divisor になる. この qを index と呼ぶ.

(2) 任意の特異点解消 $f$ : $X’arrow X$に対しての関係式

$R_{X’}’=f^{*}.K_{X}+ \sum aiE_{i}$

においてすべての例外因子 $E_{i}$の係数 a6が $0$ 以上 (または $0$ より大) である.

定義. 特異点解消 $f$ : $X’$ \rightarrow Xが $I\backslash ^{r}x\prime\prime=f^{*}I\iota_{X}^{r}$ をみたすとき crepant resolutionである、

という.

注意.

1. Crepant resolution は minimal resolution である.

2. $X$が terminal singulafity のとき crepant resolution は存在しないが、$X$が terminal

singularity でないとき crepant resolution があるとは限らない.

事実. 任意次元で Gorenstein 商特異点は index 1の canonical singula.rjty-&同じである.
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2次元では次のように完全に分類されている.

canonical $\Leftrightarrow\wedge 4_{n-}.D_{n},$ Et ; $E,-.E_{8}$ . 非特異点

$\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\Leftrightarrow$ 非特異点

しかも Crepant resolution $=\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ resolution であることもわかっている.

3次元では完全に分類されているのは terminal singularity のみである.[MO] しかしそ

の分類により Gorenstein 商特異点はすべて tereminal でない canonical singularity であ

ることがわかる. したがって crepant resolution が存在する可能性がある.

その可能性が物理の事実から明らかになってきた. 超弦理論で $\mathrm{v}_{\mathrm{d}}^{-}’.\mathrm{f}_{\mathrm{d}}’$‘の公式と呼ばれ

るものである:

物理的事実. [DHVW] Mを複素多様体とし、$G$ がそこに作用する群とする. 商空間 $M/G$

の canonical bundle が自明なとき $M/G$ の crepant resolu tion $M/G$が存在する. さらに

M/Gの位相的オイラー数は次の orbifold Euler数 $\backslash (M.G)$ と–致する.

$\lambda’(M, G):=\frac{1}{|G|}\sum_{gh=hg}\chi(\mathit{1}\mathrm{t}/^{\mathit{9}}I\mathrm{n}Mh)$ ,

ただし、和は群 $G$ の中の可換な組すべてに対してとる.

この事実をもとに数学として次の予想がたてられた.[HH]

予想. 群 $G$ を $SL(3_{l}.\mathbb{C})$ の有限部分群とする. $X=\mathbb{C}^{3}/G$ とするとき、Xの crepant

resolution Xが存在する. さ $\iota_{o\text{に_{}-}}^{-}\tilde{\mathrm{v}}$ のオイラー数は $G$ の共役類の数と–致する.

注意. 代数多様体の分類理論では与えられた多様体に対して極小モデルを構成し分類す

る. 2次元の場合は極小モデルは–意的に決まるが、 3次元以上は複数個存在すること

がわかっている. しかし、上の予想が正しいとすると $X$の極小モデルはすべて非特異で

あることがわかる. また crepant resolution もひとつの $X$に対して複数個存在するが、

オイラー数が不変量となるのは 3次元以下の特殊性である.
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$\S^{\underline{y}}$ . RESOLUTION

定理 21. .\S 1の予想は正しい !

この定理の証明の基本となった特異点解消は トーリック幾何学を用いたものであった.

そこでまず、 toric resolution について述べる.

2.1 Toric resoution.

アフィント一リック多様体 $X_{\sigma}$は

$N$ : 格子、$M:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(l\mathrm{v}, \mathbb{Z})$ : 双対格子

に対して

$N_{\mathrm{R}}\supset\sigma$ : cone $\text{、}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{p}\wedge^{/\backslash ^{\gamma}}\mathbb{R}=7\mathit{1}$

$\mathit{1}\mathrm{W}_{\mathrm{R}}\supset\check{\sigma}$ : dual cone $=\{\xi\in \mathit{1}\mathrm{t}/I_{\mathrm{P}_{\backslash }}|\langle\xi, x\rangle\leq 0_{J}.\forall x\in\sigma\}$

から決まる有限生成環 $A_{\sigma}=\mathbb{C}[\check{\sigma}\cap \mathit{1}\mathrm{t}/I]$ により、 $\wedge \mathrm{Y}_{\sigma}:=\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}A}}\sigma$ で与えられる.

定義. \Sigma が扇 (fan) であるとは $\wedge^{/\mathrm{V}_{\mathbb{R}}}$の中の cone の集まりであって、次の 3つの条件を

みたすものをいう.

(a) \Sigma のすべての cone は頂点を持つ.

(b) \tau が \Sigma の cone \mbox{\boldmath $\sigma$}の面 (face) であるとき、 $\tau$ もまた\Sigma の colle である.

(c) $\sigma$ 及び \mbox{\boldmath $\sigma$}’が $\Sigma$の中の cone であるとき、 \mbox{\boldmath $\sigma$}\cap \mbox{\boldmath $\sigma$}’は $\sigma$ 及び \mbox{\boldmath $\sigma$}’の面である.

定義. このような扇\Sigmaによって定まる トーリック多様体 $-\mathrm{t}_{arrow}^{\vee}\nabla$を\Sigma に付随したトーリック多

様体という.

以下 トーリック多様体の特異点解消について知られていることをまとめておく.

(1) 特異点解消 $f$ : $x_{\Sigma’}arrow \mathrm{s}\mathrm{x}_{\underline{\nabla}}$は (射影性を仮定しない場合) $-\backslash ^{\tau}---\mathrm{c}$.の中の cone \mbox{\boldmath $\sigma$}の

単体分割で与えられる. $n=2_{:}.3$ の場合、 crepant resolution になる.

(2) 上の単体分割で新たに生じる頂点は例外因子にあたる.

(3) $x_{\Sigma}$のオイラー数は $\Sigma$の中にある $n$ 次元 cone の個数と–致する.
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22定理 21の証明の概略.

証明はすべて群 $G$ の分類によるものであり、分類を使わないものはまだない.

(1) Abelian (対角行列のみで生成される群) :S7 [M1] $\text{、}89$ [R1]

トーリック幾何学を用いると、crepant resolution は三角形の中の格子点を頂点とする

三角形分割に対応している.

つまり $g\in G$ に対して $g^{r}=1$ とすると 1の原始 $r\text{乗根}\vee^{\wedge}\sim$を用いて $\backslash (/=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(^{\wedge}\vee- a .\vee-\wedge b,\cdot\sim\vee^{-C})$

と書ける. この元を $\frac{1}{r}.(a.b.C)$ と表すとき、 集合

$\{\frac{1}{r}$ (a $b.c$) $\in G,$ $a+b+c=r,$ $0\leq a_{:}b.c’\leq<r\}$

を\Phiとおく.

Toric resolution を用いるため、
$N:= \mathbb{Z}^{3}+\sum_{v\in\Phi}\mathbb{Z}v$

とすると $*\backslash _{\mathrm{P}\mathrm{u}}^{r}$
( の中の cone は

$\sigma=\{\sum_{i=1}^{3}xiei\in \mathbb{R}^{\mathit{3}}.\cdot,$ $x_{i}\geq 0_{:}.\forall i\}$

と書け、 $X_{\sigma}=\mathrm{S}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}\mathbb{C}[\check{\sigma}\cap M]$ は $X=\mathbb{C}^{3}/G$ と–致する.

またこの場合、 crepant resolution は

$\triangle:=\{\sum_{i=1}^{3}$ $xiei\in \mathbb{R}^{3},$ $\sum_{i=1}^{3}X_{i}=1\}$

の単体分割として与えられる.

(2) 超曲面特異点 ’92 $[\mathrm{B}\mathrm{M}]_{\text{、}}’ 93[\mathrm{M}2]_{\text{、}}’ 93$ [R2]

,92年 Bertin $\backslash$ Markushevich が具体的に定義方程式を使って blow $\iota\iota \mathrm{p}$ をすることに

より、特異点解消を構成した. 同様の方法で’93年に Markushevichが位数 168の群、続

いて Roan が位数 60の群に対して構成した. これにより $SL(.3_{:^{\mathbb{C})}}$ の中の単純正すべて

の場合が解決された.

(3) Monolnial (生成元が monomial matrix のみ) ’94 $[\mathrm{I}1],[\mathrm{I}2].[\mathrm{I}.3]$

,94年 trihedral 群に対して構成した方法が monomial群すべてに有効であることがわ

かった. この特異点は トーリック特異点でもなく 超曲面特異点とも限らない. 特異点解

消では群 $G$ の可解性を用いた.
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ちなみに txihedral 群とは対角行列と

$T=$ .

で生成される群のことで [I1] にて命名された. この群 $G$ の中の対角行列すべては $G^{r}$ の正

規部分群 G’をなし、特異点解消は次のように構成される.

$\tilde{X’}$

$\downarrow\tau$

$1’\sim$ $arrow\overline{\mu.}$
$\iota^{\sim}/’/\mathfrak{U}_{3}$.

$\downarrow\pi$ $\downarrow\tilde{\pi}$

$\mathbb{C}^{3}arrow \mathbb{C}^{3}$
.

$/G’=\mathrm{Y}rightarrow\mu \mathbb{C}^{3}/G=X$

(4) 残りの群に対して ’94 [R3]

monomial群の場合とほぼ同様に特異点解消が構成できることがわかった.

以上により $SL(3., \mathbb{C})$ のすべての有限部分群に対して crepant resolution が存在するこ

とがわかった.

疑問 ?. なぜ crepant resolution のオイラ一数 $.\chi(\tilde{X})$ は群 $G$ の共役類の数と–致するの

だろうか ?

\S 3. $\cdot$

$‘ \mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{A}\mathrm{Y}$ 対応: $\circ$

3.1 2次元の $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{y}$ 対応.

$\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{y}$ 対応というのはひとことで言うと群 $G$ の表現と $\mathbb{C}^{2}/G$ の特異点解消の間にあ

る対応のことである. (ここで群 $G$ は $SL(2.\mathbb{C})$, の有限部分群)

(1) 有限群の表現

$G\subset SL(2, \mathbb{C})$ の自明でない既約表現を $\rho_{1},$ $\cdots.$, 偽とする. また $G$ の $sL^{-}(2_{:}\mathbb{C})$ への表

現を $\rho$とする. このとき、
ゐ

$\rho_{i}\otimes\rho=\sum\alpha_{ij}\rho_{j}$

$j=1$

をみたす $\alpha_{ij}$が存在する.
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ここで $C,$ $=[a_{ij}]=2I_{k}-[\alpha_{ij}]$ とおくと Cはカルタン行列と呼ばれる行列になってい

る. この行列は単純リー環の分類のときに出てきたもので次の法則にしたがってディン
$l$

キン図形を構成することができる.

(1) $a_{ij}=-1\Leftrightarrow$

(2) $a_{ij}=0\Leftrightarrow$
$\mathrm{O}\backslash$

$\mathrm{o}\mathrm{j}$

(2) 特異点の解消

$\mathbb{C}^{2}/G$ の極小特異点解消によって出てくる例外因子の双対グラフはディンキン図形に

なる. またさらにカルタン行列の $(- 1)$ 倍 -Cは例外因子 (例外曲線) の交点行列に等

しい.

以上のことより 2次元の Gorenstein 商特異点の場合も $\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{X1\mathrm{t}}}$
’ resolution のオイラー

数が共役類の数と–致していることがわかる.

3.2 “
$\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{y}$ 対応”.

以下簡単のため、 1の r乗根を $\epsilon=e_{\vee}\mathrm{x}_{\mathrm{P}}(\frac{2\pi i}{r})$ とする.

定義. 群 $G$ が $SL(n, \mathbb{C})$ の有限部分群のとき任意の元 gは $SL(n, \mathbb{C}.)$ の中で対角化可能で

$g\sim \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\sim\vee\wedge a1, \cdots,\hat{\circ})a_{n}$ となる. これを

$\frac{1}{7}.(a_{1}. ‘ \cdot\cdot, \mathit{0}_{:n}^{\cdot})$

と書くことにする. このとき

$\alpha=\frac{1}{r}\sum a_{i}7l$

$i=1$

を gの age と呼ぶ.

注意 age(id) $=0$ とする. このとき $0\leq \mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}(g)<n$ かつ age$(g)$ は整数. また元 $g$ と $h$ が

群 $G$ の中で共役なよら age は等しくなる.

定理 3.1. [IR] $X=\mathbb{C}^{n}/G$ とする. $X$の任意の特異点解消 X’に対して $a_{\mathrm{o}}\sigma\cdot e(g)=1$ の共役

類と X’の中の crepant divisor は 1対 1対応する.

証明は (1) トーリック幾何学を用いて巡回群の場合を示し、 (2) 一般の場合には

discrete valuation の分岐理論を用いて巡回群の場合に帰着させることによって示される.

この定理は群の分類によらず、任意の特異点解消に対して成り立つことがポイント !
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系 3.2. Crepant resolution Xが存在するとき、 $\mathrm{a}_{\mathrm{o}}^{q}e(g)=1$ の共役類と例外因子は 1対

1対応する.

さらに 3次元の場合、 crepant resohtion $f$ : X\rightarrow Xが存在することより次が成り

立つ.

定理 3.3. (3次元 $/\prime Mc\mathrm{A}’\mathrm{a}\mathrm{y}$ 対応 $\prime\prime$ )

$age=\mathit{0}rightarrow H^{0}(\lrcorner\tilde{\mathrm{Y}}.\mathbb{Q}’)$ .

$age=lrightarrow H^{2}(\lrcorner\tilde{\mathrm{Y}}, \mathbb{Q})rightarrow z\tilde{\mathrm{Y}}$ の中の例外因子,

$age=\mathit{2}rightarrow H^{4}(_{z\tilde{\mathrm{Y}}}, \mathbb{Q})rightarrow f^{-1}(0)$ の中の例外因子.

\S 4. 例

例 1.

ここでは定理 3.1の応用として得られる 2次元の新しい McKay 対応について解説す

る. 特に D4型特異点の場合を見てみる.

D4型特異点を生じる有限群 $G$ は次の 2つの行列 $A,$ $B$によって生成される.

.
$\sim.\cdot$ . $A=,$$B=$ .

ただし、 $i=\sqrt{-1}$とする.

(1) 群 $G$ は 3つの巡回群を部分群として持っている :

$\langle A\rangle,$ $(B\rangle,$ $\langle AB\rangle$ .

(2) (1) で得られた $\langle$ $g)$ に対して $\mathbb{C}^{2}/(g\rangle$ の toric resolution を与える.
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なおこの特異点解消の様子は $\langle A4\rangle$ の場合を考えれば他の場合も同様にわかる.

$rightarrow \mathrm{d}_{\iota\backslash b}1$

A $A^{2}$ $A^{3}$.

$\langle A\rangle$ : $\mathrm{O}-\mathrm{O}-\mathrm{O}$

$B$ $B^{2}$ $B^{3}$

$\langle B\rangle$ : $\mathrm{O}-\mathrm{O}-\mathrm{O}$

AB $(AB)^{2}$ $(AB)^{3}$

$\langle$ AB) : $\mathrm{O}-\mathrm{O}-\mathrm{O}$

(3) 更に群 $G$ の中で各元の関係をみると、

$A\sim A^{3},$ $B\sim B^{\mathrm{s}_{!}}.AB\sim BA$

が成り立つ.

(4) 定理 3.1より共役ならば同じ例外因子に対応することがわかる. したがって例外

集合の様子は $D_{4}$型のディンキン図形として得られる.

$A$ $-1$ $B$

$\mathrm{O}-\mathrm{O}-\mathrm{O}$

$1$

AB $\mathrm{O}$

例 2 (Trihedral群).

Trihedral 群は対角行列で生成される群 $H\subset SL(.3.J\mathbb{C})$ と

$T=$

176



で生成される. 群 Hはひとつ以上の対角行列

$A_{i}= \frac{1}{r_{i}}$ ( $a_{i:}f_{J}i$ .ci) . $a_{i}+b_{i}+c_{i}=7^{\cdot}i$

で生成されており、これは通常 $A_{i}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(_{\hat{\mathrm{C}}^{a_{i}.b_{i.\wedge}}},\overline{\circ}.,’\vee c_{i})$ と書かれ \epsilon は 1の原始 ri乗根で

ある. 更に $H\triangleleft G$ .

この群による商特異点が trihedral singularity であるが、その特異点解消については

[I1,2] で構成された.

ここでは特に $H= \langle\frac{1}{3}(0,1,2), \frac{1}{\mathrm{a}}(1.2,0\ovalbox{\tt\small REJECT}), \frac{1}{3}(2,0_{;}1)\rangle$ の場合をみる. 明らかに $G=$

$\langle\frac{1}{3}(0,1,2), T\rangle$ は位数 27の群である.

$G$ は age 2の元としてただひとつ-.13(2, 2, 2) を持ち、あと 25個の age 1の元を持つ.

$SL(3\backslash \mathbb{C})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の部分群に対して非孤立特異点を与える元はすべて age が 1の元である. した

がっていまの場合、age$=1$ の元の集合 $\Gamma_{1}$ は

$\Gamma_{1}=\cup HT\cup HT^{2}$

$G$ の中の共役関係より

$. \frac{1}{3}(a, lj, c).\sim\frac{1}{3}(l_{J_{t}c,a}.)$ , $\forall \mathit{0}_{\text{ノ}},.l),$ $c\in\{0,1_{:^{2\}}}$ ,

かつ

$T\sim.(a, b, c)T\overline{3}\perp$ , & $T^{2}\sim.(a, b, C)\overline{3}\perp\tau^{2}$
$\forall a\neq b$ .

このように crepant resolution $\tilde{X}arrow X=\mathbb{C}’/G$ の例外因子は次の age$=1$ の共役類と

1 $\Phi 1\mathrm{x}_{\backslash };r_{\backslash }\llcorner \text{し}\backslash \text{て}\mathrm{A}\mathrm{a}\text{る}$ :
$\frac{1}{3}(0,1.\mathit{2})\text{ノ}$ . $\frac{1}{3}(0,2.1)\text{ノ}.\frac{1}{3}(1_{J}.1.1’)’$.

$T,$ $\frac{1}{3}(1.1,1)T,$ $\frac{1}{3}(2,2_{l}.2)T$ ,
$T^{2}$ . $\frac{1}{3}(1.1.1\prime\prime)\tau^{2},$ $\frac{1}{3}(\mathit{2},2,2)T^{2}$ .

これらの元は $H^{2}(\tilde{X}_{!}.\mathbb{Q})$ の基底と対応しているので $h^{2}(_{-}\chi^{\tilde{-}}.\mathbb{Q}\ovalbox{\tt\small REJECT})=9$. –方定理 33より

$H^{4}(\tilde{X}, \mathbb{Q})$ の基底は F2 $= \{\frac{1}{3}(2,2,2)\}$ と対応している. この Poincar\’e 双対 $H_{c}^{2}(ti\iota dex.\mathbb{Q}\ovalbox{\tt\small REJECT})$

$\text{は}\Gamma_{1}^{(0\rangle}=\{\frac{1}{3}(1,1.\cdot, 1)\}$ に対応する基底を持っている. 特にオイラ一数 )$.(arrow\tilde{\mathrm{Y}})$ は

$\chi(\tilde{X})=h^{02}(\lrcorner\tilde{\mathrm{Y}}.\mathbb{Q}\text{ノ})\cdot+h(\wedge\tilde{\mathrm{Y}}, \mathbb{Q})+h4(-\tilde{\mathrm{v}}.\prime \mathbb{Q})=1+9+1=11$

$=\#$ { $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{j}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{C}\backslash .’$’class in $G$ }.
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