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1. はじめに

$\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}^{+},$ $\mathrm{N},$ $\mathrm{R},$
$\mathrm{R}^{+}$ をそれぞれ整数全体の集合, 負でない整数全体の集合, 自

然数全体の集合, 実数全体の集合, 負でない実数全体の集合とする.
$\mathrm{C}$ を実 Hilbelt 空間 $\mathrm{H}$ の空でない閉部分集合とする. 写像 $T:Carrow C$

は, 次の条件を満たすとき nonexpansive mapping といわれる:

任意の $x,$ $y\in C$. に対して $||Tx-\tau_{y}||\leq||x-y||$ .

最初の nonexpansivemapping に対するエルゴード定理は Baillon [1] に
よって次のように得られた:

定理 A $C$ を空でない閉かつ凸な $H$ の部分集合とし, $T$ を $C$ から $C$

への nonexpansivemapping とする. もし $T$ が不動点を持てば, $\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{s}\acute{\mathrm{a}}1\backslash \mathrm{O}$

means $(1/?l) \sum^{r}k=0T^{k_{X}}\mathit{1}-1$ は $T$ の不動点 $y$ に弱収束する. もし $C=-C$, で

$T$ が odd,(すなわち,T(-x) $=-T(x)$ ) ならば, $Sx$ はある $T$ の不動点 $y$

に強収束する.
このとき $\backslash X\in C$. に対して $y=Px$ とおく と $P$ は $C$ から不動点

集合 $F(T)$ の上への nonexpansiveretraction となり, $?l\in \mathrm{Z}^{+}$ に対して

$PT=TP=P$ で $X\in C$ に対して $Px\in \mathrm{c}1_{\mathrm{C}\mathrm{O}}\{\tau^{n}X;n\in \mathrm{Z}^{+}\}$ となってい

る. ここで $\mathrm{c}1_{\mathrm{C}}\mathrm{o}A$ は $A$ の凸包の閉包である.
$S=\{T(s)_{\backslash }s\in \mathrm{R}^{+}\}k:C\mathrm{B}_{\mathrm{a}}\text{ら}C\text{への}$ nonexpansive mappings $\text{の}$

family とする. このとき $S$ は次を満たすとき $C$ 上の nonexpansive semi-
group という: $T(s+.\mathrm{f})=T(6’)\tau(f)(.\forall s, t\in \mathrm{R}^{+})$, かつ写像 $t\mapsto T(t.)_{X}$ は

任意の $x\in C$ に対して連続. Baillon と Br\’ezis [5] は次の定理を証明した:

定理 $\mathrm{B}$ もし $S$ の共通不動点集合 $F(S)$ が空でないとすると, $(1/t)$ 充 $T(s)xC\iota s$

は $t$. $arrow\infty$ のときある共通不動点 $y$ に弱収束する.
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このとき $y=Px$ とお $\langle$ と, $P$ は $C$ から $\mathrm{F}(S)$ の上への $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}1^{\mathrm{r}}\mathrm{e}$

retraction $\vee \mathrm{C}^{\backslash },$ $P\tau(s)=T(s)P,$ $s\in \mathrm{R}^{+},$ $l\mathrm{a}^{-\supset PX}\in \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{o}\{T(s)x, s\in \mathrm{R}^{+}\}$ . $\backslash \mathit{1}^{\cdot}\in$

$C$ となっている.

定理 $\mathrm{A},$ $\mathrm{B}$ のような $P$ を Ergodic retraction という. 定理 A は, $S=\mathrm{Z}^{+}$ ,
定理 $\mathrm{B}$ は $S=\mathrm{R}^{+}$ でいずれも $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}$) $\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}$ 空間のとき、ある nleall の net が $(^{-\backslash }\Gamma-$

godic $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}$,raction に弱.又は強収束することをいっている. エルゴート定理に
おいて, この ergodic $\Gamma \mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot\kappa \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}P(=T(l^{\iota}))$ が unique に存在することが本
質的である. この unique な存在を仮定してみる. $\{\ell\iota_{\text{。}}\}$ を asymptotical\’iy
invariant な $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}$ の net; 例えば $S=\mathrm{Z}^{+}$ で、 $l^{l}$.。

$=_{l^{l_{\gamma?}}}=(1/ \uparrow\iota)(\sum\prime i=0\delta\iota-1(\cdot i))$

(.3章参照) とする. $1^{\cdot}(S)$ を 6だけ shift する operator とする. $\{s_{/\mathit{3}}\}$ を
$S$ の任意の $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}$ とし, { $l$ を

$\{\uparrow\cdot(-5_{\mathit{3}}-’)*\ell l1(i^{*}\cap-\}_{1\mathit{3})}\text{。},/$

の cluster point, $\{(c\iota’\beta’’,)\}$

を $\{(\mathit{0}\cdot., \beta)\}$ の subnet で $\{r(S/\mathit{3};)^{*}\ell l_{\mathfrak{a}-},’\}arrow\ell^{l}$ , となるものとする. すると $l^{l}$

は invariant mean となり 7 $T(\cdot l\cdot(g.\theta’)^{*}l^{\iota_{\underline{\prime})}\prime})x$ は $T(l^{l})x$ に弱収束する- $T(\ell\iota)$

が unique なので, $T(\uparrow\cdot(S\beta)^{*}\mu\text{。})_{\backslash }\iota$
. は $T(l^{l})\iota \mathrm{t}$’ へ弱収束する. $\{s_{/\mathit{3}}\}$ は $S$ の

任意の net なので, これは $T(r(\mathit{8})^{*}\ell^{(_{\text{。}}},)\backslash ’\iota$. が $s\in S$ に関して–様に $T(l^{l})x$

へ弱収束することがわかる (こごで, 例えば $T$ を nonexpansive とし,
$T(\uparrow l)X=T^{n}x$ とすると, $T(l^{(-?},)x=(1/ \uparrow\tau)(\sum?i=0)?\tau_{I}$? となり, 定理 A が得
られる).

この ergoclic retraction の存在は Hilbert 空間において, 非可換である
amenable semigroup に対して $\mathrm{T}\mathrm{a}1_{1}r\mathrm{a}$hashi [40] によって証明され, uniformly
convex な Ballach 空間において可換な $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}\iota_{\mathrm{D}}$ に対して Hirano, $\mathrm{I}^{-}\backslash \mathrm{i}\mathrm{d}_{0}$

ancl T硅浦 ashi [16] によって証明された.
我々は Banach 空間において非可換な $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\iota\iota \mathrm{P}$ に対しての ergodic

retraction に関する定理を得たので 2節で報告する. 3節では, nonexpan-
sive senligl$\cdot$ O\iota \iota p 上の almost orbit を拡張した alinost nonexpansive curve
のエルゴート定理を.\acute 4節では可換な $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}\mathrm{o}n_{\mathrm{P}}$ 上の強エルゴート定理
について報告する.

2. Asymptotically Invariant Net と不動点集合

$S$ は次が成り立つとき, semitopological senligroup という: Hausdorff
topology をもった senligroup で. $\forall t\in S$ に対して, $S$ から $S$ への写像
$s->.st,$ $.s\mapsto t,s$ が連続.

$E$ を実 Banach 空間.\acute $C_{b}(S, E)$ を $S$ から $E$ への有界連続写像か
らなる SIIP llornl による Banach 空間とおく. $\mu\in C_{b}.(S)^{*}$ が $C_{b}(S)$ 上
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の $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{n}$ であるとは, IIxlI $=\mu(1)=1$ のときをいう. これは又, $\forall f\in$

$C_{b}(S),$ $\underline{1\mathrm{i}111}f(.5)\leq lt\text{げ})$ $\leq\overline{1\mathrm{i}\mathrm{n}1}_{\sim^{\mathrm{Q}\in}}Sf(6)$ と同値である. この $l^{l_{\wedge}}$ に対して,
vector vahted mean $\tau(l^{l},)$ を定義する. すなわち

$\tau(\mu)\in L(C_{y}’,(s).\prime E\mathrm{I}$

で, $||\tau(l\iota)||=1,$ $\tau(l^{p},)\backslash x\cdot=X,$ $x\in E$ となるものである. ここで, Banach 空
間 $E,$ $F$ に対して $L(E_{\mathrm{B}}.F)$ は $E$ から $F$ への有界線形写像からなる Banach
空間である. $S$ を位相空間.\acute $C_{C’}’(S, E):=$ { $f\in C_{b}.(s,$

.

$E);f(S)$ が相対弱 compact}
とおく.

定義 $([13, 40, \mathit{2}3., 1_{\overline{l}}])$ $f\in C_{\mathrm{C}’}(S_{\wedge}.E),$ $\mu\in c_{b}(s_{)^{*}}$ に対して $x_{\mu,f}^{**}$
.

$x^{*}-\rangle l^{(_{S}\langle f(S)},\cdot,$ $i\mathrm{t}:^{*}\rangle(\in E^{**})$ とお \langle と $x_{\mu,.\dagger}^{**}\cdot\in E$ . $\tau=\tau^{E}\in L(c_{\text{ノ}}b(s)*,$ $L(\mathrm{c}_{C’}(s, E),$ $E\mathrm{I})$

を $\tau(\{l)f=x_{\mu,]}^{*}*$. で定義する. これは well defined であることがわかる. 次
が成り立つ.

命題 ([23])
(i) $||\tau(\mu)f.||\leq||\mu|||\}f.||$ ,

(ii) $\tau(\mu)_{X}=_{l(}\iota 1).\mathrm{t}.$ ,

(iii) $\delta(s\cdot)\in C_{b}(S)\mathrm{x},$ $\delta(s\cdot)f=f(s),$ $.f\in C_{b}(S),$ $\in(s)\in L.(C_{c}.(s, E),$ $E),$ $\in(s)g=$

$jC(S)$ . $y(\in C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}c’$ (S. $E$ ) とおくと, $\tau(\delta(s))=\in \mathrm{i}(s)_{\backslash }$

(iv) $S$ : seinitopological senligroup とすると, $\ell\iota\in C_{b}(S)*,$ $S\in S$ に対
して, ” $(r(s)^{*}\mu)=\gamma\cdot(S^{\cdot})*T\langle\{l)$ .

この性質を使うと, nlean を使った計算が簡明になる.
$S$ Er semitopological silnigroup $\text{とし},$ $S=\{T(s);s\in S\}\text{を}C-\mathrm{k}\text{の}$

nonexpansive semigroup とし, 共通不動点集合 $\mathrm{F}(S)$ が空でないとする.
このとき, $T(\cdot)x\in C_{\mathrm{C}’}(S, E)$ である. $T(\mu)x:=\tau(\mu)(T(\cdot)_{X)}$ とおく. すな
わち.\acute $\forall x^{*}\in E^{*}$ に対して,

$\langle T(l^{l)_{\mathit{1}x^{*}}\rangle}.\cdot,=\langle\tau(l^{l})(T(\cdot)\mathrm{c}l\cdot), x^{*}\rangle=\ell\iota_{S}\langle\tau(_{\mathit{8})}X, x^{*}\rangle$ .

$l^{1}(s)$ $:=$
$\{f. : Sarrow \mathrm{R};||f||_{1}:=.\sum_{s\in s}|f.(_{S)}|<\infty\}$ ,

$l^{\infty}(..S)$ $:=$
$\{f. : Sarrow \mathrm{R};||f.||_{\infty}:=\mathrm{s}\sim^{\mathrm{s}\in s}\mathrm{u}_{1}\mathrm{J}|f.(s)|<\infty\}$

とおく. すると $l^{1}(S)^{*}=l^{\infty}(S.)$ である. $(l(S)f)(t)=f(st),$ $(r(s)f)(t_{J})=$

$f.(t_{S)}$. とおく.
$E$ を $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{m}11^{\vee}v$ convex Banach space, $C$ を $E$ の非空な有界凸集合,

$S=\{T(S)_{\backslash }s\in S\}$ を $C’$ 上の llonexpansive semigroup とする. 我々は次

185



の定理を得た.

定理 ([21])
(a) $C_{b}(S)$ が left$|\mathrm{i}_{11\mathrm{v}_{\dot{c}}\uparrow 1}\cdot \mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ nnleann を持つと仮定すると, finite nnean の

net $\{\lambda_{\cap-}\}$ が存在し
$1\mathrm{i}\mathrm{n}1\text{。}||T(\iota(t.)^{*}/\backslash _{\text{。}}).?\cdot-T(l(t_{S}.)\cross\backslash _{\cap}/).\iota\cdot||=0$ uniformly in $t\in S(\forall s\cdot\in$

$S,$ $\forall x\in C)$ .

(b) $S$ : right reversible とすると, $\forall.\tau\in C,$ $\forall$ finite mean $/\backslash \mathrm{o}\mathrm{n}$ $C_{b}.(S)$

に対して.\acute
$1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}t\in s||T(s)T(\iota(t,)^{*}/\backslash ).l\cdot-^{\tau}(l(St.)*\backslash /\mathrm{I}x||=0$ uniformly in $6\in S.$ ここ

で, finite mean とは.\acute ( $\mathrm{O}\{\delta(.s\cdot)_{\backslash }S\in S\}$ の元のことである.

(a) については, $||T(\iota(\dagger)^{*}\lambda_{\cap-})x-T(\iota(\dagger.S)^{*}/_{\mathrm{o}}\backslash )x||\leq||/\backslash _{O}-l(s\cdot)^{*}/\backslash$
。

$||$ なの

で, 可換のときは Day の定理 [12] より成り立つ. 非可換のときは Mackey

topology $\tau(l^{1}(s), c_{b}(s))$ を考えることになる. このとき,

$\{\langle T(t\cdot)x, x^{*}\rangle;t$. $\in S, x^{*}\in B(E^{*})\}$

の absolutely covex hull が $\sigma(C_{b}(S), l1(s))-$ 相対 compact であることを

証明することが必要になり, この Lennna は有用である.

(b) について: $S$ を可換とし\mbox{\boldmath $\lambda$} $=\Sigma_{j}^{1\mathrm{t}}=1^{C\iota_{j}}(\delta si)$ : finite nlean とする. こ

のとき, Hirano, Kido and $\mathrm{T}\mathrm{a}1_{\mathrm{t}}\prime \mathrm{a}$hashi $[1^{\check{\mathrm{I}}}0]$ より,

$1\mathrm{i}\mathrm{n}t\in,\mathrm{s}^{1}’||T(s)\tau(_{/}\backslash )\tau(t)X-\tau(\lambda)\tau(S)\tau(t)X||$

$=$
$1\mathrm{i}\mathrm{n}_{}\mathrm{r}t\in 5$

$||T(.5^{\cdot}) \sum_{=j1}aj\tau(5_{?}^{\cdot}\cdot)T(t).\iota\backslash -\prime l.?\sum_{=?1}(_{-}\iota?\cdot(s_{i})T(s)T(f_{l}\mathrm{t}\tau.)X||$

$=$ $0$ , $\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}.\mathrm{V}\text{ノ}$ in $s\cdot\in S$ .

すなわちこれは, $T(s)$ は十分時間が経った orbit 上では ほとんど affine
であることを言っているが, (b) はこの nonconunutative senligroup の

version である.

これらを使って.\acute 次の定理を証明できる.

定理 ([21]) Sを $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{o}}\mathrm{g}}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{a}1_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{P}$とし, $E$ を uniforrnly convex
Banacll space, Cを非空な有界閉凸集合な $E$ の部分集合 とし, $S=$

$\{T(s\cdot);s\in S\}$ を $C$ 上の llonexpansive sennigroup とする.
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$l^{l}\text{を}C_{b}(S)$ lt $a$) mean $k\rceil_{\vee},$ $\wedge^{\prime \mathrm{t}(S)}:=\{s\in S;st=ts, \forall t\in S\},$ $S\text{の}$

algebraic center とする. 次が成り立つ.
(a) $T(l\iota)\text{は}$ C-k nonexpansive:
(b) $T(l^{l}).\tau^{\backslash }$. $\in \mathrm{F}(S)(\forall.\mathrm{t}\cdot\in C)$ とすると, $T(\ell l,)$ は $C$ 上 retraction である ‘

(C) $S$ を right reversible な selnigroup, $\mu$ をある right invariant mean
とする. このとき.\acute

(i) $T(\ell^{l}\dot{\mathrm{I}}T(s)=T(\mu),$ $\forall s\in S$ ;
(ii) $T(s\cdot)T(\ell l)=T(k\iota),$ $\forall s\cdot\in\Lambda(S)$ ;
(iii) $T( \mu)_{\mathrm{J}}\cdot\in\bigcap_{s\in^{\sigma}}.$ clco $\{T(t)_{X}; t$. $\geq.s\},$ $\forall x\in C$ .

これは $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}.J$ Kido and Takahashi [16] を拡張している.

(注意) [18] では次を証明している: $S$ を right Eberlein-weakly ahnost
periodic (すなわち $\{T(s)_{X};s\in S\}$ が $C_{b}(S,$ $E)$ のなかで相対弱 colnpact)
を仮定すると, (b) $T(l^{l})x\in \mathrm{S}(S)$ がいえる. よって, (C) (ii) が $\forall s\in S$ に

対して言える.

3. 可換な semigroup 上での Almost Nonexpansive
Curve

$S$ を可換な $\mathrm{s}\mathrm{e}111\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{p}_{\mathrm{J}}.H$ を $\mathrm{H}\mathrm{i}1]_{)\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{t}}$ 空間 とする. $u$ : $Sarrow H$ が

almost nonexpansive curve (ANC) であるとは, -.- $(\cdot$ , $\cdot)$ : $S\cross Sarrow \mathrm{R}$ が存
在して) $\forall.s,$ $t.,$ $h\in S$ に対して,

$||n(s+h)-\mathrm{t}l,(t$. $+h)||^{2}\leq||u(S)-u(\theta)||^{\underline{9}}+\in(s, t)$

$\sigma,\dagger\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1-.\wedge(s\cdot, t)=0$ .

ここで例を与えよう. 次のコーシー問題を考える:

$\{$

$\frac{du}{\mathrm{r}lt}$

.
$(f.)+Au(\dagger)\ni f(t.)$ , $t$. $>0$

$u(0)=x$ ,

$(*)$

$A\text{を}H^{\vee}C\mathit{0})$ nlaximal monotone operator, $f\in L^{1}(0, \infty ; H),$ $x\in \mathrm{c}1D(A)$ .
$(*)$ は, unique な integral solution $u(t)$ をもつ. この ti : $\mathrm{R}^{+}arrow H$ は

ANC となる.

ここで, $\overline{\mathrm{c}}(s.t)=\int_{\backslash }^{\infty}||f.(\theta)||cl\theta+\int_{t}^{\infty}||f.(\theta)||cl\theta$ .
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一般にある nonexpansive senligroup の almost orbit は ANC となる.
$u$ : $Sarrow H$ は $‘ \mathrm{t}\mathrm{c}\cdot \mathrm{u}\mathrm{r}\backslash \cdot \mathrm{e}$

” なので, 不動点集合を定義できない. それに代
わるものとして次の集合を定義する:

$F_{1}(u):=\{_{c}\iota\cdot\in H;||\iota((f)-.\iota\cdot||\leq||l\mathrm{t}_{}(.;\cdot)-.\iota\cdot||. t\geq s\}$ ,

$F(u):=\{x\in H\backslash \exists 1\mathrm{i}\ln\in||n(.\mathrm{s})-_{\mathrm{t}}\iota\cdot||\}$ ,

$X$ を translation invariant な $l^{\infty}(.S)$ の部分空間とし, constant を含む
ものとする. X上の invariant mean { $l$ に対して,

$F_{k^{(}}(u)$ $:=\{x\in H;||u(f)-x||^{2}\leq||u(s)-x||^{2}+\ell\iota_{t}\epsilon(s, t),$ $t,$ $s\in S,$ $t\geq$

$s\}$ .

一般に, $F_{1}\subset F_{\mu}\subset F$が成り立つ.

nonexpansive senligroup $S=\{T(s);S^{\vee}\in S\}$ に対して $\mathrm{F}(S)\subset F_{1}(T(\cdot)x)$

である.

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉部分集合, $u$ : $Sarrow C,$ , 有界, $\mu$

を $X$ 上の submean ([30] 参照) とし, $\mu$-asylnptotic center を次で定義す
る:

$\ell(,- Ac(u, c, ):=\{.’\epsilon\in C ; \mu_{\mathrm{c}}9||u(s)-x||^{2}=\inf_{y\in c^{\ell l_{\sigma}}},’.||u(S)-y||^{2}\}$ .

$u=T(\cdot)a$ . の時は不動点の singleton となる. 我々は次の定理を得た.

定理 ([22]) $u$ : $Sarrow H$ を almost nonexpansive curve とし . $||u(\cdot)-y||^{2},\overline{\mathfrak{e}}(s\cdot, \cdot)\in$

$\mathit{1}\mathrm{Y},$ $y\in H,$ $s\cdot\in S,$ $l^{l}$ を invariant $X$ 上の nlean とし, $P$ : $Harrow F_{\mu}(\mathrm{c}\iota)$ :
metric projection とする. このとき, Pu $(s\cdot)arrow u(l^{l})\in\mu-_{d^{-}}\mathrm{i}c(u.H)J^{\cdot}$ ここ

で, $u(\mu)=T(_{l^{\iota})u}$ .

これは $S=\mathrm{Z}^{+},$ $\mathrm{R}^{+}$ のときでも ANC に対しては新しい結果である.
$P$ を $H$ から $F(u)$ への metric projection とするときには強収束しない
例がある (Rouhani [34] 参照). 又次の定理を得た.

定理 ([22]) $u:Sarrow H$ : allnost nonexpansive curve, $||u(\cdot)-y||^{2},$ $\epsilon(s, \cdot)\in$

$X,$ $y\in H,$ $s\in S,$ $\{l^{l_{\mathrm{o}}}\}\text{を}(\mathrm{a})X\text{上の}$ asynlptotically invariant $k$ net,
又は, $(\mathrm{I}\supset)$ strongly regular $k$ net とする. このとき.\acute

$u(\uparrow\cdot(s\cdot)*\mu_{\alpha})-u(_{l}l)$ $\in$

$F(u) \cap.\bigcap_{S\in s}$ c.lco $\{u(t);t\geq s\}$

$=$ $\ell_{l},-Ac(?\mathit{1},, H)$ uniformly in $s\cdot\in S$ .
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ここで, net $\{\mu_{0}\}\subset X^{*}$ が asynrptotically invariant であるとは, 次
のときをいう:

$\ell\iota$

。
$-\gamma(S)^{*}\ell l$

,。

$arrow \mathrm{t}\mathrm{t})^{*}0$

$(\forall s\cdot\in S)$ .

又, net $\{l^{l_{O}}\}\subset X^{*}$ が strongly regular であるとは, 次のときをいう:

1. $\sup_{\alpha}||\ell\iota$
。

$||<\infty$ ;

2. $1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{\mathrm{o}}\mu_{\cap}-(1)=1$ ;

3. $1\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}_{\mathrm{o}}||l^{l_{\text{。}}},-\gamma\cdot(\mathit{8})^{*}ll$

,。$||=0,$ $\forall.\sigma\cdot\in S$ .

ここで.\acute strongly regtflar な net の例を挙げよう.

1. $\{l^{l_{1}}l \uparrow\overline{l}\in \mathrm{N}\},$

. ここで, $l^{l_{71}}(f)=(1/ \uparrow])1l.\sum_{k=0}^{-1}f(k)$ for $f\in C_{b}(\mathrm{Z}^{+})=$

$l^{\infty}(\mathrm{Z}^{+})$ ;

2. $\{lp_{_{\mathrm{L}\backslash }}-.;s\in(\mathrm{O}, 1)\},$ $\text{ここ}-\mathrm{C}^{\backslash }\backslash ,$ $l^{\iota_{S}}(f)=(1-S) \sum sfk\cdot(k)$ for $f\in C_{b},(\mathrm{Z}^{+})=$

$k.=0$

$l^{\infty}(\mathrm{Z}^{+})$ ;

3. $\{\ell^{\ell_{1^{\backslash }}},\cdot,?$ . $\in \mathrm{N}\}$ . $c\text{こ}-\subset\backslash ,$

$\{\iota_{\iota},(f)=(1/.\uparrow.?^{2}.).\sum_{?,j=0}.f\cdot(\dot{l},j|\}-1)$ fkor $f\in C_{b},(\mathrm{Z}^{+}\cross$

$\mathrm{Z}^{+}))=l^{\infty}.(\mathrm{z}+\cross \mathrm{Z}^{+})\backslash ’$.

4. $\{\ell^{p_{s};},.s\in \mathrm{R}^{+}\backslash \{0\}\},$ $\text{ここで},$ $\mu_{s}(f)=(1/s)\int_{0}^{S}f(t)dt$ for $f\in$

$C_{b}’(\mathrm{R}^{+})$ ;

$,$

「
$\supset$ . $\{l^{\iota.\cdot}\backslash s\in \mathrm{R}^{+}\backslash \{0\}\}J^{\cdot}$ ここで i $l_{\llcorner}^{l_{9}(f)}.=s/0\infty e^{-st}f.(t)dt,$ $f$

.
$\in C_{b}(\mathrm{R}^{+})$ ;

6. $\{\mu\}\mathit{1}\backslash \cdot\uparrow 1\in \mathrm{Z}^{+}\}$ , ここで $\{\iota,,(f.)=,1\iota=\sum_{0}^{\infty}C_{\mathrm{t}}\mathit{1}1,’-\iota f.(\uparrow 7l)" f$

.
$\in C_{b}.(\mathrm{Z}^{+})=$

. $l^{\infty}(\mathrm{Z}^{+})$ , そして, $\{c_{\mathit{1}\}\iota,nl}\}_{\mathit{7}?},,1\mathit{1}\in \mathrm{z}+$ は strongly regular matrix (Lorentz
[27], Br\’ezis and Browder [8] $)$ . $\{q_{n,,1\tau}\},l,71l\in \mathrm{z}+p_{\grave{1}^{\backslash }}$ strongly regular
lnatrix であるとは, 次を満たすときを言う:

(a)
$\mathrm{s}\mathrm{t}\iota m=0|_{C}\mathit{1}\prime l,m|<\infty$

;

(b) $tl \infty 1\underline{\mathrm{i}_{11}}1\sum_{0\prime\gamma \mathit{1}=}^{\infty}q??.\prime n=1$ ;
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(c) , $\iota\infty 1\underline{\mathrm{i}}\mathrm{n}\mathrm{l}\sum|c\mathit{1}\prime\prime.\prime\prime|?=0\infty 7l+\mathrm{l}-c_{\mathit{1},\iota,,,?}|=0$ .

7. $\{l^{l_{\mathrm{s}};}.s\in \mathrm{R}^{+}\}$ , ここで.\acute $l^{\mathrm{t}_{\}(f)}.\cdot=/0\infty Q(s, t)f.(t)\Gamma \mathit{4}t.\prime f\cdot\in C_{b}(\mathrm{R}^{+})$ ,

$Q(\cdot, \cdot)$ は $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}$ regular kernel (Reich [32]) ここで.\acute かんすう
$Q$ : $\mathrm{R}^{+}\cross \mathrm{R}^{+}arrow \mathrm{R}$ が strongly $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{g}\iota \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}$

. kernel であるとは次を満た
すときを言う:

(a) ,
$\sup_{s\in \mathrm{R}+}\int_{0}^{\infty}|Q_{\mathrm{t}^{S}},$ $t)|C\iota\dagger<\infty$ ;

(b) $- \backslash ^{\backslash \infty}\underline{1\mathrm{i}}\mathrm{n}1\int_{0}^{\infty}Q(_{S}, t)(lt=1$ ;

(c) $S- \infty 1\mathrm{i}1)1\int_{0}^{\infty}|Q(s\cdot, t$. $+h)-Q(S, t,)|c\iota t=0$ for evely $h\in \mathrm{R}^{+}$ .

次の系を得る.

系 1(Rouhani [34]) $\{x(\uparrow?,)1\uparrow\iota\in \mathrm{Z}^{+}\}$ を有界な $H$ の中の alinost nonex-
pansive sequence とする. このとき, $\frac{1}{??}.\sum_{=j\cup}^{1}X(\iota-1-l+k)arrow y\in\overline{1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}}-\mathrm{A}\mathrm{C}(x(\cdot), H)$

$\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{l}1\backslash \prime\prime 1’$ in $k\in \mathrm{Z}^{+}$ .

系 2(Rouhani [34]) $\{u(t)\backslash t\in \mathrm{R}+\}$ を有界連続な $H$ の中の almost non-
expansive curve とする $\xi j(s\cdot, \cdot)$ : continuous とする. このとき, $\frac{1}{s}$

.
$\int_{0}^{s}u(t+$

$h)dt$. $arrow y\in\overline{1\mathrm{i}\mathrm{n}1}-\mathrm{a}4C.(1.(\cdot), H)$ uniformly in $l\iota,$ $\in \mathrm{R}^{+}$

$\text{系}3C(\subset H)$ : closed. convex, $T$ : $Carrow C.$ nonexpansive , Fix $(T)\neq\emptyset k$

する.

(i) (Baillon [1]) このとき, $\forall x\in C,$ $\frac{1}{l}\sum_{=j0}^{1}T^{\dot{?}}+k,l\uparrow|?-arrow y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(T)$ uni-

forlnly in $k\in \mathrm{Z}^{+}$ .

(ii) (Rod\’e [33]) $\forall_{\mathrm{c}}\iota\cdot\in C.$ (1–s) $\sum_{j=0}s^{k?+\mathrm{A}}Txarrow y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(T)$ uniforlnly

in $k\in \mathrm{Z}^{+}$ .
(iii) ( $\mathrm{B}_{1^{\backslash }\acute{\mathrm{e}}}\mathrm{z}\mathrm{i}\mathrm{S}.’$ Browder [8]) $\{c_{\mathit{1}??,\mathrm{t}1}\}\mathit{1}|\mathit{1},\eta\iota\in \mathrm{z}+$ :strongly regular matrix と

する. $\forall x\in C,$ $\Sigma_{||’=0}\infty?c\mathit{1}’,|$
)
$?T$

}
$1\iota+karrow y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(T)$ uniformly in $k\in \mathrm{Z}^{+}$ .

系 4, Hirano, $\mathrm{I}\backslash \mathrm{i}\vee \mathrm{d}\mathrm{o}$ and $\mathrm{T}\mathrm{a}1\iota’\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[16]$ $H$ を $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}$ 空間, $C(\subset H)$ : 閉凸,
$T,$ $S:Carrow C$ nonexpansive $\vee CTS=ST,$ $\exists x_{0}\in C,$ $\{S^{i}\tau^{j}x0;i, j\in \mathrm{Z}^{+}\}$
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は有界とする. このとき,

$\forall.\mathrm{t}\cdot\in C$ . ,$\frac{1}{\iota^{\mathit{2}}}\sum_{=j.j0}^{h-1}si+kTj+karrow y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(T)\cap \mathrm{F}(S)$ unifbrmly in $h,$ $l_{i}\cdot$. $\in \mathrm{Z}^{+}$ .

系 5 $S=\{T(S)\backslash \cdot \mathrm{s}\cdot\in S\}$ : nonexpansive $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{p}$ on $C$ とする.
(i) (Baillon [1]. Miyadera and Kobayas.$\mathrm{i}[29]$ ) $u$ : $\mathrm{R}^{+}arrow C\mathrm{g}\text{有}$

界な $S$ の almost orbit とする. このとき,

$\frac{1}{s}\int_{0}^{\}u,(t+h)arrow y\in \mathrm{F}(S)(=-4^{-1}(\mathrm{o}))$ uniformly $\mathrm{i}\mathrm{n}h\in \mathrm{R}^{+}$ .

(ii) (Hirano, Kido and Takahashi [16]) 上と同じ仮定.

$s \cdot\int_{0}^{\infty}e^{-s}u(ttr+h)\mathrm{c}ltarrow y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(s)$ uniformly $\mathrm{i}\mathrm{n}\langle\in \mathrm{R}^{+}$ .

(iii) (Reich [32]) 上と同じ仮定で, $Q(\cdot, \cdot)$ を strongly regular kernel と

すると,

$\int_{0}^{\llcorner}\backslash Q(s.f)\prime u(f+h)dtarrow y\in S$ llllifornnly $\mathrm{i}\mathrm{n}h\in \mathrm{R}^{+}$ .

4. Asyptotically Isometric Semigroup

この章では, 強平均収束定理について説明する. $S$ を connnutative semi-
grouP, $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ を closed, convex な $E$ の部分集合, $D\subset C,$ $S=\{.T(s) : s\in S\}$

を $C$ 上の nonexpansive semigroup とする.

定義 $S$ が $D$ 上 asymptotically isometric であるとは次が成り立つとき
をいう:

$\exists \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\llcorner\sigma||T(s\cdot+h).7^{\cdot}-\tau(S+h)y||$ uniformly in $h.k’\in S$ .

$s\leq t$ のとき $t=t’+s$ とおくと,

$||T(t+h)X-T(t+k)y||$ $=$ $||T(t^{;}.+s+h)x-\tau(t’+s+k)y||$

$\leq$ $||T(_{S+l_{l}})X-\tau(s+k)y||$

ゆえ極限は–般に存在するが.\acute $h_{:}k$ に関する -様性を要求する. これは
Bruck [9] $(S=\mathrm{N})$ . Oka $[.31]$ ( $S:\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{t}\iota \mathrm{t}\}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{l}" \mathrm{e}.’$ totally ordered) の定義を
拡張したものである. 次に例を挙げる.
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例 (i) $T(s)$ : isomety,
(ii) $\exists\{s_{\alpha}\}\subset S_{1}.T(_{S_{\cap}}-)xarrow\exists y$ .

(iii) $E$ : Hilbert space で $T(s)$ が $\mathrm{a}$ffille, 又は odd mapping のとき.

次の定理を得た.

定理 ([23]) $E$ を uniformly convex な Banach 空間, $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ closed で convex
な $E$ の部分集合, $D\subset C$ で, ある $C’$ 上の nonexpansive semigroup $S=$

$\{T(s);s\cdot\in S\}$ が $D$ 上 asymptotically isometric であるとする. このとき,
(a) 任意の $C_{b}(S)$ 上の invariant mean $\mu$ に対して, $T(\mu)$ は $D$ か

ら $\mathrm{F}(S)$ の上への nonexpansive retraction で.\acute $T(\mu)\tau(s)=T(s)\tau(\mu)=$

$T(l^{l_{-})}(\forall s\in S), T(\ell l)X\in\iota\cdot 1\mathrm{c}\mathrm{o}\{T(\dagger)X;t$. $\in S\}(\forall\alpha\cdot\in C.)\forall x\in D,$ $\mathrm{F}(S)\cap$

$\bigcap_{s\in S}\{\tau(t,)x;t\geq s\cdot\}=\{T(_{l}l\mathit{5})x\}$ となる. ここで $T(\mu)x=\tau(ll)(T(\cdot)x)$ .

(b) $\{\mu_{\alpha}\}$ を $c_{b(}^{\mathrm{t}}s$ ) 上の, strongly regular な net とすると, $T(\uparrow\cdot(h)^{*}l\iota_{\mathrm{O}})Xarrow$

$\mathrm{t}/0=\tau(l^{\iota})X=\tau(\mu)(\tau(\cdot)x)\in \mathrm{F}(S)$ uniformly in $h\in S$

(注意) [20] では, $S$ の Eberlein-weakly almost periodic の仮定のもとに,
上の定理を非可換の場合に拡張している.

5. Vector Valued Weakly Almost Periodic Func-
tions

方 Ruess and Summers $(1988,1992)$ は全く違った方法で強平均収束定
理を証明した. これを説明しよう.

1: $\mathrm{R}^{+}arrow E$ が Eberlein-weakly ahnost periodic であるとは次のと
きをいう: $\{\uparrow\cdot(s)f\}s^{l}\in \mathrm{R}^{+}\}\subset C_{b}’(S, E)$ が相対弱 compact. このとき

$\frac{1}{t}/\mathrm{o}tf(s\cdot+h)ds\cdotarrow-\wedge J\in E$ uniformly in $h\in \mathrm{R}^{+}$ . 特に $E$ を unniformly

convex Banach space, $C$ を $E$ の閉凸な部分集合, $x\in C$ , nonexpan-
$\mathrm{s}\mathrm{i}1^{\Gamma}\mathrm{e}$ senligroup $S=\{T(s)_{\backslash }s\in \mathrm{R}^{+}\}i\partial^{\backslash }1^{\backslash }$ asymptotically isometlic on
$\{x\}$ とする. このとき, $T(\cdot)x$ は Eberlein-weakly alnnost periodic となり,

$\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T(s+l\mathrm{z})_{X}d_{S}arrow\sim’\in \mathrm{F}(S)$ unfformly in $h\in \mathrm{R}^{+}$ .

我々は これを $[1\overline{(}]$ で connnutative sellligroup に $-$般化し, ergodic
projectin と ergodic retraction についての結果を得, 又ある $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}7$

」
$\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}$

senligroup が Eberlein-weakly almost periodic であるための (必要) 十分
条件を得た.
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$W(S;E)$ を $S$ から $E$ への Eberlein-weakly ahnostperiodic 関数全体
の集合とする. 次がその Eberlein-weakly almost periodic function に対
する強エルゴート定理である.

定理 $([1\overline{(}])U(s)=\uparrow\cdot(s)$ を $W(S;E)$ 上の translationoperator とし, $\tau=$

$\tau^{E},$ $\tau’=\tau^{\mathrm{I}}\mathfrak{s}’-(s" E)$ ( $2$ 節参照) とする, このとき

(a) $C_{b}.(S)$ 上の任意の invariantmean $\mu$ に対して, $U(\mu)f=\mathcal{T}(’)ll(U(\cdot)f)\in$

$W(S;E);f\in W(S;E)$ とおくと ( $U(\cdot)f\in c,C’(s,$ $W(s_{;E}))$ に注意), $U(\mu)$

は $W(S;E)$ から $E$ の上への nonexpansive projection となり, $U(\mu)U(s)=$

$U(s)U(\mu)=U(\mu),$ $(\forall s\in S),$ $\{U(\mu)f\}=E\cap \mathrm{c}1_{\mathrm{C}\mathrm{O}}\{U(S)f;s\in S\},$ $(\forall f\in$

$W(S;E))$ となる;
(b) $U(\ell\iota)f=\tau’(\{\iota)(U(\cdot)f)=\tau’(\mu)f,$ $f\in W(S;E)$ ;
(C) $\{\ell l_{0_{0}}\}$ を $C(S)$ の strongly regular な net とすると $\forall f\in F$ $:=$

$W(S;E)\cap RUC_{b}(S;E)$ . $\tau(r(h)^{*}\mu\alpha)farrow y=U(\mu)f\in E$ uniforlnly in
$h\in S$ . $\{U(\mu)f\}=E\cap \mathrm{c}1_{\mathrm{C}}0\{r(\mathit{8})f;s\in S\}$ . ここで $RUC_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}b(s;E)$ は $S$ か

ら $E$ への–様有界連続関数からなる集合 i.e., $r(\cdot)f$ が連続である.

$V:C,$ $arrow C$ に対して , $||V||:= \sup\{\frac{||Vx-\iota/_{y||}}{||x-y||}\}$ とおき, Lip$(C):=\{V;||V||<\infty\}$

とおく. $T:Sarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ を表現とする (すなわち $\{T(s)\rangle s\in S\}$ が Lips-
$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}_{\mathrm{Z}}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}$ semigroup)

定義 $T$ : $Sarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ が $D$ 上の asymptotically regular な representation
であるとは, $1\mathrm{i}\mathrm{n})_{s\in S}||T(s+t)_{X-}T(s)X||=0;(\forall t\in S, \forall x\in D)$ のときを

言う.

上の定理の系として次を得る.

系 $E$ を Banach 空間, $C$ を $E$ の閉部分集合, $D$ を $C$ の部分集合,
$U$ : $Sarrow W(S;E)$ を translation のなす表現, $T$ : $Sarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ が

Eberlein-weakly allnost $\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}_{0}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\delta\mathrm{a}^{-}\supset D\text{上の}$ asymptotically regular $k$

表現 $K:=\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{P}arrow\sigma.\in s||T(S\mathrm{I}||<\infty,$
$\ell l$, を $C(S)$ 上の invariant mean とする.

このとき次が成り立つ :
(a) $T(\mu)$ は $D$ から Fix$(T)$ の上への Lipschitz な retraction で, $||T(\mu,)||\leq$

$K,$ $T(\mu)\tau(s)=\tau(s)\tau(\mu)=T(\mu)(\forall s\in S),$ $T(\mu.)x\in cl_{\mathrm{C}\mathrm{O}}\{\tau(_{S)_{X}};s\in S\}$

$(.\forall x\in D)$ となる;
(b) $\forall x\in D$ に対して, $T(t+s)xarrow y=U(\ell^{l)}(T(\cdot)X)=T(\mu)x\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(T)$

uniformly in $t\in S$ .
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ここで $T(\cdot)x$ がいっ Eberlein-weakly almost periodic となるかが問
題となる.

定義 $T$ : $Sarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ が $D\subset C$ 上 RS-表現であるとは次のときを言
う:

$\forall x\in D,$ $\forall$ net $\{s_{\alpha}\}\subseteq S\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $T(s_{\mathrm{o}}.)xarrow y\in C\Rightarrow T(s\mathrm{I}T(Sa)x-$

$T(s)y(\forall s\in S)$ .

$S=(\mathrm{Z}^{+})^{k}$ 又は $(\mathrm{R}^{+})^{k\sim}$ とする, $I\subset\{1,2, \ldots, k\}$ に対して, $S_{I}=(\mathrm{Z}^{+})^{I}$

or $(\mathrm{R}^{+})^{I}$ とおき, 表現 $T_{I}$ : $S_{I}arrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ を $T_{I}(\prime 9^{I})x=T((S^{IJ}, 0)),$ $X$

$s^{I}\in S_{I},$ $J=\{1,2, \cdots, k\}\backslash I,$ $.1^{\cdot}\in C$ で定義する. ここで $0^{J}$ は $S_{J}$. の

zero $\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}arrow C\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) $\text{る}$ .
$T$ : $Sarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ が $C$ の部分集合 $D$ 上強 RS-表現であるとはすべて

の $I\subset\{1,\mathit{2}, \ldots, k\}$ に対して, $T_{I}$ が $D$ 上 RS-表現であるときをいう。
次の場合に $T$ は強 RS表現である:

1. $x\in D,$ $O(\mathrm{t}\mathrm{q}_{!}):=\{T(s)_{X};s\in S\}$ が相対 conlpact;

2. $\{T(s);s\in S\}$ :affine lnapping;

3. $E$ を $\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}_{0}1^{\cdot}1111_{\iota}1’,\tau$ convex な Banach 空間, $C$ を $E$ の閉凸部分集合
とし, $T$ : $Sarrow \mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(}c$ ) を表現 (すなわち $\{T(s\cdot);s\cdot\in S\}$ が $C$ 上

nonexpansive senligroup), $T\delta\backslash ^{\backslash }\backslash D\lrcorner_{\mathrm{i}}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ isometric

定理 ([17]) $S=(\mathrm{Z}^{+})^{k}$ or $(\mathrm{R}^{+})^{k^{\sim}}$ とし, $E$ を Banach 空間, $C$ を $E$ の

閉部分集合, $D$ を $C$ の部分集合, $T:Sarrow \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(C)$ を $D$ 上の強 RS-表現
で,

$\mathrm{s}_{\mathrm{L}}\mathrm{u}\mathrm{e}\in 5’1$

) $||T(s)||<\infty \text{とする}$ . $.\text{このとき次は同値}$ :

(a) $T(\cdot)x,$ $x\in D$ は Eberlein-weakly ahnost periodic である.

$(1\supset)\{T(s)x;s\in S\}$ は相対弱コンパクト.

上の仮定のもとで, orbit が相対弱コンパク トならば Eberlein-weakly al-
most periodic となるわけである,

Ruess and Sunnners [39] $\vee C$ kf $S=\mathrm{R}^{+}\tau*T(\cdot)\backslash ?\cdot\delta\grave{1}^{\backslash }$ Eberlein-weakly
allnost periodic で $\mathrm{R}\mathrm{S}$-表現のとき strong convergence theorenl を証明し
ている、我々はこれを–般化している.
定理において, strongly regular な net の取り方によってたくさんの系

が得られるが, そのうちの 1つのみを挙げる.

系 $E$ を uniforlnly convex な Banach 空間, $C$ を $E$ の閉凸部分集合,
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V. $\mathrm{T}’|^{J^{\vee}}\in \mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{t}(c)$ . $\mathrm{T}^{-}\mathfrak{s}/\mathrm{T}^{-}=\mathrm{T}V\mathrm{T}’,$ $\mathrm{F}\mathrm{i}_{\mathrm{X}}V\cap \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{X}W\neq\emptyset$ . $x\in C$ , $1\mathrm{i}111_{--}||V^{s_{1}+h_{1}}W^{c}\sigma_{1+2}l\gamma x-$

$\mathrm{T}^{-.\sigma+k},\cdot- 11\mathrm{T}/|/^{-}\cdot- 1\backslash +k-\prime x||$ が $h_{1}$ . $h_{\underline{)}}.$ . $k_{1},$ $k_{2}\in \mathrm{Z}^{+}$ に関して–様に存在すると仮定す
る. このとき $f(s)=\iota^{r}\cdot-\backslash _{1}\mathfrak{s}/\mathrm{T}/- \mathrm{L}\backslash \supset\sim l$;for $s=(s_{1}, s_{2})\in(\mathrm{Z}^{+})^{2}$ とおく と $f$ :

$(\mathrm{Z}^{+})^{2}arrow E$ は $\mathrm{E}|_{1)\mathrm{e}\mathrm{r}}1\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}1\backslash .$’almost periodic となり, $\frac{1}{n^{9}arrow}\sum_{i,j=1}^{\iota-1}Vli+h1\mathrm{T}/V^{j}+/_{\mathrm{z}_{2}}Xarrow$

$y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}V\cap \mathrm{F}\mathrm{i}_{\mathrm{X}}\mathrm{T}/\mathrm{T}\cdot/-$ , 収束は $h_{1}$ , ん 2\in $\mathrm{Z}^{+}$ に関して–様.
さらに $1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{\mathrm{c}}\mathrm{s}_{1-^{\underline{J}}},.\vee-\infty||\iota/^{-\sigma_{1}}\mathrm{c}+\mathrm{f}_{1}W\llcorner+t2x-V\llcorner W^{s_{2}}\backslash _{1}‘|\sigma_{\underline{1}}\cdot|x=0(\forall t_{1}, t_{2}\in \mathrm{Z}^{+})$ と

する. このとき $\mathrm{T}^{f1}\mathrm{c}+t1W^{-}\backslash \grave{\mathrm{c}}\underline{\supset}+t_{2}xarrow y\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}V\cap \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}W$, 収束は $t_{1},$ $t_{2}\in \mathrm{Z}^{+}$

に関して–様 $(s_{1}., s_{2}arrow\infty)$ .

(証明) $T$ : $(\mathrm{Z}^{+})^{2}arrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(C)$ を $T((S_{1,;)}s_{\sim})X=V^{s_{1}}W^{62}X,$ $(s_{1)}, s_{\sim}’)\in$

$(\mathrm{Z}^{+})^{2},$ $x\in C$ で定義する. $\mu_{rx}$ を strongly regular な net の例の $(\mathrm{b})(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$

のものとする. すると,T(7(h)*\mu ,、)x $=(1/\uparrow\tau^{2})\Sigma_{i,j}^{n-}=11V^{?+}h1Wj+h_{\mathit{2}}x,$ $h=$

$(h_{1}, l?_{2},)\in(\mathrm{Z}^{+})^{2}$ . 従って.\acute 定理と系から得られる.

(注意) [19] では, 以上を sellligroup の Eberlein-weakly almost periodic
の仮定のもとに, 非可換な場合に拡張している.
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